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Einleitung. 

So genau man seit langem die Sehnenrechnung und die hieran sich 
anknüpfenden Methoden kennt, deren sich die Griechen zur trigonometrischen 
Bestimmung ebener und sphärischer Dreiecke bedienten, so wenig Beachtung 
schenkte man einer anderen aus der orthogonalen Projektion der Kugel- 
fläche entstandenen rein graphischen Methode, mit welcher sie alle auf die 
Gnomonik bezüglichen Fragen zu lösen verstanden. 

Gerade diese Methode scheint mir aber nach verschiedenen Richtungen 
von Bedeutung zu sein. Einmal haben wir Grund, die Projektionsmethode 
für die älteste Methode zur Bestimmung astronomischer Oerter aus gewissen 
Daten zu halten, dann aber ging sie in der Hand der Inder, welche die 
ältere griechische Astronomie (vor Ptolemäus) ungefähr um den Beginn 
unserer Zeitrechnung überkommen haben mögen, in ein viel benutztes 
Rechnungsverfahren über, das später den Arabern bekannt wurde. Die- 
selben behielten es neben den Methoden, die aus der Sehnenrechnung der 
Griechen und dem Satze des Menelaus flossen, beständig bei und dehnten 
seine Verwendung soweit aus, dass es ihnen geradezu schwierige trigono- 
metrische Umformungen zu ersetzen vermochte, zu deren Ausführung man 
ihnen bisher die Kenntniss einer algebraischen Formelsprache vindieiren zu 
müssen glaubte, von der sich jedoch in der Literatur keine Spur findet. 
Endlich gelang es Regiomontan, direkt an die Arbeiten der Araber an- 
schliessend, aus dieser Methode unseren 2. Hauptsatz der sphärischen Tri- 
gonometrie als eine für jedes Dreieck giltige Regel abzuleiten. 

Es dürfte daher von Interesse sein, den Entwickelungsgang derselben 
darzustellen, zumal da sich gerade über die Entstehung jenes trigono- 
metrischen Satzes manche Unrichtigkeiten in die Greschichtswerke ein- 


1* 
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geschliehen haben. Dieselben werden hauptsächlich darauf zurückzuführen 
sein, dass sich seit Delambre niemand mehr der Mühe unterzogen hat, ver- 
gleichende Quellenstudien anzustellen. Seither hat sich aber das Quellen- 
material, namentlich in Bezug auf die indische Literatur, wesentlich vermehrt. 


$1. Die Griechen. 

Allgemein wird Hipparch von Nicaea (um 150 v. Chr.) als der 
Begründer der Trigonometrie der Griechen angesehen, wobei man sich haupt- 
sächlich auf zwei Stellen stützt. Die eine findet sich in dem Commentar, 
den Theon von Alexandrien (um 365 n. Chr.) zum Almagest des 
Ptolemäus') schrieb, und lautet dahin, dass Hipparch bereits 12 Bücher 
über die Berechnung der Sehnen eines Kreises aus den Winkeln geschrieben 
hat, von denen sich jedoch keine Spur mehr findet; die andere Stelle ist.in 
der einzigen Sehrift Hipparchs’) enthalten, die auf uns gekommen ist und 
aus dem Commentar zu den Sternbeschreibungen des Eudoxus und Aratus 
besteht. Es heisst daselbst’): ‚Hxaorov yüo Tov eipmuivov anodsizrvraı dıan tov 
yocuuov !v Tals xa#64ov XEIl TOP TOLWUTWV nulv Ovvrerayusvarz Agayuereiaus“. 
Aus den Worten „sı@ ro» yoauuov“, welche Petavius mit „per lineas“ über- 
setzt, ergiebt sich nun zweifelsohne, dass die Methode, deren sich Hipparch 
in dem von ihm selbst angeführten Werke bediente, eine graphische 
war. Man‘) hat allerdings geglaubt, darin eine Anspielung auf jene von 


') Commentaire de Theon d’Alexandrie sur le premier livre de la composition mathe- 
matique de Ptolemee. Traduit par Halma. Paris 1821. p. 110. 

2) Tov Aodrov za Evdogov Yamwousvor LEnynjoeo» Pıßlia y';, mit einer 
lateinischen Uebersetzung veröffentlicht in dem Uranologion des Petavius. Lautetiae. 1630. 20; 
neuerdings mit einer deutschen Uebersetzung herausgegeben von C. Manitius. Leipzig. 1894. 
Hierauf bezieht sich wohl auch die Stelle in Pappus’ Collectionis reliquiae, Edit. Hultsch. 
p. 600, welehe lautet: "Inraoyos d£ &v TO zegl rs tov ı Lodiov AVAPODAS 0VVATO- 
dsixzvvow du agı$umm ete. 

3) Edit. Pet. p. 218. 

4) So sagt Delambre in seiner Histoire de l’Astronomie ancienne, Paris 1817. t. 1. 
p. 143: „C'est bien de la trigonometrie spherique. Je ne connais pas d’autre maniere de 
resondre ces problemes“. Ihm schliessen sich an R. Wolf, Geschichte der Astronomie, München 
1877, p. 117, M. Marie, Histoire des sciences mathem. I, p. 205 u. 210; endlich ist dieser An- 
sicht auch P. Tannery in seiner Geometrie greeque, comment son histoire nous est parvenue et 
ce que nous en savons. Pars I. Paris 1887 beigetreten, wenn er auch p. 58 sagt: „... je dois 
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Tiheon erwähnte Sehnenreehnung sehen zn müssen, aber dieser Ansicht kann 
ich mich nicht anschliessen und zwar aus dem einfachen Grunde, weil gar 
keine Veranlassung besteht, die angeführten Worte künstlich in dieser 
Weise umzudeuten. Man braucht nämlich nur nicht zu übersehen, dass die 
Griechen thatsächlich eine rein graphische Methode zur Auflösung 
sphärischer Dreiecke besassen, und gerade diese ist zweifellos die erste und 
älteste Methode, die sich historisch nachweisen lässt, ja sie stammt möglicher- 
weise bereits von den Babyloniern her. 


Erhalten ist sie uns in einem Werke des Claudius Ptolemaeus aus 
dem 2. Jahrhundert nach Christus, das den Titel führt: Ieoi dvarmuueroz.) 
Von dem griechischen Texte desselben sind nur mehrere Bruchstücke vor- 
handen, dagegen besitzen wir eine lateinische Uebersetzung, die von Wilhelm 
von Mörbecke?) stammt und von Friedrich Commandinus unter dem Titel 
Cl. Ptolemaei liber de Analemmate, Romae 1562. apud Paulum Manutium 
Aldi. F. 4° mit einem guten Commentar versehen herausgegeben wurde. 


Analemma bedeutet soviel wie Hilfsfigur, und in der That handelt 
die Schrift von der Construktion derjenigen Figuren, welche zur Verfertigung 
einer praktisch verwendbaren Sonnenuhr nothwendig sind. Der Kern der 
hierzu verwendeten Methode aber besteht in der Orthogonalprojektion 


remarquer que l’on ne possede ä cet egard qu’une simple presomtion, et que c’est une pure 
invention de Delambre que son affırmation qu’Hipparque aurait dit avoir determine par la 
Trigonometrie spherique les levers et couchers vrais des etoiles. Le texte de commentaire 
sur Aratus ne dit rien semblable.“ Auf die in der Weiterentwickelung des Textes aus- 
einandergesetzte Methode zur Bestimmung der Sonnenörter ist neuerdings wieder aufmerksam 
gemacht worden. So hat S. Günther, ohne sich an die Alten anzuschliessen, in der Zeitschr. 
f. math. u. naturwissenschaftl. Unterricht v. Hoffmann Bd. 7, 1876, p. 9L—93 u. Bd. 10, 1879, 
p. 99—105 von sich aus gezeigt, wie man nur mittelst Benutzung der Orthogonalprojektion 
und auf rein graphischem Wege zum Ziele gelangen kann; seine Methode ist nun aber in 
der That bis auf geringe Unterschiede identisch mit der der Griechen. Auch A. Tissot giebt - 
in seinem Preeis de eosmographie p. 158 u. 186 solche Methoden an. 


1) Neuerdings hat J. L. Heiberg diese Bruchstücke mit Mörbecke’s Uebersetzung heraus- 
gegeben. Zeitschrift f. Math. u. Phys. Supplement zum 40. Jahrgang p. 1 ff. 


2) Dominikanermönch aus Ostflandern, der in der zweiten Hälfte des 13. Jahrhunderts 
lebte und zu Viterbo, wo er sich lange aufhielt, vielfach griechische Schriftsteller übersetzte 
(M. Cantor, Geschichte der Mathematik II, p. 89). 
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der Kugel auf drei zueinander senkrechte Ebenen: den Meridian, den 
Horizont und den ersten Vertikalkreis.) 

Da die Herstellung von Sonnenuhren zu den ersten und ältesten Auf- 
gaben der Astronomie gehört, so spricht schon dieser Umstand dafür, dass 
Methoden hierzu längst vor den Griechen bekannt waren, aber wir besitzen 
sogar ein direktes Zeugniss Herodots, dass die Griechen die Lehre von 
den Sonnenuhren von den Babyloniern überkamen. Derselbe sagt nämlich’): 
„Die Sonnenuhr und das Gnomon, sowie die Eintheilung des Tages in 
12 Theile erhielten die Griechen von den Babyloniern“. Es besteht dem- 
nach die Wahrscheinlichkeit, dass jene im Analemma verwendete „Methode 
der Projektion“, die sich übrigens naturgemäss bei einer graphischen Be- 
stimmung von selbst darbot, chaldäischen Ursprungs ist. Jedenfalls aber 
ist sie das älteste den Griechen bekannte Verfahren, und da dasselbe sich 
nicht nur auf die Bestimmung der Sonnenörter, sondern auch auf die Auf- 
und Untergänge der Sterne anwenden lässt, so wird es wohl Hipparch in 
der oben angeführten Stelle im Auge gehabt haben, indem es thatsächlich 
die To» yoauuov das Gewünschte zu leisten vermag.’) 

Es handelt sich im Analemma darum, den Ort der Sonne zu einer 
bestimmten Tageszeit zu ermitteln. Da es nun zur Einsicht in die Methode 
genügt, wenn man die Sonne im Aequator annimmt, was zur Zeit der 
Aequinoktien eintritt, die Figuren aber durch diese Annahme wesentlich 
deutlicher und einfacher werden, so will ich im Folgenden nur diesen Fall 
betrachten. 

Die Sonne befinde sieh (Fig. 1) von dem Orte C, dessen Polhöhe 9 
ist, gesehen im Punkte &, SZ ist der Meridian, Z der Zenith, SVO der 


!) Analemma. Edit. Commandinus p. 3. 

2) Herodot. B. I. 109: „... x040» wir yap, xal yrouova, xal ta dumdexa 
usgea 75 nußone, nag& Baßvioviov Euado» oi "EAAmves“. Die Einwirkung chaldäischer 
Astronomie auf griechische ergiebt sich übrigens auch aus verschiedenen Stellen des Almagest. 

3) Damit soll jedoch keineswegs behauptet sein, dass Hipparch nicht im Besitze 
trigonometrischer Methoden war, um sphärische Dreiecke direkt aufzulösen, im Gegentheil 
folgt dies daraus, dass er die Sehnenreehnung kannte, mit ziemlicher Sicherheit; aber dessen 
ungeachtet kann er sich nebenbei jener älteren Methode noch fortbedient haben, wie ja auch 
die Araber, trotzdem sie die sehr vollendete Trigonometrie des Ptolemäus besassen, dennoch 
eine ganze Reihe von Problemen mit ersterer lösten. 
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Horizont, OMC der Aequator, / der Pol, OZC der erste Vertikal, der 
grösste Kreis S2/V heisst nach einer sonst nicht gebräuchlichen Bezeichnung 
der Stundenkreis, während der grösste Kreis durch die Sonne und den Ost- 
und Westpunkt, der in unserem Falle (Deklination — 0) mit dem Aequator 
zusammenfällt, Hektemoron heisst. Legt man noch durch I den Vertikal ZEV’, 
dann sind als bekannt zu betrachten: 


arc 20 — 90°—/, wo ? den Stundenwinkel bezeichnet, und 
arce HS — go’— 9, während gesucht werden: 
a) aus A ZVO:ZV, die Sonnenhöhe, 
und YO, die Ascensionaldifferenz, 
b) aus A 200:00 und 230. 

Man projieirt') nun & senkrecht auf die Meridianebene nach 7, auf 
den Horizont nach /7 und auf den 1. Vertikal nach ©‘, fällt 7G LS, 
O'Tı CZ und zieht 7G, dann ist ZG = 27, GCH=E2. 

n2 >00: go —t gegeben ist, so findet man die Lage von 7, in- 
dem man in einer Nebenfigur (Fig. II), auf welcher der Aequator in Stunden 
getheilt ist, 20 — ZE' abliest und >° auf den Durchmesser CA7, dessen 
Lage durch die Polhöhe 9 bestimmt ist, durch 2’/ — &/ projieirt. Denn 
denkt man sich die Aequatorebene um JZC in die Meridianebene umgeklappt, 
so fällt 2 auf &' und 27 wird gleich Z77 

Zieht man noch in beiden Figuren ZA | SY und ZFG | ZC, so er- 
kennt man, dass 

are 2 #310, 72 go — are EV, 
da durch Umklappen der Ebene des Vertikals Z2YV in die Meridianebene 
> auf / zu liegen kommt. Somit ist in Fig. 2 are ZS gleich dem gesuchten 
Bogen IV. 

Um are OY zu finden, macht man in Fig.2 GX — ZZ‘, zieht CX, 
das den Meridian in X’ schneidet, und findet: 

ane, IX — are OL. 


!) Analemma, Edit. Commandinus, carta 15 und 16, wo Ptolemäus nur die Con- 
struktion angiebt, während Commandinus die Ableitung beifüg. Man vergleiche auch 
Delambre a. a. O.t. II, p. 4585—504 über das Analemma. Uebrigens behandelt Ptolemäus 
auch den Fall einer beliebigen Deklination: carta 12Y—14Y und 197— 20. 
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Die Richtigkeit dieser Construktion folgt, indem man den Horizont 
um SN in die Meridianebene umklappt, wodurch // nach X kommt, da 
GX — GH — ZF — E'F gemacht wurde, während der Radius C7V 
auf den Radius CXA’ zu liegen kommt. Also ist auch are SY = are SA“, 


Zur Bestimmung von Bogen OO oder Bogen ZO macht man in 
Fieur 2, TV FE‘, CY schneidet dann die Peripherie des Meridians 
in. X, „und 

are SY' —= are O0. 


Denn klappt man den ersten Vertikal um CZ in die Meridianebene um, so 
kommt O' nach Y, da 7O' - AEX -- FE ist, und der Radius CO'O fällt 
auf CYY". Endlich ist 

are SD are SZ, 


da Z und & in der Ebene ZEAG liegen, die senkrecht zur Meridianebene 
steht. Klappt man also den Kreis S?V um SV um, so kommt ® auf Z 


’ 


zu liegen. 


Die zu dieser graphischen Construktion verwendeten Linien sind 
Z'F — ZF — sin ?Z (für den Kugelradius — 1) und die die Lage von 7 
bestimmenden Stücke: #7 — CF sin 9 und #G — CF sin (90° — 9). Also 
sind die gesuchten Bögen hier aus ihren Sinussen und nicht aus den 
Sehnen konstruirt, während die Griechen bekanntlich sonst sich nur der 
Sehnen bedienten. 


Dass Ptolemäus hierbei den Vortheil, der in der Verwendung der 
halben vor der ganzen Sehne liegt, nicht erkannte, hat wohl seinen Grund 
darin, dass er beide Methoden, sowohl die graphische, als die rechnerische, 
von seinen Vorfahren überkam und jede nur für sich in der einmal ge- 
wiesenen Richtung zu vervollkommnen strebte.') 


Ob die Griechen überhaupt jemals einen Versuch gemacht haben, 
die Projektionsmethode mit der Rechnung zu verbinden, lässt sieh nicht 
mit absoluter Sicherheit entscheiden, den Anschein hat es jedoch nicht, da 


1) Es mag hier nebenbei noch bemerkt werden, dass die graphischen Construktionen 
des Analemma die ersten Anwendungen jener Methode bilden, aus welcher sich die heutige 
darstellende Geometrie entwickelt hat. 
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im Almagest sich hiervon keine Spur findet, es scheint dies vielmehr erst 
von Seite der Inder geschehen zu sein, zu denen wir uns jetzt wenden. 


$2. Die Inder. 

Da die Trigonometrie bei den Indern, wie bei den Griechen nur im 
Dienste der Astronomie stand und nur an dieser Wissenschaft sich ent- 
wickelte, so muss man die astronomischen Werke der Hindu, die Sid- 
dhänta’s') zu Rathe ziehen, wenn man sich über ihre trigonometrischen 
Kenntnisse orientiren will. Der älteste uns noch erhaltene dieser Sid- 
dhäntas ist der Sürya-Siddhänta, oder „die sichere Wahrheit enthüllt durch 
die Sonne“; doch auch seine Entstehung fällt wahrscheinlich erst in das 
4. Jahrhundert nach Christus (vgl. Edit. Burgess p. 201). Alle Kenner der 
indischen Literatur bestätigen ausserdem, dass die übrigen Siddhänta’s, deren 
noch eine ganze Reihe erhalten ist, alle aus diesem einen, als ihrer ge- 
meinsamen Quelle, schöpften und selbst mit Einschluss des jüngsten der- 
selben, des Siddhänta-Qiromani, der von Bhäskara-Akärya aus dem 12. Jahr- 
hundert stammt, keinen irgendwie bemerkenswerthen Fortschritt zeigen.) 
Soweit mir diese Literatur in den angeführten Uebersetzungen zugänglich ist, 


1) Bezüglich der bis jetzt in moderne Sprachen übersetzten Siddhänta-Literatur sei 
bemerkt, dass zuerst Davis in den Asiatie researches of the Society of Bengal vol. II. 1807 
die 1789 entstandene englische Uebersetzung eines Auszuges aus dem Sürya-Siddhänta ver- 
öffentliehte; 1861 erschien dann in der Bibliotheca Indiea, Serie 30, Caleutta, ein grösserer 
Theil desselben von dem Inder Pundit Bäpü Dewa Sästri 1860 ins Englische übersetzt 
zugleich mit einer Version der astronomischen Theile des Siddhänta-Ciromani von L. Wilkinson, 
und 1860 veröffentlichte Ebenezer Burgess eine mit werthvollen Anmerkungen versehene 
Uebersetzung des ganzen Sürya-Siddhänta im Journal of the American oriental Society vol. VI. 
New-Hawen, welche jedoch Whitney p. 366 Anmerkung 1 seiner Oriental and linguistie 
studys 1874 vollständig als sein Werk in Anspruch nimmt und bemerkt, dass nur bei der 
Abfassung der Anmerkungen mathematischen Inhaltes sich Professor Newton betheiligt habe. 
Ausser diesen Ausgaben liest mir noch G. Thibauts englische Version des Paüchasiddhänticä 
von Varäha-Mihira (Ende des 5. Jahrhunderts), Benares 1889 vor. — Brahmagupta (geb. 598) 
schrieb Brähma-sphuta-siddhänta, oder das verbesserte System, in welchem das 12. und 
18. Capitel rein mathematischen Inhaltes sind. Diese beiden Capitel sind im Verein mit den 
algebraischen Abschnitten im Siddhänta-Ciromani von H. Th. Colebrooke unter dem Titel: 
Algebra with arithmetie and mensuration from the Sanscrit of Brahmagupta and Bhaskara 
translated by H. Th. Colebrooke, London 1817 veröffentlicht. 

2) Vgl. Siddhänta-Ciromani p. 96, sowie Biot: Etudes sur l’Astronomie Indienne et 
sur l’Astronomie Chinoise. Paris 1862, p. 20. 
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habe ich mich auch von der Richtigkeit dieser Angabe persönlich überzeugt. 
Daher genügt es im Allgemeinen vollkommen, sich an den Wortlaut der 
Regeln zu halten, welche im Sürya-Siddhänta gegeben sind. 

Nach den Untersuchungen von Reinaud und Albrecht Weber, ') 
von Withney,’) Moritz Oantor’) und anderen besteht kein Zweifel 
mehr, dass die Inder den grössten Theil ihrer mathematischen und astro- 
nomischen Kenntnisse von den Griechen überkommen und in ihrer Weise 
umgeformt haben. Auch unsere folgende Untersuchung wird dieser Ansicht 
eine neue Stütze bieten. Jedoch steht es andererseits ausser Frage, dass 
sie, die mit ebenso grossem rechnerischen Talent begabt sind, wie die 
Griechen mit geometrischen Anlagen ausgestattet waren, die überkommenen 
Methoden nach der rechnerischen Seite hin ausbildeten und dabei manches 
Originale hinzuthaten. So lässt sich z. B. ihre Berechnung der Sinustabellen 
bei keinem anderen der bekannten Culturvölker nachweisen, und gerade 
der Kern jener uns aus dem Analemma bekannten Methode, die Orthogonal- 
projektion, die, soviel uns bekannt, die Griechen nur zur graphischen 
Bestimmung der Sonnenörter führte, veranlasste sie zur erstmaligen Ein- 
führung des Sinus statt der Sehne und wurde in ihrer Hand zu einer 
fruchtbaren astronomischen Rechnungsmethode. Dies aus den Siddhänta’s 
nachzuweisen wird unsere nächste Aufgabe sein. 

Alle astronomischen Lehrbücher der Inder sind in Versen geschrieben, 
die nur die nackten Rechnungsregeln ohne Beweis oder Begründung an- 
geben; man ist daher gezwungen, aus dem Wortlaute derselben auf ihre 
Entstehung zurückzuschliessen. Anhaltspunkte hierzu bietet die Kenntniss 
ihrer Rechnungsmethoden, welche uns durch Colebrooke vermittelt wurden‘) 
und erkennen lassen, dass ihnen die Lehre von den einfachen und zu- 
sammengesetzten Proportionen völlig geläufig war; ihre geometrischen Re- 


!) Reinaud: Memoire sur YInde. 1849. Paris. 4% Weber: Zur Geschichte der 
indischen Astrologie. Indische Studien. Bd. II. 1853. p. 236ff. und p. 242 ff. 

2) Sürya-Siddhänta. Edit. Burgess p. 470—475 und Oriental and linguistie stu- 
dies p. 365 fi. 

3) M. Cantor: Gräco-indische Studien. Zeitschrift f. Math. u. Phys. 1877. XXIL. histo- 
rische Abth. p. 1—5, sowie Geschichte der Mathematik. Bd. I. 2. Aufl. p. 559—561. 

4) Colebrooke (vgl. Anm. 1 auf S. 9): Lilaväti. Cap. III. seet. VI; ferner Arneth: Ge- 
schichte der Mathematik p. 174. 
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sultate haben sie daher nur mit Hilfe ähnlicher Dreiecke, auf die sie die 
Regel der drei Grössen‘) anwenden konnten, erzielt. Sollte aber dieses 
einfache Hilfsmittel genügen, um die Probleme der Gnomonik zu lösen, so 
war es am nächsten liegend, die Kugel auf drei zu einander senkrechte 
Ebenen zu projieiren, und thatsächlich lässt sich jede ihrer Regeln ohne 
irgend welchen Zwang aus den Elementen der durch diese Projektionen 
erhaltenen Figuren zusammensetzen. Ja man ist zur Herstellung dieser 
Projektionen geradezu gezwungen, da die Inder eine ganze Reihe von Be- 
zeichnungen für bestimmte nur in diesen Figuren vorkommende Stücke be- 
sitzen.) Ich will dieses an einigen Beispielen nachweisen, die uns für das 
Folgende von Wichtigkeit sein werden. 


Im Sürya-Siddhänta heisst es Vers 61 u. 62 in Cap. 11:°) 


61. „Multiplieire den Sinus der Deklination (der Sonne) mit dem 
Aequinoktialschatten und dividire durch 12 (die Länge des Gno- 
mons); das Resultat ist der Erdsinus (Kshitijyä). Dieser mul- 
tiplizirt mit dem Radius (der Himmelskugel) und dividirt durch 
den Radius des Tagkreises giebt den Sinus der Ascensionaldifferenz 
(cara). Die Anzahl der Athemzüge, welche die Ascensional- 
differenz ausmachen, 


62. „ist gegeben durch den entsprechenden Bogen. Füge diesen hinzu 
und ziehe ihn ab von dem 4. Theile des entsprechenden Tages 
und der Nacht, und der Rest ist der halbe Tag und die halbe 
Nacht, wenn die Deklination nördlieh ist ... .“ 


Zum Verständniss dieser beiden Strophen muss einiges voraus- 
geschickt werden: 


1. Die Polhöhe des Beobachtungsortes wird dadurch gemessen, dass 
man zur Zeit der Aequinoktien die Länge des Schattens bestimmt, 
den ein auf dem Horizont vertikales Gnomon von 12 Fingern 


!) Colebrooke a. a. 0. p. 276 sagt in seinem Schlusswort: „It is apparent of men of 
clear unterstanding, that the rule of three terms constitutes arithmetie“. 

2) Dieselben sind im Siddhänta-Qiromani sogar eigens zusammengtstellt a. a. O. 
p. 173 — 176. 

3) Edit. Burgess p. 233. 
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wirft. Ist (Fig. 3) 277 proportional dem Gnomon und /7C pro- 


portional der Schattenlänge und 9 die Polhöhe, so ist nach unserer 
HC 


Bezeichnungsweise 49 — ur 
2. Die Zeit wird durch Athemzüge gemessen, und zwar ist ein Athem- 
zug (präna) — 4“ unserer Zeitbestimmung. 
6 pränas — 1 vinädi — 24“ 
60 vinädis —= Inädi = 24‘ 
60 nädis — 1 Tag. 

Ein Athemzug ist also äquivalent 1‘ Bogenmass.') 

Um die obigen Regeln abzuleiten verfahren wir im Anschluss an 
Withney’) wie folgt: 

Es sei (Fig. 3) ZVZ'S der Meridian, Z Zenith, Z' Nadir, SON der 
Horizont, also S/V die Mittagslinie, O/V die Ost-West-Linie, ZOZ' der 
erste Vertikal, /7?' die Weltaxe, also are VP — 9 — der Polhöhe, ZZ' der 
Sehnitt der Aequatorebene mit der des Meridians, ZOZ' der Aequator selbst, 
und befinde sich die Sonne in &, so ist, wenn DD" den Parallelkreis zu 
EOE' durch *& darstellt, der den Horizont in 4 trifft, are DFA der Tag- 
bogen der Sonne und < ZPA = x SCA—.t, sein Mass. Legt man ferner 
die Vertikalebene ZEC, die den Horizont in CC’ schneidet, projieirt 2 auf 
denselben nach A senkrecht und bildet die Projektionen 2° und X von 
X und X auf die Meridianebene, zieht 2’X' und sucht ebenso die Pro- 
jektionen 4‘ von 4, zieht den Kreis PA‘, der den Aequator in G trifft, 
und projieirt noch G senkrecht nach G‘, Z nach 7 und 2 nach 7, zieht 
BA, CG und DC, so kann man folgende Schlüsse ziehen: 

arc DE — X ECD — d — Deklination der Sonne, also sind — DF 
— BC (da die Sinusse auch für den Radius » der Kugel stets durch die Linien 
ausgedrückt werden). 

Ferner ist Z/Z/C proportional dem Aequinoktialschatten, /7Z proportional 
12 Fingern, d.h. der Länge des Gnomons. 


!) Sürya-Siddhänta. Edit. Burgess p. 149. 
2) a.a. OÖ. p. 232—234. 
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Aus AA'BCo ACH folgt dann: 
BETAS sin d. Aequinoktialschatten 


(RR — 0: oder 13 —= 12 


Somit ist die Strecke 4'2 der Erdsinus (nach Vers 61). Ferner 
folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 24'A und CG'G, dass 


ZURGC AD 


(I) SE en 


Aber C@G‘ ist der Sinus des Winkels CGG' = x OCG —arcOG, also der 
gesuchte Sinus der Ascensionaldifferenz. Aus diesem Sinus folgt dann 
mittelst der von den Indern bereehneten Sinustabelle der Bogen OG, der 
zu go’ addirt den Stundenwinkel #4, — = ZPG und von 90° subtrahirt dessen 
Supplement liefert und hiermit die Dauer des halben Tages und der halben 
Nacht bestimmt. 


Für die Formel II ergiebt sich aus dem vorhergehenden Vers 60 
noch eine etwas andere Form, indem daselbst AD — CF = CE— sinvers d 
— r—sinversd gesetzt ist. Sie lautet dann, die Ascensionaldifferenz mit 


« bezeichnet, 
r.sind. C 


(1°) na = ne 


N) 


Es ist sehr merkwürdig, dass die Inder, die doch den Cosinus kennen, 
ja sogar einen eigenen Namen für ihn haben, den Nenner nicht durch cos Ö 
ersetzt haben. Thut man dies, so geht die Formel, indem man noch für 


& ; E 
97 den eben abgeleiteten Werth /ey einführt, in unsere Formel 
(II) sin a — tod .tgp 


über. Es ist vielleicht nicht uninteressant zu bemerken, dass Ptolemäus 
‚dieselbe auf ganz anderem Wege, nämlich mittelst des Satzes von Mene- 
laus, in folgender Form findet:?) 


1) Diese Formel findet sich genau in derselben Form bei dem Araber Ibn Jünos, 
dem Autor der Hakimitischen Tafeln. Vgl. Delambre: Histoire de l’Astronomie du moyen 
äge. Paris. 1819. p. 107. 

2) Almagest. Edit. Halma p. 70—71. lib. II. Cap. II. 
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Ku sbt 20 RR sbt 29 h 

sbt (180° — 2) sbt (180° — 2p)’ 

wo sbt — subtensa die Sehne bedeutet. 


sbt 2« 


Wir schliessen an dieses dem Sürya-Siddhänta entnommene_ Bei- 
spiel noch ein zweites, das uns zu einer wichtigen Bemerkung Anlass 
geben wird. 

In den Versen 34, 35, 36 Cap. III des eitirten Werkes’) ist die Auf- 
gabe gelöst, die Sonnenhöhe zu einer beliebigen Stunde des Tages zu be- 
stimmen, wenn ihre Meridionaldistanz, die Deklination und die geographische 
Breite bekannt sind. Die Regeln lauten: 

34. „Wenn man den Radius um den Sinus der Ascensionaldifferenz 
vermehrt im Falle einer nördlichen Deklination, oder vermindert 
im Falle einer südlichen, 

35. so erhält man das Tagmass (antyä, woraus sich der halbe Tag- 
bogen bestimmen lässt); dieses vermindert um den Sinus versus 
des Stundenwinkels (nata), dann multiplizirt mit dem Radius des 
Tagbogens und dividirt durch den Radius (der Kugel) giebt den 
„Divisor“ (cheda); der letztere wieder multiplizirt mit dem Sinus 
des Complementes der Breite und dividirt 

36. dureh den Radius giebt dem Sinus der Höhe ....) 

In derselben Figur ist x ZPO — * ECO — t der Stundenwinkel, 
£ EPG — & ECG — £, der Tagbogen und & ZCC' — r die Höhe der Sonne, 
dann folgt unmittelbar: 

EG' — sinversZ, — CZ+ cost, = Radius + sin e), 
O'Z == sinyersz, 
und hieraus ZG'— O'E — 0'G' — sinvers Z, — sinvers/. 


Es ist aber 


0'G.BD (sinvers /, — sinvers?). DD 
CE Z : 
Ferner ist sin — ZR—= X, und da A&R'A'u A EHC ist, so folgt: 


Seel 


1) a.a. 0. p. 259 — 260. 
2) Dem Sinne nach die gleiche Regel findet sich im Panchasiddhäntikä Vers 42, 43. 
p. (32) der Uebersetzung, nur ist dort, wie überhaupt durchweg, der sinus versus vermieden. 
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Sy) == CE 


Also endlich: 
av) nn] (sinvers Z, — sinvers2) DD ..sin (g0° — $) 
sinh = Ä 


TI 


welehe Formel genau dem Wortlaute der Verse entspricht. Setzt man hier 
noch ZD — eosd und den Radius — 1, so kommt 


sin a — (sinvers 4, — sinvers 2) cos d c0S 9. 


Beachtet man noch, dass — eos, — sin« — /gdigp war, so geht diese letztere 


Formel schliesslich über in: 


sin; — sind sing + cosd cos Y cosZ, 


und in dieser Form würden wir sie durch direkte Anwendung unseres Cosinus- 


satzes auf das A ZEP erhalten. 


Damit ist also, was bisher nicht bemerkt wurde, gezeigt, dass sich 
schon bei den Indern die ersten Spuren des 2. Hauptsatzes 
der sphärischen Trigonometrie finden, indem die obige Formel IV 
demselben äquivalent wird, sobald man /, auf die früher angegebene Weise 
berechnet hat. 

Natürlich kann hier nur von Spuren dieses allgemeinen Satzes die 
Rede sein, denn weder giebt der Wortlaut der indischen Regeln in unsere 
Formelsprache umgesetzt direkt diesen Satz, noch erkannten die Inder seine 
allgemeine Verwendbarkeit auf beliebige sphärische Dreiecke; dies war aber, 
wie wir sehen werden, auch bei den Arabern noch nicht der Fall, denen 
man bisher die Erfindung desselben zuschrieb. 


Uebrigens lösten die Inder auch die inverse Aufgabe, den Stunden- 
winkel aus der Sonnenhöhe, der Polhöhe und der Deklination zu bestimmen, 
indem es im Sürya-Siddhänta heisst:') 

38. „Multiplizire den Sinus der Höhe (canku) mit dem Radius und 
dividire mit dem Cosinus der Breite, dies giebt den „Divisor“ 
(eheda); multiplizire den letzteren mit dem Radius und dividire mit 
dem Radius des Tagkreises, 


1) a.a. O. p. 261. Vers 38 und 39. 


16 A.von Braunmühl, [16] 


39, so ist der Quotient der Sinus des Abstandes der Sonne vom 
Horizont (unnata); subtrahirt man dann diesen von dem Tagmasse 
und sucht mittelst der Sinus-versus-Tabelle den zugehörigen Bogen, 
so erhält man den Stundenwinkel ....“ 


Diese Regel giebt mittelst der Figur 3 in unsere Formelsprache 
umgesetzt: 
(V) sinvers? — sinvers 4, — 5 Poin? — sinversZ, — ar 
0 BPIuco5B ° eos P cosd 
Selbstverständlich ergiebt sich dieselbe unmittelbar aus IV durch Auf- 
lösung nach sinvers/, aber es besteht auch kein Zweifel, dass sie nicht 
durch eine solche algebraische Umrechnung gefunden, sondern, wie die 
erstere, direkt aus der Figur abgelesen wurde. 

Solcher Beispiele liessen sich noch eine ganze Reihe aus den Sid- 
dhänta’s anführen, doch werden die mitgetheilten genügen, um zu beweisen, 
dass die Inder ihre Regeln nicht durch Methoden der sphärischen Trigono- 
metrie, wie sie Ptolemäus verwendet, sondern durch geschickte Anwendung 
ihrer Sinus-Rechnung auf jene Projektionsmethode ableiteten, die die Grund- 
lage der Gnomonik bildete. 

Dieses Verfahren trug aber noch weitere Früchte, indem es zunächst 
die Araber waren, welche die Kenntnisse der Inder fast zugleich mit denen 
des Ptolemäus im 8. Jahrhundert nach Christus überkamen und weiter 
ausbildeten. 


$3. Die Araber. 

Wir besitzen dafür, dass die Araber frühzeitig mit der astronomischen 
Literatur der Inder bekannt wurden, ausser anderen einen direkten Beweis 
in einer Erzählung, deren Glaubwürdigkeit nicht angezweifelt werden kann. 
Dieselbe lautet, insoweit sie für uns von Interesse ist, folgendermassen: 

„Im 156. Jahre der Hidschra“ (773 p. Chr.), so erzählt der Astronom 
Ibn Aladami') in seinem Tafelwerke „..Die Perlenschnur““, „erschien vor 


!) Alhosain Ben Muhammed Ben Hämid, genannt Ibn Aladami, lebte um 900. Sein 
von ihm verfasstes Tafelwerk wurde nach seinem Tode von einem Schüler herausgegeben. 
Notices et extraits des manuserits de la Bibliotheque Nationale t. VII, p. 126 Anmerk. Auch 
ein späterer arabischer Schriftsteller, Taryk Alhokamä, im 13. Jahrhundert, führt einen Theil 
dieser Erzählung an. Casiri, Bibliotheca arabieo-hispana Eseurialensis I, p. 428. 
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dem Chalifen Almansür (754—-775) ein Mann, welcher in dem unter dem 
Namen Sindhind bekannten Oaleul und in Bezug auf die Bewegung der Sterne 
sehr unterrichtet war.“ Es heisst dann weiter, dass derselbe dem Chalifen 
ein indisches Werk vorlegte. „Almansür befahl, dieses Werk ins Arabische 
zu übersetzen und nach dieser Uebersetzung ein Buch zu verfassen, welches 
die Araber zur Grundlage ihrer Rechnungen über die Planetenbewegungen 
nehmen könnten. Diese Arbeit wurde dem Mohammed Ben Ibrähim Alfazäri 
anvertraut, welcher danach ein Werk schuf, das die Astronomen den grossen 
Sindhind') nennen .... Die Gelehrten dieser Zeit bis zur Epoche des Al- 
mamün arbeiteten vornehmlich nach diesem Werke. Für letzteren wurde 
ein Auszug aus dem Buche hergestellt von Abü Dscha’ far Muhammed Ben 
Müsä Alchwarizmi, welcher sich desselben auch zur Abfassung seiner 
Tafeln bediente, die in den Ländern des Islam berühmt sind ....“ 

Der grosse Sindhind ist nun allerdings leider nicht mehr erhalten, 
und auch das Werk des Alchwarizmi blieb mir unzugänglich, da nur einige 
handschriftliche Exemplare einer lateinischen Uebersetzung des Mönches 
Atelhart von Bath existiren, von denen nichts im Druck veröffentlicht 
ist;”) dagegen liegt mir das Buch Albattäni’s „Ueber die Bewegung der 
Sterne“ vor, sowie mehrere spätere arabische Werke, auf die ich noch zurück- 
kommen werde. Sie genügen vollkommen, um den Nachweis zu führen, dass 
die Methoden der Inder von den Arabern mit Glück weiter verwerthet wurden. 

Albattäni, von den Lateinern Albategnius genannt, stellte Be- 
obachtungen in Ar-Rakka an, die in die Zeit 875—918 fallen, und starb 
929. Er gehört zu den bedeutendsten Astronomen der Schule von Bagdad, 
sowohl als Beobachter als auch als T'heoretiker, und führt den Namen „der 
Ptolemäus der Araber“. Wir besitzen noch eine von Johann Regio- 
montanus commentirte Uebersetzung”) seines oben genannten Haupt- 


!) Das Wort Sindhind ist zweifellos aus Siddhänta entstanden. Vgl. hierüber Reinaud 
Memoire geographique, historique et seientifique sur l’Inde (M&moires de I’Institut National 
de France, academie des inscriptions et belles lettres. t. 18. Paris 1849. p. 331). 

2) Vgl. Wüstenfeld: Die Uebersetzungen arabischer Werke ins Lateinische. Göttinger 
Abhandl. XXI, p. 21—22. 

3) Rudimenta Astronomica Alfragani, item Albategnius astronomus peritissimus de 
motu stellarum ... eum demonstrationibus geometrieis et additionibus Joannis de Regio- 
monte etc. Norimbergae 1537. 
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werkes, die von Plato von Tivoli aus dem 12. Jahrhundert herstammt 
und in einem barbarischen Latein geschrieben ist. Was die äussere 
Form der Schrift anlangt, so ist zu bemerken, dass sie nur an wenigen 
Stellen Ableitungen oder Beweise der vorgetragenen Regeln giebt, eine Er- 
scheinung, die sich fast ausnahmslos in allen astronomischen Werken der 
Araber zeigt und vielleicht auch auf indische Vorbilder hindeuten dürfte. 
Aber mehr noch als dieser äussere Umstand weist Albattäni’s durchgängige 
Benutzung des Sinus statt der ganzen Sehne, sowie vor allem seine Gno- 
monik auf indischen Ursprung hin. Denn ausser der Art und Weise, wie 
er Fragen über die Bestimmung der Sonnenörter löst, die wir gleich genauer 
besprechen werden, setzt er die Länge des Gnomons, wie die Inder gleich 
12 Theilen,') während Ptolemäus’) es in 60 partes theilt. 

Albattäni kennt nun den Almagest des Ptolemäus und benutzt dessen 
Verfahren zur Herstellung einer Sinustafel, für die er, wie jener den Radius 
gleich 60 partes wählt, dennoch giebt er aber zur Lösung jener Probleme, 
die wir in $ 2 besprochen haben, Regeln an, welche deutlich zeigen, dass 
er sich bei ihrer Ableitung der Projektionsmethode bedient hatte. Uebrigens 
weist hierauf direkt die a. a. OÖ. c. 17T gegebenen Figur, sowie eine Be- 
merkung Regiomontans’) hin, der sagt: „Albategnius bediente sich in seinen 
vielen Beweisen der geraden Linien und schloss vieles aus der Aehnlichkeit 
der Dreiecke“. Auch restituirte Regiomontan an derselben Stelle die bei 
Albattäni fehlende Ableitung der Regel, wie man das Azimut der Sonne 
aus Deklination, Sonnenhöhe und Polhöhe bestimmt, indem er sich genau 
des fraglichen Verfahrens bediente. Ich werde weiter unten auf diese Auf- 


1) Im Sürya-Siddhänta wird das Gnomon in 12 Finger getheilt. Edit. Burgess 
p- 239. Cap. III. Vers 2. Nun findet sich in den Libros del saber Alfons’ X. von Castilien 
Vol. IH. p. 305 wieder diese Eintheilung in 12 Finger. Alfons’ astronomische Kenntnisse 
beruhen aber völlig auf denen der Westaraber, namentlich des Al-Zarkäli (um 1080 in 
Toledo), so dass kein Zweifel besteht, letztere haben auch diese Theilung besessen, die somit 
direkt auf indischen Ursprung hinweist. 

2) Almagest. Edit. Halma t. I. p. 75. 

3) Albategnius a. a. O. ec. 16”. Ob Regiomontan Beweise des Albategnius kannte und 
nur in seiner Ausgabe nicht veröffentlichte, oder ob er mit dieser Bemerkung nur seine An- 
sieht über die Methode, deren sich Albattäni zur Ableitung seiner Regeln bedient haben wird, 
aussprechen wollte, lässt sich hieraus nicht entscheiden, mir scheint das letztere das wahr- 
scheinlichere zu sein. 
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gabe zurückkommen, zunächst aber zeigen, wie er die Sonnenhöhe aus 
Stundenwinkel, Polhöhe und Deklination findet, um einen Vergleich mit der 
Regel des Sürya-Siddhänta zu ermöglichen. 

Cap. XVII’) heisst es: „Wenn du aus den verflossenen Stunden die 
Höhe der Sonne bestimmen willst, .... so verschaffe dir den Sinus versus 
(Albattäni schreibt beständig chorda versa, meint damit aber, wie er aus- 
drücklieh bemerkt, stets die halbe Sehne) des Bogens, der die Entfernung 
der Sonne von der Mitte des Himmels angiebt (elongatio solis A coeli medio), 
ziehe ihn ab von dem Sinus versus des halben Tlagbogens, den Rest mul- 
tiplizire mit dem Sinus der Mittagshöhe der Sonne und theile das Resultat 
durch den Sinus versus des halben Tagbogens. Zu dem gefundenen Werthe 
suche in der Sinustafel den zugehörigen Winkel, welcher dann die Sonnen- 
höhe angiebt.“ 

Da die Mittagshöhe in Fig.3 durch den Bogen SD — 90° — (P — 0) 
ausgedrückt ist, so liefert diese Vorschrift in unserer Schreibweise die 
Formel: 


On) ln sinversz, 


Der Wortlaut der Regel zeigt wohl deutlich die Art ihrer Ableitung; ver- 
gleicht man sie aber andererseits mit Formel IV in $ 2, so sieht man, dass 
sie durch die Substitution von: 


sin (90° —(P—9))  BD.sin (90° — 9) 
sinversZ, v.rY 
in diese übergeht. Aber auch diese letzte Gleichung ergiebt sich un- 
mittelbar aus unserer Figur 3. Denn fällt man noch DD'1 SM, so ist 
sin (g0° — (P —d)) = DD‘, sinvers/, — EG’ und sin (9 —Yy) — EH. Also 
muss sein: 


DD ao Yale 


AG: v Y 
oder: 

2 BD EH 

Pac u moyon 


Es ist aber ADD'4' oo AEHC, also 


I) a.a. 0. :e. 20", 
3*+ 
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TEN, 
DE Da 
und desgleichen: 
DA BD 
ae al 


da ADA'Av AEG'G ist. 
Diese beiden Proportionen geben durch Multiplikation das Verlangte. 
Der Unterschied der indischen Formel von der Albattäni's besteht 
also nicht in der Methode der Ableitung, sondern nur darin, dass letzterer 
die Mittagshöhe einführt. Dasselbe geschieht bei der inversen Aufgabe, 
den Stundenwinkel aus %, 9 und d zu bestimmen; die in Cap. XVI hierfür 
gegebene Regel lautet in unsere Schreibweise umgesetzt: 


sinvers Z, sin A 
sin (720° — (pP — Ö))' 


(VII) sinvers Z — sinvers Z, — 


welche durch dieselbe Substitution in die entsprechende indische Formel V 
übergeht. 

Ich komme nun auf die bereits erwähnte Aufgabe zurück, das Azimut 
4 der Sonne aus Deklination, Sonnenhöhe und Polhöhe zu bestimmen. 
Hierfür giebt Albattäni in Cap. XT') eine Regel an, die in folgender Formel 


sin (90° — 9) sin (20° — $) 
sin (70° — A) 


e sin (20° — Ö) sin r sin 9 ) 
IT Fa 


(VID sin (g0’ — A) = 


ausgesprochen ist. Diese geht für » — 1 unmittelbar in unsere Cosinus- 
formel über, die hier dazu dient, aus den drei Seiten des Dreiecks ?ZE einen 
Winkel zu berechnen. Wir haben hier die älteste Stelle in der 
bis jetzt zugänglichen Literatur, an welcher unser II. Fun- 
damentalsatz der sphärischen Trigonometrie vollständig 
auftritt.’) 

Ich erwähnte schon, dass Regiomontan die Ableitung Albattäni’s 
wieder restituirt hat und zwar genau auf dieselbe Weise, wie wir die Ab- 
leitung der übrigen Sätze vollzogen. 


1 Velfa3a70. 76015 
2) H. Hankel: Zur Geschiehte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. Leipzig 
1874. p. 281. M. Cantor: Geschichte der Mathematik I. 2. Auflage, Leipzig 1894. p. 694. 
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Wenn nun auch Albattäni’s Regel thatsächlich unmittelbar auf unseren 
Cosinussatz führt, so glaube ich doch nicht, dass man berechtigt ist, ihn 
den Erfinder desselben zu nennen. Denn genau ebensowenig, wie die 
Inder hat er eine Idee davon, dass er: mit seiner Methode einen trigono- 
metrischen Satz fand, der für jedes sphärische Dreieck verwendbar ist, 
sondern die Regel, die sich in der obigen Formel VIII ausspricht, ist ebenso 
wie die übrigen von uns mitgetheilten, denen sich noch eine Reihe anderer 
anschliesst, direkt aus unserer Figur 5 abgeleitet worden, ohne irgendwelche 
Beziehung auf das sphärische Dreieck PZ2. Noch weniger richtig ist es 
aber, wenn Hankel a. a. 0. sagt: „Von den trigonometrischen Fundamental- 
sätzen kennt Albattäni ausser denen des Almagest’ bereits die Formel 

(IX) c08Sa — 085 608c + sind sinc cos « 
für schiefwinklige Dreiecke, die er daher nicht immer in zwei rechtwinklige 
zerlegen muss, und weiss dieselbe, um eine Multiplikation zu ersparen, in 


die Form zu setzen: 
608 (db — c) — 608 a 


De 4 [44 
sin d sin c 


(X) sinvers@ — 


Denn weder die erste, noch die zweite dieser Formeln kommt bei ihm irgendwo 
vor. Hankel’s Irrthum scheint mir aus Delambre’s Histoire de l’Astronomie 
du moyen äge') zu stammen, denn dieser führt dort in unsere Formel VII statt 


2 cos (Pp—6) . i ; e 
sinversZ, den Werth ——  —-.- ein, wodurch sie dann allerdines in 
o COS P os d z > 
i cos (P — 8) — sin A 
SINVERSIZE — eg > 


c0SP COS d 
übergeht.) Aber diese Substitution hat Delambre, nicht Albattäni 
ausgeführt, und von einer Kenntniss des Zusammenhanges zwischen den 
Gleichungen IX und X, oder wenn man will, VIIL und X, ist nirgends eine 
Spur vorhanden. 


1!) Delambre a. a. 0. p. 20. 


2) Dabei sagt Delambre: „O’est la regle quw’Albategni donne en deux parties; mais 
on ne voit pas dans son livre comment il a pu arriver ä ces pratiques, qu'il ne demontre 
pas“. Die einfache Ableitung, die dieselbe aus unserer Fig. 3 gestattet, hat er also über- 
sehen, obgleich er die Projektionsmethode aus dem Analemma sehr wohl kannte, Wir werden 
demselben Umstande weiter unten wieder begegnen. 
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Auf Grund der vorhergehenden Erörterungen dürfte sich auch die 
noch offene Frage beantworten lassen, ob die arabischen Mathe- 
matiker gleich uns eine Zeichensprache, oder wenigstens 
gewisse Abkürzungen besassen, die es ihnen ermöglichten, Um- 
formungen trigonometrischer Ausdrücke vorzunehmen. Delambre') hat diese 
Frage gestellt und bejaht, obwohl er selbst zugiebt, dass sich hiervon in 
den uns erhaltenen Schriften nirgends eine Spur findet, und Hankel’) und 
Cantor®) haben sich seiner Ansicht angeschlossen. Ich muss dieselbe ent- 
schieden verneinen und werde diese meine abweichende Anschauung damit 
begründen, dass ich zeige, wie gerade jene Rechnungen, die Delambre und 
seine Nachfolger zu ihrer Ansicht verleiteten, sich sehr wohl und zwar in 
der ungezwungendsten Weise geometrisch ausführen lassen, so dass man 
nicht auf die der ganzen vorhandenen Literatur widersprechende Ausflucht 
zu rekurriren braucht. 

In erster Linie behaupten die genannten Autoren, die Araber, und 


s Ren b sing r 
speziell Albattäni hätten aus der Gleichung FT D den Werth des 
Winkels 9 bestimmt, indem sie dieselbe zuerst in sing — VIED um- 

Y 


rechneten, wofür sich bei den Griechen nirgends ein Beispiel finde‘) Ver- 
gleichen wir mit dieser Behauptung das Verfahren, wie es sich bei Albattäni 
wirklich findet!°) 


!) Delambre a. a. O. p. 128: „... elle (la demonstration. d’Eben Jounis) nous prouve 
que les Arabes devaient avoir, sinon une notation algebrique, du moins quelques abreviations 
dont, a la verite, il ne reste aucun vestige, mais qui leur etaient indispensables pour 
arriver a degager une inconnue aussi embarassee“. 

2) Hankel a. a. O. p. 281. 

3) Cantor a. a. 0.1. 2. Aufl. p. 694. 

4) Delambre: Histoire de l’Astronomie aneienne t. II. p. 55. 

5) Wegen der Wichtigkeit der Stelle theile ich den Originaltext mit. Es heisst 
a.a.0. ce. 14°: „Si autem per praedietam extensam umbram altitudinem seire volueris, umbram 
in semet ipsam multiplica, et super quod colleetum fuerit partes eyotheri in se ipsas ductas, 
et sunt secundum quod in radice posuimus 144 adde. Sunt etenim partes eyotheri 12, et 
illius quod inde colleetum fuerit, radicem aceipe, quod vero exierit, erit umbrae triangu- 
lari diametrum, serva id, post hoc ceyotheri partes etiam diametri dimidium multipliea, 
quod secundum hane radicem est 720. de hine hoc per umbrae diametrum partire, et quod 
fuerit areuabis .. .*. 
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Er will aus dem Schatten s — 2C, den das Gnomon g — AC (Fig. 4) 
wirft, die Sonnenhöhe berechnen. Zu diesem Zwecke bildet er zuerst 
den Durchmesser des Schattendreieckes 42C, unter welchem er 
die Hypotenuse desselben versteht, in der Form /s’+g°, dann giebt er die 
Vorschrift, welche wir kurz durch die Formel 


PK 


Le =- — 
5 
Ei 


sin —= (2 


ausdrücken. Dieselbe erhält er aber doch ohne allen Zweifel, indem er 
das gegebene Schattendreieck einfach auf ein solches (A 4'2C' in Fig. 4) 
mit dem Radius » — 60? reduzirt, weil hierin 2'C' — sin) ist. Die Methode 
ist also eine durchaus geometrische, die sich nur wieder der Aehnlichkeit 
der Dreiecke bedient. Nebenbei sei bemerkt, dass die Regel, wie sie 
Albattäni giebt, fast wörtlich mit der im Sürya-Siddhänta enthaltenen 


übereinstimmt.!) 

Mehr noch als durch diese Berechnung wurde aber Delambre zu 
seiner Ansicht durch das Studium der Hakimitischen Tafeln des Ibn Jünos 
geführt. Ibn Jünos ( 1008) lebte in Kairo am Hofe des Fürsten Al-Häkim 
aus dem Hause der Fatimiden, für welchen er astronomische Tafeln ver- 
fasste, die eines bedeutenden Ansehens genossen und die Grundlage für alle 
ähnlichen Werke der Araber bildeten.’) 


Die astronomischen Regeln, die Ibn Jünos angiebt, zerfallen, was 
ihre mathematische Entstehungsweise anlangt, in solche, welche mit den 
Sätzen der sphärischen Trigonometrie, wie sie Ptolemäus besass, und wie 
sie die Vorgänger des Ibn Jünos, namentlich Abül-Wafä, vervollständigten, 
erhalten wurden, und in solche, welche aus der Methode der Projektion 


I) Sürya-Siddhänta. Cap. III. Vers 13 u. 14. Edit. Burgess. p. 250. 

2) Bisher ist leider nur ein Theil der 81 Capitel dieses wichtigen Werkes, nämlich 
Cap. IV—V, VI veröffentlicht und von Cousin ins Französische übersetzt: Notices et extraits 
de la bibliotheque nationale t. VII, p. 16— 240. Die späteren Capitel hat Sedillot für 
Delambre übersetzt, der sie in seiner Hist. de l’Astr. du moyen äge p. 76—156 benutzte, aber 
diese vollständige Uebersetzung ist nicht im Druck erschienen, so dass man noch immer 
ganz auf die Angaben Delambre’s angewiesen ist, der sehr häufig zu viel des Eigenen hinzu 
zu thun scheint. 
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hervorgingen. Zu den letzteren gehören wieder alle jene, welche mit der 
T'heorie der Sonne in Beziehung stehen. 


Hierbei ist es nun speziell eine Aufgabe, welche Delambre als die 
schwierigste bezeichnet, die die Araber überhaupt gelöst haben, und die 
nach seiner Ansicht unbedingt die Kenntniss algebraischer Umformungen 
und eine gewisse Schreibweise von Formeln erfordert.) Sie verlangt, 
aus zwei beobachteten Sonnenhöhen % und %“ und der Differenz der 
Amplituden «@ —«" — x (Amplitude ist der Winkel, den der Vertikalkreis 
durch den Stern mit dem ersten Vertikal bildet) die Amplituden dieser 
beiden Sonnenörter zu bestimmen, wenn sich die Deklination nicht merklich 
geändert hat. 


Es sei Fig.5 SZ der Meridian, Z das Zenith, S der Süd-, /V der 
Nordpunkt, CO die Ost-West-Linie, also are ZO ein Quadrant des ersten 
Vertikals, CP die Weltaxe, < PCN — 9, und 2, &, seien die beiden Sonnen- 
örter auf demselben Parallelkreise I3,8,%, dann ist are SZ — x«BCZ 

=, are 3,0 — 3 2,00 on... x 700 0,2900 27 md folglich 
Zara nr 1% vr 

Projizirt man jetzt &, und 8, senkrecht auf die Meridianebene nach 
>,‘ und 3, und auf den Horizont nach 4° und 2° und zieht 4A und 
BBASC so it 44 — 23323, 3 BD—= 2,%'. Zieht man noch 4%, und 

>, und 2,4" || CS, so ist AZ = 3,1" nd < A233, —g, 


Das Verfahren, welches Ibn Jünos zur Lösung der Aufgabe an- 
giebt,’) ist nun (für den Radius » 1) in Zeichen dargestellt folgendes: 
Man berechne: 

Psınz/cos%r 10 
2. cos A" — 008% cos h' — 0", 
3. DEVYOP+FO, 


dann bestimme man den Winkel, dessen Sinus durch: 


!) Es ist dies jene Aufgabe, auf welche sich der in Anmerk. 1, $. 22 aus Delambre 
angeführte Text bezieht. Auch Hankel führt dieselbe a. a. O0. p. 282 unter Mittheilung der 
analytischen Lösung Delambre’s an, lässt aber doch unentschieden, ob dieselbe auf geo- 
metrischem oder analytischem Wege erhalten worden. 

2) Hakimitische Tafeln Cap. XXIII. Delambre a. a. O. p. 125 — 128. 


[25] Beiträge zur Geschichte der Trigonometrie. 25 


sing sin4 — sin A" 
COS YP D 


gegeben ist, er heisse x und endlich den Winkel y, dessen Sinus 
Be 
2). 7D) 

ist, dann hat man die Amplituden: 


0 7 andre  e | Jal. 


Da es nun Delambre nieht gelang, diese sämmtlichen Grössen direkt 
in der Figur nachzuweisen, so glaubte er, Ibn Jünos habe den Hilfswinkel y- 
eingeführt, um die Auflösung einer complieirten Gleichung zu ermöglichen, 
zu der er gelangt sei;') aber thatsächlich finden sämmtliche 5 Grössen eine 
unmittelbare Interpretation, wenn man nur die Projektion auf den Horizont 
(Fig. 6) ins Auge fasst. 
Denn fällt man (in Fig. 5 und 6) noch A'2'1.CO, so ist: 
AKIDE = ZN — ne N 
BD! — CB’ — CD! — 08%" — 4'C 603% — 008 A — cos A" c0s% = O0", 2. 
somit folgt: 
D=— V0220= — 4'B 3, 
Also muss, da noch 5. 
E72) 
ng 202: 
ist, 
<y=xABD: 
sein.) Fällt man jetzt 4'' \ 2'2, so ist AZ! —= AB= 2,4", aber 


1) Diese Gleichung lautet nach Delambre 


sin p sin h‘— sin h“ 5 sinx cos h‘ PER, 
U 0) = 6080". —  —  — ———— . — Sin", 
cosp \ cos h“ — 608% cosh cos h”" — 008 x cosh 
7 . . - 4 y' “4 ‘ ya 2 Y sin Y 
und wenn man hierin sinx cos h‘ = Q' und cos h”“ — e0sx cosh’ = (“ und endlich = : 


9" cos Y 
setzt, so geht sie über in 
i sing sin h’— sin h“ 
sin (y— a“) = - er —— cosa. etc. 
cos p Q 
2) Die geometrische Interpretation dieses Hilfswinkels rührt von Herrn M. Kutta, 
einem Theilnehmer an meinem mathem.-historischen Seminar her. 
Nova Acta LXXI. Nr. 1, 4 
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F a sin ie ; sin p 
1, A!" — 2, A" —— = (sin k' — sin A") ; 
COSP COS p 
also folgt 
AB sin 9 sin A’ — sin h" 
AB' cosp JB) ’ 


und da dieser Ausdruck nach 4. der Sinus von x ist, so ist aus A A'Z' 2" 
(Fig. 6): 
IL ABB 
Also erhält man schliesslich: 
eu WE = ANBIDE 22.1.B.E)=SABBlC= =IB\CQ. 
Man sieht also, dass die sämmtlichen anscheinend so complieirten Formeln 
unmittelbar aus der Projektion herausgelesen werden können. 


Dasselbe ist mit einer Formel der Fall, die sich in den Regeln des 
Ibn Jünos wiederholt findet‘) und die später zur Erfindung der sogenannten 
„Prosthaphäretischen Methode“ geführt hat, welche Jahrhunderte 
lang vor Erfindung der Logarithmen zur Vereinfachung trigonometrischer 
Rechnungen diente; ich meine die Gleichung: 

(XD) c0SP cos d — ! (cos (P— 6) + cos (pP + 0)). 

Um diese geometrisch abzuleiten, beachte man, dass in Fig. 7, die 
die Projektion der Fig. 3 auf den Meridian darstellt, < DCZ — 9—6, also 
DD' — 08 (pP — 6) und x D"CZ' — g9+6, also D'/ — cos (pP +9) ist. Zieht 
man noch 22" | VS, welehe die Verlängerung von DD' in Z' schneidet, 
so ist D/' — cos (P —Ö) + cos(P +6), und wenn ZA | VS gezogen wird, so 
ist DAX — ! (cos (P — d) + c0s(p +9). 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke DPA und ZCZ folgt aber 

DI TEBREC 
DE AH! 
oder für ZC— 1, 
BDSEH DR, 
Aber ZD — c0osd, ZH — c0sY, somit geht diese Gleichung unmittelbar in 
Gleichung XI über. 


!) Vgl. z. B. Delambre a. a. O. p. 108. 
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In gleicher Weise lassen sich alle Formeln in den Hakimitischen 
Tafeln, die nicht direkt aus den den Arabern bekannten trigonometrischen 
Sätzen gewonnen werden, durch die Projektionsmethode geometrisch ab- 
leiten. Es scheint mir also der Weg aufgedeckt zu sein, auf dem sie, 
die Methode der Griechen und Inder weiter bildend, zu ihren oft ganz com- 
plieirten Formeln gelangten. 


Alle diese Regeln aber, zu deren Ableitung sich die Araber der 
Projektionsmethode bedienten, liefern Formeln, die wir mit unserem 2. tri- 
gonometrischen Hauptsatze gewinnen würden; und eben weil ihnen die 
Kenntniss dieses Satzes mangelte, bedienten sie sich in solehen Fällen des 
erwähnten Verfahrens, ohne dass sie jedoch jemals auf den Gedanken kamen, 
nach einem umfassenden Theorem zu suchen, welches ihnen ermöglicht 
hätte, auf der Kugeloberfläche selbst zu operiren. Diesen Schritt hat, wie 
der folgende Paragraph zeigen wird, erst Regiomontan gethan. 


$4. Regiomontanus. 


Zu Regiomontans') grossen Verdiensten an der Wiedererweckung: 
der mathematischen und astronomischen Wissenschaften im Abendlande zählt 
in erster Linie die Ausbildung der Trigonometrie als eine 
selbständige Wissenschaft. Zwar hatte schon zwei Jahrhunderte 
früher der Perser Nasir Eddin Tüsi ein vollständiges System der Tri- 
gonometrie geschaffen, eine Thatsache, die erst in jüngster Zeit bekannt 
geworden ist,‘) und zwar ein System, das in mancher Beziehung das des 
kegiomontan übertrifft, aber sein Werk ist den spanischen Arabern nicht 


!) Johannes Müller, geboren in dem Städtehen Königsberg bei Hassfurt (daher sein 
Beiname) 1436, gestorben zu Rom 1476. 


2) Sein eigentlicher Name ist Abü Dschafer Muhammed ibn Hasan al Tusi, Nasir 
Eddin ist nur ein Beiname und heisst Vertheidiger der Religion. Geboren in Tüs lebte er von 
1201—1274 unter dem Eroberer Bagdads Hülägü, für den er die sogenannten Ilehanischen 
Tafeln schuf. 


3) Dieses System wurde unter dem Titel Traite du quadrilatere, attribue A Nasir- 
eddin-el Tousy von Alexander Pacha Caratheodory zu Constantinopel 1891 herausgegeben 
und durch eine französische Uebersetzung zugänglich gemacht. 

4% 
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bekannt geworden, und da Regiomontan die Grundlagen seines Wissens 
nur aus den Schriften dieser schöpfte, so blieb die Kenntniss desselben auch 
ihm fremd, so dass sein Verdienst hierdurch keineswegs geschmälert wird. 

Drei arabische Schriftsteller waren es hauptsächlich, aus deren Werken 
Regiomontan geschöpft hat: Dschäbir ibn Aflah, den die latei- 
nischen Uebersetzer Geber nannten,'}; Al-Zarkäli oder Arzachel,’) 
hoehberühmt unter seinen Zeitgenossen, und Al-Battäni, den wir schon 
kennen. 

Die Werke derselben standen ihm in lateinischer Uebersetzung zu 
Gebote, welche aus der im 12. Jahrhundert in Toledo entstandenen Ueber- 
setzerschule hervorgegangen waren.) In seinem trigonometrischen Haupt- 
werke, das den Titel führt: „De triangulis omnimodis libri quinque“ und 
Mitte der sechziger Jahre des 15. Jahrhunderts bereits vollendet gewesen 
zu sein scheint,‘) hat er sie vielfach direkt benutzt;’) doch verstand er es 
auch, ihre Lehren weiterzubilden und sie namentlich zur Lösung von Auf- 
gaben, die für seine Zeit zu den schwierigsten gehörten, fruchtbringend zu 
verwerthen. 

Am meisten aber zeigt sich sein Scharfsinn da, wo es ihm gelingt,‘) 
als gemeinsame Quelle der vielen Regeln des Al-Battäni, von denen wir 
im Vorhergehenden einige kennen gelernt haben, unseren zweiten Hauptsatz 
der sphärischen Trigonometrie zu erkennen, den er zum ersten male aus 


1) Er gehört der 2. Hälfte des 11. Jahrhunderts an und lebte zu Sevilla. 

2) Lebte um 1080 in Toledo; unter seiner Leitung entstanden die Toledanischen Tafeln. 

3) Vergl. M. Cantor, Geschichte. I, p. 751. 

4) Im Jahre 1533 wurde es von Johann Schöner in Nürnberg aus Regiomontans 
Nachlasse im Druck herausgegeben. 

5) Ich werde ein andermal zeigen, dass Regiomontan fast alle Hauptsätze seiner 
Trigonometrie seinen arabischen Vorgängern sowie dem Griechen Menelaus, zum Theil wört- 
lich, entnommen hat, so dass mir der Werth des vielgepriesenen Buches weniger in der 
Originalität der Schöpfung als vielmehr in der durchsichtigen Anordnung des Stoffes, in der 
systematischen Aneinanderreihung der Sätze, sowie in der Gewandtheit in Stellung und Lösung 
von trigonometrischen Aufgaben, die überall zu Tage tritt, zu liegen scheint. Dass er den 
Geber, dem er am meisten entnahm, nirgends eitirt, ist ein Verfahren, das er mit allen 
seinen Zeitgenossen gemein hat, die das Gute nahmen, wo sie es fanden, ohne ihre Quellen 
anzugeben. j 

6) Regiomontan a.a. O. lib. V. prop. 2. 
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der Projektionsmethode heraus als einen für jedes sphärische Dreieck giltigen 
Satz formulirt.') 

Ich erwähnte schon früher, dass Regiomontan in einer Note zu 
seiner Ausgabe des Albategnius den fehlenden Beweis für unsere 
Formel VIII $ 2 unter Benutzung der Projektion mit Geschick restituirte, 
und genau dasselbe Verfahren und fast die nämliche Figur verwendet er 
zum Beweis seines zweiten Satzes in lib. V, so dass kein Zweifel bestehen 
kann, er sei bei den Studien über Al-Battäni zu jenem Lehrsatze ge- 
führt worden.) Der Wortlaut, in dem Regiomontan den Satz ausspricht, 
führt in unserer Bezeichnung auf folgende Gleichung: 


(XII) sinvers A: (sinvers a — sinvers 6 — c)) — r*:sind.sin ec, 


wobei » - sinus totus — dem Radius der Kugel ist, auf welcher das A ADC 
mit den Seiten a, Ö, c liegt. 

Zur Ableitung dieser Gleichung, die identisch ist mit der in X an- 
geführten, giebt er zwei Figuren, die die Kugeloberfläche selbst und die 
Projektion derselben auf eine Diametralebene (Meridian) darstellen. 

Wir bedienen uns zur Darstellung seiner Ableitung unserer Fig. 3, 
die seine beiden Figuren vereinigt. 

Sei AZPE das fragliche Dreieck, so folgt, wenn man 27 || SV 
zieht, die ZC in A trifft, 

arcZD —= are PX — are PZ, 
ac ZA IM Z2Nare KHON=I ZZ 
und: 
1. 20! sinvers (Z9) — sinvers (* Z22). 


Fällt man noch DWAiLCZ PULCZ wd DTLIZM, so ist: 
ZW = sinvers (DZ), ZKX — sinvers (ZZ) — sinvers (ZZ); 
ferner folgt: 
2. DT—= WK —= ZK— ZW — sinvers (Z&) — sinvers (DZ) 


und: 


1) Gerade dieses Verdienst, das ich höher schätze als manches andere, findet sich 
nirgends in gebührender Weise gewürdigt. — In der ganzen vorhergehenden Literatur konnte 
ich nirgends eine Stelle finden, die beweisen würde, dass schon vor ihm irgend jemand auf 
diesen Gedanken kam. 

2) Hierfür spricht auch der an dieser Stelle zum ersten mal in den Büchern über 
die Dreiecke auftretende Sinus versus. 
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3 DB sn (ZI) —sm (272), 


sowie: 


4. PUZEn(22); 
Aber es ist, wie unmittelbar ersichtlich: 
EO:-9)>2 —7,3B) 
und 
SEI — 7: 20, 


somit: 
EHI, 7.: BIN RO:; 


Setzt man hier die Werthe aus den Gleichungen 1. bis 4. ein, so kommt: 
sinvers (X ZZ): (sinvers (Z2) — sinvers (P2— PZ)) — »*: sin (P2).sin PZ; 


eine Gleichung, die sofort in XII übergeht, wenn man die Buchstaben 2, 
Z, 2 der Reihe nach durch A, 3, C ersetzt und die Bogenlängen der den 
Ecken A, 3, € gegenüberliegenden Seiten mit a, ö, c bezeichnet. Für 
r— 1 und Einführung der Cosinusse geht diese Gleichung unmittelbar in 
unsere bekannte Form über. 

Allerdings verwendet Regiomontan die gefundene allgemeine Be- 
ziehung nur zur Lösung der Aufgabe, aus 3 Seiten eines Dreieckes einen 
Winkel zu bestimmen (Lib. V, prop. 3), doch muss beachtet werden, dass 
das V. Buch über die Dreiecke ersichtlich unvollendet geblieben ist, sonst 
wäre sicher noch eine weitere Ausnutzung des Satzes erfolgt. Diese wurde 
ihm erst zu Theil, als ihn mehr als ein Jahrhundert später Vieta als ein 
Hauptaxiom zur Berechnung schiefwinkliger Dreiecke aufgestellt hatte. 
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Einleitung. 


Die Nebeneinanderstellung dieser beiden Männer dürfte auf den ersten 
Blick überraschen, da sie Völkern angehören, die in mathematisch-wissen- 
schaftlicher Beziehung nie direkt mit einander in Berührung traten, und 
ausserdem zwischen ihrem Auftreten mehr als zwei Jahrhunderte verflossen. 
Aber dennoch finden sich in ihrer Bedeutung für die Entwickelung der 
mathematischen Diseiplinen Anknüpfungspunkte, die eine solche Neben- 
einanderstellung rechtfertigen werden. 

Es ist allgemein bekannt, dass zu Regiomontans grössten Ver- 
diensten die Umgestaltung der Trigonometrie in eine selbständige Wissen- 
schaft im Abendlande zählt; weniger bekannt dagegen ist es, dass Nassir 
Eddin dasselbe Verdienst im Morgenlande zukommt. Und so wird es 
sich wohl der Mühe lohnen, die hervorragenden Schriften beider Männer 
einer historisch -kritischen Untersuchung zu unterziehen, wobei sich die 
Gelegenheit bieten wird, einerseits die ausgedehnten Kenntnisse der Araber 
in jener Wissenschaft im Zusammenhange darzustellen und manche bisher 
noch dunkle Punkte aufzuhellen und andererseits ein sichereres Urtheil über 
Regiomontans eigene schöpferische Thätigkeit zu gewinnen, als man es 
bisher hatte. 


Nassir Eddin. 
Der Perser Nassir Eddin Tüsi, der mit seinem vollen Namen 
Abü Dscha’fer Muhammed ibn Hasan al Tüsi heisst — Nassir 
Eddin ist nur ein ehrender Beiname und bedeutet Vertheidiger der Reli- 
gion —, lebte 1201— 1274 und spielte als Begleiter und Rathgeber des 
mongolischen Eroberers von Bagdad Hülägü in wissenschaftlicher Be- 
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ziehung eine bedeutende Rolle‘) Sein Wissen war ein ebenso gründliches 
als vielseitiges, wie seine Werke über die verschiedensten Gebiete beweisen. 
Hochberühmt?) wurde er bei seinen Landsleuten durch Schaffung vorzüg- 
lieher astronomischer Tafeln, die er seinem Fürsten zu Ehren die Ilkhä- 
nischen nannte. Sie entstanden auf der ihm von Hülägü 1259 er- 
richteten und mit reichen Mitteln ausgestatteten Sternwarte zu Maräga. 

Uns aber interessirt, da wir nur seine Stellung in der Geschichte 
der Trigonometrie untersuchen wollen, eine andere Schrift von ihm, in 
welcher er nieht nur einen systematischen und consequenten Aufbau der 
damals bekannten Lehren, sondern auch ein für geschichtliche Forschung 
sehr wichtiges Werk hinterliess, da dasselbe nicht sparsam in der Angabe 
der Quellen ist, aus denen Nassir Eddin schöpfte. 

Dasselbe führt den Titel Schakl al Kattä‘) und wurde erst 1891 
im arabischen Texte und mit einer französischen Uebersetzung veröffentlicht; 
im Abendlande scheint es früher nie bekannt geworden zu sein. 

Die hierin behandelte Figur ist das ebene vollständige Vierseit so- 
wie das aus grössten Kreisbögen einer Kugel gebildete Viereck, wie es 
zum ersten male in dem Transversalensatze des Griechen Menelaus‘) 
(98 n. Chr.) auftritt. Bekanntlich basirt auf dieser Figur die ganze sphä- 
rische Trigonometrie der Griechen in der uns von Ptolemäus überlieferten 
Form. Sie ist von den arabischen Mathematikern sotort in ihrem Werthe 
erkannt und ausgebeutet worden. Den Hauptsatz, welcher sich aus dieser 


!) Vgl. bezüglich dieser Daten M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
matik I. 2. Aufl. p. 734. 

2) Observationes Astronomieas in urbe Maraga feeit, vir in omni philosophiae genere 
insignis. Multos eomposuit libros, logieos, physieos, metaphysicos, nee non Enclidem et 
Magestum (id est systema Geometrieum et Astronomieum), Casiri, Bibl. Hisp. Arab. Escor. 
telap2187 

3) TraitE du quadrilatere attribue & Nassiruddin-el-Toussy, traduit par Alexandre 
Pacha Caratheodory. Constantinople 1891. 8%. Die bisher vollständigste Besprechung dieses 
Werkes ist von H. Suter, Bibliotheea mathematica 1893 p. 1—8 gegeben worden. 

4) Menelai sphaericorum libri tres hat der Grieche Fr. Maurolykus von Messina 
(1494—-1575) aus arabischen und hebräischen Handschriften übersetzt. Diese Uebersetzung 
wurde 1558 in 2° veröffentlicht. Halley hat sie dann aus den inzwischen wieder auf- 
gefundenen arabischen und hebräischen Quellen wieder neu hergestellt. Oxoniae 1758 in 8°. 
Diese letztere Ausgabe stand mir jedoch nicht zur Verfügung, wohl aber die des Maurolykus. 
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Figur ergiebt, und den wir jetzt gewöhnlich als den Transversalensatz des 
Menelaus bezeichnen, drücken wir folgendermaassen aus. Ist (Fig. 1) 
ABCDEF ein vollständiges ebenes Viereck, so kann man etwa das A DEF 
herausgreifen und die Seiten desselben von der Transversale 4/C geschnitten 
denken, dann besteht die Beziehung zwischen den Abschnitten: 


BAz=PDYECE— EA BD RE 


Der hierdurch gegebene Satz wurde aber weder von den Griechen, 
noch von den Arabern in obiger Form geschrieben, sondern sie bedienten 
sich zur Darstellung desselben der sogenannten zusammengesetzten Pro- 
portion, indem sie z. B. ansetzten: 

DANEBEN) "EC 
PA 2 NEO: 
oder vielmehr sagten: 34 steht zu ZA in zusammengesetztem Verhältniss 
von BD zu FD und von ZC zu EC. Für ein sphärisches Viereck, be- 
stehend aus Bögen grösster Kreise, gaben ihn die Griechen in der Form: 
sbt (3A) sbt (32) sbt (FC) 
sbt (ZA)  sbt(#D) sbt(ZC)’ 


wo ich zur Bezeichnung der Sehne des Bogens das später von den Lateinern 


gebrauchte Wort subtensa im der Kürzung sbt einführte.') Die Araber aber 
bedienten sich bereits des von den Indern überkommenen Sinus. 

Die Figur, welche diesen Satz für Ebene und Kugel liefert, ist das 
Schakl al Kattä der Araber oder die figura cata, oder figura sectoris, 
oder figura secantis der lateinischen Uebersetzer. Es giebt eine ganze 
Reihe von Abhandlungen über diese figura cata,’) welche noch handschriftlich 


1) R. Wolf, Handbuch der Astronomie I, p. 163 Anmerk. b schreibt: St. 

2) Eine arabische Handschrift findet sich in der vizeköniglichen Bibliothek zu Kairo. 
Vgl. Suter, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 58, p. 20. Ein Manuscript der lateinischen Ueber- 
setzung Gerhards von Cremona ist in der Bibliotheque nationale zu Paris Cod. 7377B, ein 
anderes ebenda Codex 952. 2 (Suppl. arab.), desgleichen in der öffentlichen Bibliothek zu 
Basel. Cod. F. II, 33. — Vgl. weitere Literaturangaben: M. Steinschneider, Die mittleren Bücher 
der Araber, Zeitschr. für Math. u. Phys. Bd. 10, p. 494 ff, sowie M. Curtze, Ueber die Hand- 
schrift R. 40%. 2, Problematum Euelidis explieatio der Königl. Gymnasialbibliothek zu Thorn, 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. Supplement zu B. 13, p. 64ff. und p. 100, endlich H. Suter, Das 
Mathematiker-Verzeichnis des Fihrist, Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, Heft 6, 
p. 25 und 59. 
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erhalten sind. Eine der ältesten dürfte wohl die des berühmten Thäbit 
ibn Kurrah (836—901) sein, aus welcher wahrscheinlich das in späteren 
Schriften erwähnte „lemma in 18 modis“ herstammt. Es sind hiermit ein- 
fach die 15 verschiedenen Formen gemeint, in welche sich die Produkten- 
gleichung umschreiben lässt, wenn man sie als zusammengesetzte Pro- 
portion darstellt.') 

Ob Thäbit schon erkannte, dass in einer solchen Figur vier Drei- 
ecke enthalten sind, die also zu vier solchen Sätzen oder zu 4.18 Schreib- 
weisen Anlass geben, ein Umstand, der weder bei Menelaus, noch bei 
Ptolemaeus vorkommt, ist bisher noch nicht untersucht, wohl aber findet 
sich diese Erkenntniss bei Nassir Eddin, dessen Werk auf dem 
Satze des Menelaus als Basis aufbaut. 

Nachdem er im ersten der 5 Bücher seiner Schrift die Lehre von 
den zusammengesetzten Proportionen in Euklid’schem Sinne behandelt und 
im ersten Capitel des II. Buches an den 12 verschiedenen möglichen Ge- 
stalten des vollständigen Vierseits das Bestehen einer dieser znsammen- 
gesetzten Proportionen nachgewiesen hat, weist er auf das Vorhandensein 
von vier Dreiecken in der Figur hin und zeigt, wie man die vier zu- 
gehörigen Hauptgleichungen erhält. Dabei verfährt er folgendermaassen: 
Anf jeder der 4 Seiten des vollständigen Vierecks, die er „Säulen“ 
nennt, befinden sieh 3 Abschnitte. Setzt man ein Dreieck und eine Säule 
(wir würden sagen die zugehörige Transversale) „ausser Thätigkeit“, so 


enthalten diese 6 von den 12 vorhandenen Abschnitten, und die übrigen 


ı) Herr Cantor hat in einer Notiz: Ahmed und sein Buch über die Proportionen, 
Bibliotheca mathematica d. G. Eneström. 1888, p. 7—9, darauf hingewiesen, dass diese 13 ver- 
schiedenen Schreibweisen von Leonardo Pisano einem gewissen Ametus filius zugetheilt werden, 
der vielleicht mit dem Verfasser der Schrift „De proportione et proportionalitate*, die Stein- 
schneider 1. ec. p. 490 erwähnt, identisch ist. Dasselbe wäre dann nicht vor Ende des 
IX. Jahrhunderts anzusetzen. Ich bemerke hier übrigens, dass thatsächlich schon Thäbit ben 
Kurrah das „lemma in 18 modis“ hat, indem ich die sämmtlichen 18 Fälle in des Maurolykus 
Uebersetzung von Menelaus’ Schrift carta 38 und zwar als lemma 4 aufgeführt finde, wo 
Maurolykus einen Auszug aus Thäbits Schrift über die figura cata mittheilt. Am Schlusse 
sagt er nur, dass er die Aufzählung der 18 modi etwas anders angeordnet habe als Thäbit. 
— Auch Erasmus Reinhold hat in seiner Almagestausgabe, Wittenberg 1549, ausführlich 
über diese „Regula sex quantitatum“ gehandelt und theilt mit, dass Jacub ben Ishäk Abü 
Jussuf Alehindi, Al Basri (ea. $313—873) hierüber ein Werk geschrieben hat. 
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6 bilden die Elemente der drei Verhältnisse einer zusammengesetzten Pro- 
portion. Wie diese Abschnitte zusammengesetzt werden müssen, wird unter 
Einführung einer Reihe von Bezeichnungen für die Säulen und Winkel der 
Figur im Stile der alten Geometer weitläufig auseinandergesetzt (Cap. 2—10), 
und in Capitel 10 wird dann die Anzahl der möglichen einfachen und zu- 
sammengesetzten Verhältnisse ebenso eingehend diskutirt; doch haben diese 
weitschweifigen geometrischen Untersuchungen für uns gegenwärtig kein 
weiteres Interesse. 

Anders verhält es sich mit dem dritten Buche, welches eine voll- 
ständige Trigonometrie des ebenen Dreieckes enthält. Die 
Nothwendigkeit einer solchen Lehre begründet er mit dem Satze;') „So- 
wohl in der Astronomie als auch beim Studium der Figuren ist es 
von grossem Nutzen, die Methoden kennen zu lernen, mit denen man die 
Seiten und Winkel eines rechtwinkligen geradlinigen Dreieckes auseinander 
finden kann“. Aus diesen Worten geht schon hervor, dass er die 'Trigono- 
metrie nicht mehr blos als ein Hilfsmittel für die astronomischen Rech- 
nungen, sondern auch als eine für geometrische Untersuchungen wichtige 
Diseiplin angesehen wissen will. Aber hierbei bespricht Nassir Eddin 
nieht nur die Fälle, die beim rechtwiukligen Dreieck auftreten, indem er 
sich zuerst der Sehnenmethode der Griechen bedient, sondern er behandelt 
auch alle Fälle des schiefwinkligen Dreieckes und stellt der „modernen 
Methode“ folgend als „fundamentalen Satz“ den Sinussatz auf, für welchen 
er zwei Beweise giebt. 

Der erste derselben ist völlig genau übereinstimmend mit jenem, den 
Regiomontan im 2. Buche seines Werkes gegeben hat,’) und der ihm 
bisher als unbestrittenes Eigenthum zuerkannt wurde‘) Regiomontan 


!) Nassir Eddin 1. e. p. 67. 

2) Bei Nassir Eddin heisst es p. 70 der Uebersetzung: Quant ä celle (la method.) des 
ares et des sinus, Ja notion fondamentale en est que le rapport des eötes est egal au rapport 
des sinus des angles opposes ä ses cötes; Regiomontan dagegen spricht den Satz folgender- 
massen aus: In omni triangulo reetilineo proportio lateris ad latus est tamquam sinus recti 
alterum eorum respieientis ad sinum reetum anguli religuum latus respieientis. Regiomontanus 
De triangulis omnimodis libri quinque. Editio Schoneri. Norimbergae. Joh. Petrei 1533. 
lib. 2, prop. 1. 

3) Vgl. Cantor, Geschichte der Mathematik, Bd. II, p. 244. 
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hat, wie mir aus einem eingehenden Studium seiner Werke hervorzugehen 
scheint, nur Alfraganus, Al-Battäni und die beiden westarabischen 
Mathematiker Dschäbir ibn Aflah oder Geber‘) und Al-Zarkäli 
gekannt. Die beiden ersteren kommen im Augenblick nicht in Betracht: 
aus den „9 Büchern über die Astronomie“ des ersten der beiden spanischen 
Araber, von welchen eine lateinische Uebersetzung Gerhard's von 
Cremona existirt, die später’) von Peter Apian im Drucke veröffentlicht 
wurde, konnte Regiomontan direkt weder den Sinussatz noch den frag- 
lichen Beweis desselben entnehmen, da Geber nur die Sehnenmethode des 
Ptolemäus zur Berechnung ebener Dreiecke verwendet. Was endlich 
Al-Zarkäli’s’) Werk, die „Einleitung in die Toledanischen Tafeln“ *) 
anlangt, das, wie sich aus verschiedenen Anhaltspunkten ergiebt, wahr- 
scheinlich in der Uebersetzung des Gerhard von Uremona’) in den 
Händen Peurbach’s und Regiomontan’s war, so sind wir nicht im 
Stande, seinen Einfluss auf das Wissen des letzteren zu untersuchen, da 
dasselbe leider noch nicht veröffentlicht ist. Ich möchte an dieser Stelle 
den dringenden Wunsch aussprechen, dass diesem Mangel bald abgeholfen 
würde, da Arzachel, wie z. B. die Libros del Saber Alfons X. von 
Castilien zeigen, einen ganz enormen Einfluss auf die Entwickelung der 
Astronomie und ihrer Hilfswissenschaften im Abendlande gehabt hat. Un- 
wahrscheinlich wäre es nicht, dass Regiomontan wenigstens den Wort- 
laut der Sinusrelation daher bezogen hat, indem er, wie wir sehen werden, 
niemals zögerte, das Gute zu nehmen, wo er es fand, und es nicht für 


!) Abü Muhammed Dschäbir ibn Aflah lebte in der 2. Hälfte des 11. Jahrhunderts 
zu Sevilla. 

2) Instrumentum primi mobilis a Petro Apiano ... Accedunt iis Gebri filii Affla His- 
palensis ... libri IX. de Astronomia. Norimbergae 1543. 

3) Abü Ishäk Ibrähim ben Jahjä Al-Naceäsch-Al-Zarkäli, von den Lateinern Arzachel 
genannt, lebte um 1080 in Toledo und galt als der berühmteste Astronom seiner Zeit. 

4) Von den Canones sive regulae tabularum Astronomiae existiren jetzt noch nicht 
weniger als 48 theils arabische, theils lateinische Manuscripte, sie müssen also damals sehr 
verbreitet gewesen sein. Vgl. M. Steinschneider: Etudes sur Zarkäli. Bulletino di bibl. e di 
storia v. B. Boncompagni. t. 20, p. 7. 

5) M. Steinschneider a. a. O. p. 34—35. In einem seiner Briefe eitirt Regiomontan 
den Arzachel als „compositor tabularum toletanarum‘. Ch. Th. Murr, Memorabilia biblio- 
thecarum publicarum Norimbergensium, p. 147, auch p. 100. 
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nöthig hielt, seine Quellen anzugeben. Solange sich aber kein direkter 
Beweis hierfür erbringen lässt, müssen auch wir ihm den Satz als geistiges 
Eigenthum zuerkennen. Was aber den Beweis desselben anlangt, so bietet 
für mich seine Uebereinstimmung mit dem Nassir Eddins durchaus nichts 
Ueberraschendes, da der ihm zu Grunde liegende Gedankengang für beide 
thatsächlich der zunächst sich darbietende war. Um dies erkennen zu lassen, 
will ich ihn im folgenden skizziren. 

In Fig. 2 sei 42C ein stumpfwinkliges, in Fig. 3 ein spitzwinkliges 
Dreieck. Man beschreibt mit CZ 377 —- 60° (in so viele Theile theilen 
nämlich beide Autoren nach dem Vorgange des Ptolemäus den Radius 
des Kreises, mit dem die Winkel gemessen werden) als Radius bezüglich 
aus C und 3 Kreise, welche CA in Z und /7Z und die verlängerten Seiten 
CA und 3A in D und 7 treffen, sodass die Senkrechten IF und ZX 
auf DC direkt die Sinusse von <C und x 2 darstellen; zieht man noch 
die Dreieckshöhe AZ, so ist aus der Aehnlichkeit der Dreiecke: 

IB: AP BEETDIE 60282, 


und 
AELE:AC— DIE:DE — 'sın €:602, 


woraus durch Multiplikation die gesuchte Relation folgt. Auf den zweiten 
Beweis, den Nassir Eddin noch giebt, gehe ich, um nicht zu weitläufig 
zu werden, nicht ein. 

Den Cosinussatz der ebenen Trigonometrie kennt Nassir Eddin 
in der heute gebräuchlichen Form nicht, sondern er behandelt die beiden 
Fälle, im welchen er zur Anwendung kommt, indem er, wie die Griechen, 
das Dreieck durch eine Höhe in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und 
(dann die Basisabschnitte und die Höhe berechnet. 

Die Betrachtungen über ebene T'rigonometrie werden mit der schon 
von Ptolemäus!') behandelten Aufgabe beschlossen: aus der Summe oder 
Differenz zweier Kreisbögen und dem Verhältniss ihrer Sinusse (Sehnen bei 
den Griechen) die Bögen selbst zu bestimmen. Es werden zwei geometrische 
Lösungen dieser Aufgabe angeführt; die eine derselben schliesst sich ganz an 
Ptolemäus an, während die zweite, die von Abü Nassr-ben ‘Iräk’) 


I) Almagest lib. I, Cap. XI. Edit. Halma p. 52 — 54. 
2) Vgl. über ihn H. Suter a. a. 0. p. 7, Anmerk. 3. 
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herstammt, dem wir noch öfter begegnen werden, hiervon abweicht. Auch 
Regiomontan hat diese Sätze, da sie wiederholt zur Anwendung kommen, 
von Ptolemäus herübergenommen und auf dieselbe Weise wie dieser, nur 
mit Einführung der Sinusse statt der Sehnen, behandelt. 

Ueber das vierte Buch wollen wir uns nicht weiter verbreiten; für 
uns bietet nur das Faktum Interesse, dass hier der Satz des Menelaus 
auf das sphärische Vierseit ausgedehnt und für alle möglichen 
Fälle bewiesen wird. Die Beweise selbst, die sich in der Methode consequent 
an die Betrachtung des ebenen Vierseits anschliessen, liegen unserem Ziele 
ferner. Dagegen müssen wir beim fünften Buche etwas verweilen. Hier 
giebt Nassir Eddin zunächst eine eingehende Diskussion aller wesentlich 
verschiedenen Gestalten sphärischer Dreiecke, indem er die beiden Ein- 
theilungsprinzipe: nach Seiten und Winkeln richtig unterscheidet. In jedem 
Falle ergeben sich 10 verschiedene Grundtypen, welche durch Figuren er- 
läutert und schliesslich in einer Tafel vereinigt werden.') Hierauf wendet 
er sich zur Entwickelung der Hilfsmittel zur Berechnung sphärischer 
Dreiecke. 

Die Methode, welche sich des Satzes von Menelaus bedient, be- 
zeichnet er als „die Methode der Alten“ und fährt dann fort:’) „Die 
Modernen aber haben, sei es aus Scheu vor der Untersuchung der ver- 
schiedenen Verhältnisse und ihrer speziellen Fälle, sei es, um Weitläufig- 
keiten zu vermeiden, welche der Gebrauch der zusammengesetzten Ver- 
hältnisse in der Praxis nach sich zieht, andere Figuren ausgedacht und 
studiert, welche an Stelle des Viereckes treten und denselben Nutzen bieten, 
wie dieses, ohne dass man nöthig hätte, auf zahlreiche Unterscheidungen 
und auf zusammengesetzte Verhältnisse einzugehen“. Hierbei hat er zwei 
Methoden im Auge, die eine wurde von den Arabern als die Methode der 
„Ersatzfigur“, die andere als die Methode der „Schattenfigur“ (Tangenten- 
figur) bezeichnet. 

Die: „Ersatzfigur“ (d.h. die den Satz des Menelaus ersetzende Figur) 
ist nichts anderes als der Sinussatz der sphärischen Trigono- 
metrie. Wir müssen hier einiges über die Geschichte dieses Satzes an- 


) a.a.0. p. 136. 
2) 2.2.0. p. 114. 
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führen, da man bis zur Veröffentlichung des Werkes von Nassir Eddin 
des Glaubens war,') derselbe rühre von Dschäbir ibn Aflah her. Seit- 
her hat Suter in seimer schon erwähnten Besprechung des Werkes wohl 
auf die Unrichtigkeit dieser Ansicht hingewiesen,’) doch ist seinen kurzen 
Bemerkungen noch verschiedenes beizufügen. 


Implizite findet sich der Sinussatz für das rechtwinkelige Dreieck 
schon im Almagest des Ptolemäus,’) aber natürlich nur als eine Folge- 
rung des Satzes von Menelaus, und ohne dass Ptolemäus ihn als 
selbständige Regel formulirt, was ja überhaupt in der griechischen Trigono- 
metrie nicht geschieht. Dann aber fand ich ihn bei den Indern im 
Sürya-Siddhänta, dem ältesten astronomischen Werke (aus dem 4. Jahr- 
hundert nach Chr.) derselben. Es heisst daselbst‘) Cap. II Vers 28: „Der 
Sinus der grössten Deklination (Ekliptikschiefe &) ist 1397; multiplieirt man 
mit diesem irgend einen Sinus und dividirt durch den Radius, so ist der 
dem Resultate (in der Sinustabelle) entsprechende Bogen die Deklination (9)*. 
D.h. n AADCG, Fig. 4 ist 
sine.sin2 

= 


sin d — 
oder da » — singo’ —= sin C ist, 
sin d: sine — sin 2: sin go”. 
Eine Ableitung ist natürlich nicht angegeben, da die Inder alle ihre 
Regeln nur in Memorialsversen, ohne irgend welche Begründung aufstellen; 
jedoch besteht kein Zweifel, dass sie den Satz, wie alle anderen auch, mit 


jener Methode der Projektion ableiteten, über die ich mich in meinen „Bei- 
trägen zur Geschichte der Trigonometrie“ verbreitete. 


Doch wenden wir uns zu den Arabern zurück! In inniger Beziehung 
zu dem Sinussatz für das rechtwinklige Dreieck steht eine andere Regel, 
die von den Lateinern die Bezeichnung „regula quatuor quantitatum“ er- 


1) Vgl. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, 1874 
p. 285 u. 286, und M. Cantor, Geschichte der Mathem. I. 2. Aufl. p. 749. 
» 2) a.a0.p.7, Anmerk. 7. 
3) Vgl. z. B. Almagest lib. I. Cap. XII. Edit. Halma, p. 57. 
4) Sürya-Siddhänta. Edit. Burgess, Journal of the american oriental society, 1860, p. 201 ff. 
6* 
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halten hat und bei einer Besprechung der Geschichte des Sinussatzes nicht 
wohl beiseite gelassen werden kann. Dieses T'heorem steht nun aber, was 
bisher nicht bemerkt wurde, bereits in dem Werke des Menelaus und 
zwar in einer etwas allgemeineren Form, als die ist, in der es später benutzt 
wurde. Satz III im 3. Buche!) heisst nämlich folgendermaassen: Wenn zwei 
Dreiecke AG und DEZ (Fig. 5) die Winkel 4 und D, bezüglich G und 
Z, unter sich gleich haben, oder weun sich diese Winkel zu 180° ergänzen, 
so besteht die Gleichung: 


sin AB en sin DE I 
snBG snZZ (D 


Legt man nun die beiden Dreiecke so aufeinander, dass sich die 
gleichen Winkel 4 und 2 decken und nimmt im Speziellen die Winkel G 
und Z als rechte an, so hat man in obiger Gleichung genau den Satz, der 
den Namen „Regel der vier Grössen“ erhielt. Der Sinussatz aber kann als 
eine unmittelbare Folgerung dieses Theorems aufgefasst werden. Man braucht 
nur in Fig.5 AZ — AZ als Quadranten vorauszusetzen, so dass 4 der Pol 
des Bogens ZZ ist, dann ist are ZZ das Maass des Winkels A, und es folgt 
aus der obigen Projection: 


sind _ singo’ 

\ snBG sind' au 
So verfuhr auch der bereits erwähnte spanische Araber Dschäbir 
ibn Aflah, dem man bisher allgemein die Erfindung der Regel der 
4 Grössen, wie des Sinussatzes zuschrieb.’) Er behauptet nämlich, die erstere 
„durch die Gnade Gottes und seine gütige Hilfe“ selbständig gefunden zu 
haben. Aber dieser Behauptung glaube ich berechtigte Zweifel entgegen- 
bringen zu dürfen, und zwar deshalb, weil ein Astronom von dem Rufe 
Dsehäbir’s jedenfalls Thäbit’s Commentar zur Sphärik des Menelaus 
kannte, indem die Schriften Thäbit’s unter den spanischen Arabern ebenso, 


1) Menelaus a. a. O. Edit. Maurolykus e. 40” heisst es: Si duo triangula ex arcubus 
eireulorum majorum in superficie sphaerae habeant duos angulos aequales, vel junetim duobus 
rectis aequales: duosque angulos ex reliquis vel inter se aequales vel simul aggregatos duobus 
rectis aequales: Tune sinus arcuum his angulis oppositorum erunt sinibus arcuum illos angulos 
subtendentium proportionales. 

2) Vgl. 8. 41, Anmerk. 1. 
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wie im Orient verbreitet waren.') In jenem Bruchstücke dieser Schrift, das 
wir schon S. 36, Anmerkung 1 eitirten, und von dem auch Nassir Eddin 
den uns gegenwärtig interessirenden Theil (p. 200— 202) anführt, findet sich 
aber folgendes Lemma, das Thäbit aufstellt, um einen einfacheren Beweis 
des Transversalensatzes zu ermöglichen. AG und AZG seien (Fig. 6) 
zwei grösste Kugelkreise, deren Ebenen sich in AG schneiden. Nimmt 
man dann auf einem derselben zwei Bögen AZ und AZ und fällt von Z 
und Z die Senkrechten ZA und ZZ auf die Ebene des zweiten Kugelkreises, 
und die Senkreehten #77 und Z7 auf AG, so entstehen die ähnlichen Drei- 
ecke Z7X und Z7TZ, aus denen folgt: ZZ: ZT — EK: ZZ, oder 


sin AE VIE 


Sins Wr ZE 
soweit Thäbit, und ihm völlig, ja sogar in der Zeichnung der Figur 
folgend, Dschäbir. Dieser letztere legt nun noch durch Z und Z die 
senkrechten grössten Kreisbögen ZU und ZV zu ADG, und dann folgt un- 
mittelbar ZA — sin ZU und ZZ — sin ZA, also: 
sindZ "sm ZM 
sindZ  sinZNV 
Wenn nun auch Thäbit an dieser einzigen uns zugänglichen Stelle 
die letztere Substitution nicht ausgeführt hat, so konnte Dschäbir doch 
wohl ohne besondere „Hilfe Gottes“ aus Thäbit’s Lemma seine Regel 
herauslesen und hatte kein Recht, dieselbe als eigene Erfindung hinzustellen. 
Uebrigens ist es gar nicht ausgeschlossen, dass Thäbit vielleicht an einer 
anderen Stelle die Regel selbst direkt ausgesprochen hat, denn Nassir 
Eddin macht (p. 162—163) folgende Mittheilung: Der Emir Abü Nasr 
hat im III. Cap. des I. Buches seines „königliehen Almagestes“, welches den 
Titel führt: „Chapitre III®me de ce qui peut dispenser de la figure du qua- 
drilatere“ nach Anführung der Abhandlung Thäbits über das Vierseit 


1) Wie schon bemerkt, existirt des Thäbit Werk noch heute in verschiedenen Exem- 
plaren in arabischem Text und hebräischen Uebersetzungen. M. Steinschneider hat eine Schrift 
Dsehäbir’s über die figura Katta in hebräischer Uebersetzung gefunden, die zugleich mit einer 
ebensolchen Uebersetzung der entsprechenden Schrift Thäbit’s in demselben Codex sich findet. 
Zur pseudepigraphischen Litteratur p. 72. 
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folgendes beigefügt: „... et Thabit-Ben Korrah a &galement compose un 
trait& sur ce qui peut dispenser de la figure du quadrilatere, mais celui qui 
y a recours doit connaitre Tusage des rapports compos6s; or je vais montrer 
ieci-meme un proeede qui dispense aussi bien de la figure du quadrilatere 
que des rapports compos@s“. Damit kann sehr wohl die Regel der vier 
Grössen gemeint sein, die wie der Sinussatz, das T'heorem des Menelaus 
zu ersetzen vermag. 


Abü Nasr’s „Ersatzfigur“, die in dieser Stelle erwähnt wird, ist 
aber direkt unser Sinussatz, für den uns Nassir Eddin drei Beweise aus 
der Feder dieses Gelehrten mittheilt; alle drei basiren auf dem Trieder, 
dessen Kanten vom Centrum der Kugel nach den Ecken des sphärischen 
Dreieckes laufen. Als Corollar leitet Abü Nasr dann umgekehrt aus dem 
Sinussatz die Regel der vier Grössen ab (p. 143 und p. 145). 


An einer anderen Stelle (p. 141) erzählt uns Nassir Eddin, dass 
Abü-Rihän Albirüni') in seinem Werke: „Die Schlüssel zur Erkenntnis 
sphärischer und anderer Figuren“, dem Abü Nasr die erstmalige An- 
wendung dieses Satzes auf alle möglichen Fälle zuspricht, während der 
Name „Ersatzfigur“ von Küschjär ben Labbän’) herstamme. 


Mit Abü Nasr concurriren aber in der Erfindung dieses 'Theorems 
noch Abü‘l Wafä’) und Alhodschandi,‘) von denen uns unser Ge- 
währsmann ebenfalls Beweise anführt. Im Ganzen theilt er 8 Ableitungen 
mit, deren letzte (p. 154—155) jedenfalls sein Eigenthum ist, da er keinen 
Autor angiebt, und da sie aus dem Vierseit folgt, dessen er sich völlig con- 
sequent bei allen eigenen Beweisen bedient. Sie sei hier kurz skizzirt: Ist 


!) Abü-Rihän Muhammed ben Ahmed Albirüni lebte 973—1038 und ist ein Schüler 
Abü Nası's. 

2) Vgl.M. Cantor a. a. O.1I. 2. Aufl. p. 717. 

3) Abi] Wafä Muhammed ibn Muhammed ibn Jahjä ibn Ismail ibn Al-“Abbäs 
Albuzdschäni lebte 940 — 998 zu Bagdad. Aus seinem Almagest hat Carra de Vaux im 
Journal Asiatique Serie 8, t. 19 einen Auszug gegeben, in welchem er einen Beweis für den 
Sinussatz des schiefwinkeligen sphärischen Dreieckes mittheilt, der von den beiden von Nassir 
Eddin angeführten verschieden ist. 

4) Sein voller Name ist Abü Mahmüd-Hamid ibn Alhazän Alhodschändi. Er scheint 
ein Zeitgenosse Abül Wafä’s gewesen zu sein. 
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A ABC in Fig. 7 bei # rechtwinkelig, so vollende man die Quadranten AZ 
und AD, dann mögen sich ZD und BC in 7 schneiden. 


Betrachtet man jetzt 1. AZ als Transversale des Dreieckes CDF, 


so folgt: 
sin ZZ sin#2 sin AC 


sinDE  sinBC sin AD’ 
da aber Z7— BF 90° ist, so hat man: 


sindC — sinAD sin go° 
snDC snmnDZ sinA’ 


(IIa) 


oder in Worten: „Die Sinusse der Bögen verhalten sich wie die Sinusse ihrer 
Neigungen“. Schon Suter hat darauf aufmerksam gemacht, dass diese 
Ausdrucksweise der Astronomie entlehnt ist.') 


Den Sinussatz für das schiefwinkelige Dreieck, den Nassir Eddin 
ebenfalls mittheilt, erhält er durch Zerspaltung des letzteren in zwei recht- 


winklige Dreiecke (p. 155 —156), auf die der vorhergehende Satz angewendet 
wird; er führt übrigens auch noch einen direkten Beweis desselben von 
Abü Nasr an (p. 157—158). 

Ziehen wir das Fazit unserer Untersuchungen über die Geschichte 
des sphärischen Sinussatzes, so ergiebt sich, dass das Theorem für das 
rechtwinklige Dreieck bereits in den trigonometrischen Methoden der Griechen 
und Inder implizit enthalten ist, und dass es unter den Arabern wohl schon 
Thäbit ais einen selbständigen Satz aus der Regel der vier Grössen ge- 
wann, während Abü‘l Wafä und Abü Nasr, die zugleich die Ver- 
allgemeinerung auf ein schiefwinkliges Dreieck gaben, seine allseitige Ver- 
wendbarkeit nachwiesen. Da die spätere ostarabische Mathematik, so z. B. 
die Werke Abü‘l Wafä’s’) den spanischen Arabern weniger bekannt 
geworden zu sein scheinen, so mag denn Dschäbir ibn Aflah, aus 
Thäbit schöpfend, wieder selbständig die Wichtigkeit des Satzes erkannt 


I) a.a.0. p.7, Anmerk. 6. 

2) Es geht dies mit grosser Wahrscheinliehkeit schon daraus hervor, dass Dschäbir 
und Al-Zarkäli keine Kenntniss der Tangenten, als selbständiger Funktionen, hatten; als solche 
erscheinen sie noch nicht einmal in den Libros del Saber Alfons X, während doch schon 
Abül Wafä, wie wir sehen werden, ausgedehnten Gebrauch von ihnen macht. 
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haben, indem er die mit ihm eng verwandte Regel der vier Grössen zum 
Fundamente seiner Trigonometrie machte. 

Bei der weiteren systematischen Entwickelung seiner 
Hilfsmittel zieht Nassir Eddin aus dem Sinussatze im Ganzen drei 
Folgerungen. Zunächst leitet er mit Anwendung der Regel der vier Grössen 
auf ACDF und AFDBE (in Fig. 7) für das A ADC den Satz ab: 


cos AC — 008 AB. c0s DC, (III) 


der auch schon implieite im Almagest des Ptolemäus enthalten, ist!) und 
theilt dafür noch zwei direkte Beweise des Abü‘l Fazl Ennirizi und 
des Abü Dschafar Alehäzin, Zeitgenossen Abü‘l Wafä’s, mit. 
Dann gewinnt er des weiteren durch Anwendung des Sinussatzes auf 
ACDF für A ABC die 2. Formel: 


cos 4 — cos DC sin D, (IV) 


welche sich aus den Anwendungen des Ptolemäus nicht ergiebt. Sie 
hat in der Geschichte den Namen „der Satz von Geber“ erhalten, der stets 
als ihr Erfinder galt und sie ähnlich wie Nassir Eddin mittelst der 
Regel der vier Grössen ableitete”) Auch lässt sie sich mit dem bisher 
zugänglichen Material thatsächlich nicht früher nachweisen, obwohl für mieh 
kein Zweifel besteht, dass auch sie bei Abü Nasr oder anderen ost- 
arabischen Mathematikern seiner Zeit schon vorkommen wird. Dass Nassir 
Eddin den Dsehäbir nicht kannte, ist nach meiner Ansicht ausser 
Zweifel, da er ihn sonst gewiss ebenso gut citirt hätte, wie die vielen 
anderen seiner Vorgänger. Auch war der Fortschritt in den mathematischen 
Wissenschaften bei den Ostarabern ein viel rascherer, so dass diese keine 
Anleihen bei den Spaniern zu machen brauchten. 
Die Wichtigkeit dieser beiden Corollare hebt Nassir Eddin aus- 
drücklich hervor (p. 160) im Gegensatze zu der hegel 
cos A sin AC;, 
eosBC sind" 


(V) 


1) z. B. Almagest lib. II. Cap. II. Edit. Halma p. 68. 

2) Dschäbir a. a. 0. Edit. Apian. Satz XV, p. 13. 

3) Diese Regel findet sich übrigens bei Ibn Jünos (j 1008), dem berühmten Autor der 
Häkimitischen Tafeln, Vgl. Delambre’s Auszug aus diesen in Hist. de l’Ast. du moyen äge, p. 106. 
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die er als dritte Folgerung ableitet und als wenig verwendbar bezeichnet, 
indem sie zur Berechnung eines Stückes die Kenntniss dreier anderer 
verlange. 

Hiermit verlässt er die Ersatzfigur und wendet sich zum zweiten 
Hauptprinzip der „Modernen“, zur „Schatten-“ oder „Tangentenfigur“, deren 
Erfindung nach der Aussage Albirüni’s Abül Wafä’s unbestrittenes 
Verdienst sei (p. 163).') 

Zunächst definirt er die Tangente (erster Schatten) und die Co- 
tangente (zweiter Schatten) in der noch heute vielfach gebräuchlichen Weise 
als Tangenten des Kreises und stellt die diese beiden Funktionen verbindende 
Grundgleichung auf. Dann beweist er den für jedes rechtwinklige Drei- 
eck ABC (Fig. 8), wo £ D — 90° ist, giltigen Satz: 
tg BC 


Zl = Ze 
> sin AD 


(VD 
und leitet hieraus, ähnlich wie die Regel der vier Grössen aus dem Sinus- 
satze, die Relation: 
sin AD tg DC 
sin AB’ ig2'C" 


(VI) 


ab, die er folgendermassen in Worten aussprieht: „Die Sinusse der Bögen 
verhalten sich wie die Tangenten ihrer Breiten“ (p. 170). Diese Sätze der 
„Schattenfigur“ fand nun Carra de Vaux thatsächlich im Almagest 
Abü‘l Wafä’s; ich werde aber nachweisen, dass der letztere bereits in 
der Sphärik des Menelaus, nur natürlich ohne Benutzung der Tangenten 
vorkommt, während der erstere wieder implizite im Almagest steht. In 
Prop. V im IH. Buche?) heisst es nämlich: Hat man die beiden Dreiecke 
ABG und DEZ (Fig. 9a und b), die bezüglich bei 4 und rechtwinklig 
sind und in den Winkeln G und Z übereinstimmen, und legt man das 
letztere Dreieck so auf das erstere, dass diese Winkel sich decken, ver- 


1) Zur Erfindung der Tangenten kamen die Araber in der Gnomonik, daher der Name 
„Schatten“; schon Albattäni hat eine Schattentafel, d.h. eine Cotangententafel bereehnet, um 
aus dem Schatten die Sonnenhöhe direkt zu finden, aber als Funktionen führt sie erst Abül 
Wafä ein. 

2) Menelaus. Edit. Maurolykus ce. 40V. 

Nova Acta LXX]1. Nr. 2. 
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von JG schneiden und macht (in Fig. 9b) Bogen D7 == 90°, so besteht 


die Gleichung: 
sin dB snZD snBZ7 
sndG  sinDZ sinZ7’ 


oderida DZEINDGI ER EHNEDBDMS 
sin AD, sin &D' sin AG 


sinBA snZA snD'G 


oder endlich 
tg AB sin dG 


te ED’ sinD'G' 


1 


genau ebenso lautet der letzte von den 6 Beweisen, die Nassir Eddin 
für diesen Satz mittheilt. Die übrigen Ableitungen, von denen nach Angabe 
des Verfassers eine allgemein bekannt war, stützen sich auf das Dreikant 
mit der Spitze im Kugelmittelpunkt und zeigen, wie gewandt er auch in 
diesen Dingen zu verfahren verstand. 


Da sich der Satz von der Tangentenfigur, wie Nassir Eddin 
richtig bemerkt, nicht direkt für das schiefwinklige Dreieck verallgemeinern 
lässt, so werden dureh zweimalige Anwendung desselben auf die beiden 
durch die Höhe entstehenden rechtwinkligen Dreiecke die beiden Gleichungen 
aufgestellt (Fig. 10): 

tg: > sin CZ iA, arte D 


te C sn md ec 


(VII) 


Als weitere Corollare der Schattenfigur gewinnt er dann noch die 
Relation: 
te IB — 12 ACHc0s 4, (IX) 
die sich wieder implieite im Almagest’) findet, und die Gleichung: 
cos AC — ctg A.ctg 2. (X) 


Sie werden beide aus der Figur des Vierseits durch Anwendung der 


t Y * o 
!) Für AG = 90° folgt hieraus: = -_ = a vgl. Almagest, lib.I, Cap. XII. 
Edit. Halma, p. 60. 


2) Vgl. z. B. lib. I, Cap. II. Edit. Halma, p. 69—70. 
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Tangentenregel gefunden. Zu bemerken ist, dass als Autor der zuletzt mit- 
getheilten Regel bisher Vieta (1540—1603) angesehen‘) wurde. Sie 
findet, wie Nassir Eddin ganz richtig bemerkt, häufige Anwendung, während 
die Proportion 

ctg A cos AC 


15 AB sinBc (AD 


die er als drittes Corollar mittheilt, weniger brauchbar ist, da sie erst aus 
drei Grössen eine vierte finden lehrt. 


Fassen wir die Formeln (Ila), III, IV, VI, IX und X ins Auge, so 
sehen wir Nassir Eddin bereits im Besitze der sämmtlichen 6 Formeln für 
das rechtwinklig sphärische Dreieck, die später Neper”) durch seine einfache 
Regel zu gewinnen lehrte, nachdem sie im Abendlande erst allmälig wieder 
aufgefunden worden waren. 


Damit sind die Hilfsmittel entwickelt, deren Nassir Eddin bedarf, 
um alle möglichen Fälle, die bei sphärischen Dreiecken vorkommen können, 
zu erledigen. Dies geschieht zunächst für die rechtwinkligen Drei- 
ecke, und zwar wird gezeigt, wie man in jedem Falle mit alleiniger Be- 
nutzung der einen oder anderen der beiden Hauptfiguren und ihrer Corol- 
larien verfahren kann, wobei er jedoch ausdrücklich bemerkt (p. 188, 189), 
dass er diese Formeln nicht angebe, um dadurch einen bestimmten Weg 
zur Auflösung vorzuschreiben; derjenige, der genügend in die Sache ein- 
gedrungen sei, werde, ohne sich „selavisch“ an diese Regeln zu halten, stets 
den einfachsten Weg zu finden wissen. Auch weist er die Behauptung 
„hervorragender Gelehrten“, dass die Verwendung der Tangentenfigur wegen 
des raschen Wachsens der Tangenten von Winkeln, die grösser als 45° sind, 
misslich sei, zurück, indem er zeigt, wie man diesem Uebelstand lediglich 
durch Uebergang zur Cotangente abhelfen kann (p. 180 ff.). 


In der nun folgenden systematischen Behandlung der schief- 
winkligen Dreiecke werden folgende 6 Fälle unterschieden: 


!) Vgl. Chasles Apergu historique, deutsch von Sohncke, p. 572, und Delambre, Hist. 
de l’Astr. du moyen äge, p. 462. 
2) J. Neperus, Logarithmorum canonis deseriptio, 1620, Lugduni, p. 33. 


7* 
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Gegeben: I. zwei Seiten und ein Winkel, und zwar: 
a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel, 
b) zwei Seiten und ein Gegenwinkel: 


II. zwei Winkel und eine Seite, und zwar: 
a) zwei Winkel und die anliegende Seite, 
b) zwei Winkel und eine Gegenseite; 


Ill. drei Seiten; 
IV. drei Winkel. 


Die Behandlung der vier ersten Fälle, die theils mit Zurückführung 
auf das rechtwinklige Dreieck, theils mittelst des Sinussatzes geschieht, in- 
dem stets mehrere Lösungen angegeben werden, bietet kein weiteres Inter- 
esse, als dass sie die Gewandtheit Nassir Eddins in der Anwendung 
der entwickelten Hilfsmittel zeigt. Uebrigens muss bemerkt werden, dass 
ihm die Doppeldeutigkeit der Fälle Ib) und IIb) entgeht. Auf die beiden 
Fälle III und IV müssen wir aber etwas näher eingehen, da Stellung und 
Lösung dieser beiden Aufgaben hier zum ersten male in der bis jetzt be- 


kannten Literatur auftreten. 


Die Aufgabe, die Winkel eines sphärischen Dreieckes aus den drei 
Seiten zu berechnen, löst Nassir Eddin auf folgende einfache Weise. 
Das schiefwinklige sphärische Dreieck A2C (Fig. 7) wird zum Viereck er- 
gänzt, indem man AD — AE — 90° macht und den grössten Kreisbogen DE 
zieht, der ZC in 7 schneidet, dann ist, wenn AB —c, AC—b, BC=a 
bekannt sind, auch ZZ = 90° — c und CD — 90°°— 6 bekannt, also folgt aus 


der Regel der vier Grössen: 


sin#2 snDBE _ ceosc 


sin#?C sinCD cosd’ 


somit ist das Verhältniss der Sinusse der beiden Bögen /2 und /C bekannt, 
aber die Differenz derselben ist ebenfalls gegeben, nämlich — a, somit kann 
man die Bögen selbst nach einer früher erwähnten Methode berechnen. Ist 
dies geschehen, so kennt man in den beiden rechtwinkligen Dreiecken AD 
und #CD je eine Kathete und die Hypotenuse und kann hieraus ZZ und 
FD bestimmen, also auch Bogen DZ — x A. Ebenso die übrigen Winkel. 
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Völlig genau dieselbe Lösung giebt auch Regiomontan, dem sie bisher 
zugeschrieben wurde.) 

Noch mehr Interesse bietet aber das Problem, die drei Seiten des 
Dreieckes aus den Winkeln zu bestimmen, und zwar einerseits deswegen, 
weil schon zu seiner Stellung ein tieferes Eindringen in den Unterschied 
zwischen der Ebenen-- und Kugelgeometrie nöthig war, und andererseits 
wegen der eigenartigen Durchführung, die ihm Nassir Eddin zu Theil 
werden lässt. Derselbe bedient sich nämlich bei seiner Lösung des 
Supplementardreieckes, ganz wie nachmals Willebrod Snellius,’) 
bei dem man bisher die erste praktische Verwendung dieses Hilfsmittels 
finden zu müssen glaubte, während man die erstmalige Construktion des 
reeiproken Dreieckes Vieta zuschrieb.) 

Die Lösung der Aufgabe wird folgendermassen seizzirt: Man ver- 
längere in dem beliebigen Dreieck 42C (Fig. 11) die Bögen A2 und AC 
so, dass AD — AE — 90° wird, ebenso mache man ZDF — BH = 90° und 
CK — CT — 90°; die grössten Kreisbögen, welche bezüglich durch 2 und 
E, F und 7, X und 7 gehen, bilden dann das Dreieck ZUN (das 
Supplementardreieck). Da nun die drei Winkel A, 5, C bekannt sind, so 
kennt man auch die sie messenden Bögen DZ, 7Z/F, AT. Hieraus folgt dann 
die Kenntniss von ZT = AU —=g0°—TK und somit ZU = 10’ — TAX 
— 180° — < C; ebenso ergiebt sich Z/V — 180°— x ZB und UN 180’ — <A, 
und man findet dann mit der vorhergehenden Aufgabe (III) aus diesen drei 
Seiten die <Z, MM, N. Da diese aber durch die Bögen 7A, DT und ZF 
gemessen werden, und z. B. CA — DH = g0° ist, so folgt hieraus die 
Kenntniss von BC — 180° — ZK — 180°’— x Z, 0A = 180’— x M und 
AB=180'—<xN. 

Dieser eleganten Lösung fügt Nassir Eddin auch noch die Figuren 
bei, welche auftreten, wenn eine der Dreiecksseiten ein Quadrant oder grösser 
als ein soleher wird. 

Auch die Priorität in Stellung und Lösung dieser Aufgabe war 
bisher unbestrittenes Eigenthum Regiomontans, doch dürfte die Ent- 


1) Satz 4 im 5. der Bücher über die Dreiecke. 
2) Vgl. Cantor, Geschichte II, p. 647 und R. Wolf, Handbuch der Astronomie I, p. 223. 
3) Vgl. Cantor, Geschichte II, p. 556. 
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deekung derselben in Nassir Eddin’s Werk seine Verdienste nicht 
schmälern, da, wie schon wiederholt bemerkt, ein Zusammenhang zwischen 
den Schriften beider Männer nicht existirte. 

Hiermit schliesst Nassir Eddin sein System der Trigono- 
metrie. Thatsächlich verdient das Werk diese Bezeichnung in vollem 
Maasse. Denn wenn auch schon andere vor ihm, wie z.B. Abü‘l Wafä 
und Abü Nasr ihren astronomischen Werken Capitel vorausstellten, in 
denen sie eine Zusammenstellung und Begründung der trigonometrischen 
Regeln gaben, deren sie sich hernach zu ihren astronomischen Zwecken 
bedienten, so trat hier die 'Trigonometrie doch immer noch als Hilfs- 
wissenschaft der Astronomie auf, ohne sich selbst Zweck zu sein. Nassir 
Eddin dagegen erkannte ihre mathematische Bedeutung an sich und suchte 
sie daher als selbständige Wissenschaft zu begründen, was ihm 
dadurch in vorzüglicher Weise gelang, dass er das vollständige Viereck zu 
Grunde legte. Alle seine Fundamental - Sätze sind in völlig consequenter 
Weise an dieser Figur entwickelt, wenn er auch nebenbei andere Beweis- 
methoden mittheilt, die den Werken von Zeitgenossen oder Vorgängern ent- 
nommen sind. Ueberraschend ist die Fülle der hierdurch zu Tage ge- 
förderten Hilfsmittel sowie die Leichtigkeit, mit welcher dieselben verwendet 
werden. Dabei darf man nicht aus dem Auge verlieren, dass die Araber 
keine abkürzende Schreibweise und keine Zeichensprache wie wir besassen, 
sondern alle ihre Rechnungen nur an geometrischen Figuren und in Worten 
ausführten.') 

Man hat bemerkt,’) dass in Nassir Eddins Werk der zweite 
Hauptsatz der sphärischen 'Trigonometrie, nämlich unser Cosinussatz, sich 
nicht findet, — das ist richtig! Aber, abgesehen davon, dass derselbe nicht 
in das System des Persers passen würde, da er ja in gar keinem Zu- 
sammenhang mit dem sphärischen Vierseit steht, kannten die Araber, wie 


ich in der eben angeführten Abhandlung nachgewiesen zu haben glaube, 


!) Ich habe in meinen „Beiträgen zur Geschichte der Trigonometrie“ nachgewiesen, 
dass wir nicht berechtigt sind, wie man bisher annehmen zu müssen glaubte, den Arabern 
die Kenntniss einer Zeichensprache zuzuschreiben, von der sich thatsächlich auch in allen uns 
überlieferten Werken ihrer Literatur keine Spur findet. _ 

2) H. Suter a. a. O. p. 6. 
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denselben als einen Satz des sphärischen Dreieckes überhaupt nicht, sondern 
sie bedienten sich bei ihren astronomischen Problemen von Fall zu Fall 
eines geometrischen, schon den Griechen bekannten Verfahrens, das ich 
dort das Projektionsverfahren nannte. Aber keiner ihrer Gelehrten 
hat als gemeinsame Quelle der vielen hiermit gewonnenen Regeln zur Be- 
stimmung astronomischer Elemente diesen einen Dreieckssatz erkannt. Dieses 
Verdienst gehört erst Regiomontan zu, zu dessen Besprechung ich mich 
nun wende. 


Regiomontan. 


Ueber Regiomontans (Johannes Müller aus Königsberg bei Hass- 
furt 1436 — 1476) wohlbekannte Persönlichkeit brauche ich mich hier nicht 
weiter zu verbreiten. Von der eminenten geistigen Thhätigkeit, die er in 
der kurzen Spanne Zeit, welche ihm vergönnt war, entwickelte, legen die 
nach seinem Tode veröffentlichten Werke ein nur unvollständiges Zeugniss 
ab, da sein Nachlass keineswegs unversehrt erhalten blieb, aber auch diese 
genügen schon, um ihn als den hervorragendsten Mathematiker und Astro- 
nomen seiner eigenen und als einen der begabtesten und weitblickendsten 
Gelehrten aller Zeiten erkennen zu lassen. 


Was seine Verdienste um die Begründung der Trigonometrie 
als selbständiger Wissenschaft anlangt, so gewinnt man ein 
richtiges Bild hiervon nur durch genaue Analysirung seines bereits an- 
geführten Werkes über die Dreiecke (S. 37, Anmerk. 2) und durch den Ver- 
gleich des Inhaltes desselben mit den ihm bekannten Werken der griechischen 
und arabischen Literatur, die ich schon früher (S. 38) angeführt habe. 
Schreekt man vor dieser Mühe nicht zurück, dann kommt man freilich zu 
dem Resultate, dass namentlich in der sphärischen 'Trigonometrie nur ein 
geringer Theil der Lehrsätze den Stempel der eigenen Erfindung an sich 
trägt, während dagegen die praktische Verwendung derselben auf 
verschiedene für die damalige Zeit schwierige Aufgaben von Gewandtheit 
und mathematischer Erfindungsgabe zeigen. 


Bevor ich auf den Inhalt des Werkes eingehe, muss ich zur 
Orientirung einiges über die Zeit der Entstehung desselben vorausschicken. 
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M. Cantor') hat schon aus dem Briefwechsel Regiomontans mit 
Bianchini nachgewiesen, dass die Bücher über die Dreiecke am Beginn 
des Jahres 1464 bereits weit gediehen waren; dass damals bereits drei der 
5 Bücher vollendet vorlagen, ergiebt sich aber mit Sicherheit daraus, dass 
Regiomontan ebenda direkt auf die im dritten Buche gelehrte Berech- 
nung eines Winkels aus den drei Seiten eines sphärischen Dreieckes ver- 
weist;?) aber aus demselben Citate scheint mir auch hervorzugehen, dass 
das 5. Buch in jener Zeit noch nicht existirte, denn in diesem giebt er 
noch zwei andere, völlig neue Methoden zur Lösung der nämlichen Auf- 
gabe an, auf die er doch sicher ebensogut verwiesen hätte, wenn sie damals 
schon in seinem Besitz gewesen wären. Ich glaube nicht zu irren, wenn 
ich behaupte, dass um das Jahr 1464 die zwei ersten und das vierte Buch 
bereits ausgearbeitet waren, das dritte und fünfte Buch aber einer etwas 
späteren Zeit angehören. Denn, wie wir sehen werden, bilden diese drei 
Bücher ein in sich abgeschlossenes Lehrgebäude der Tri- 
gonometrie, das man kurz als eine Sinustrigonometrie bezeichnen 
könnte, indem nirgends eine andere Funktion benutzt wird. Die 15 Sätze 
des letzten Buches hingegen zeigen deutlich, dass Regiomontan inzwischen 
die Schrift des Al-Battäni über die Bewegung der Sterne durchgearbeitet 
und trigonometrisch verwerthet hat,’) während das dritte Buch nur die für 
den Leser zum Verständniss der trigonometrischen Lehren nothwendigen 
Sätze der Sphärik enthält. 

Nachdem nun in dem ersten Buche über die Dreiecke 19 einleitende 
Sätze vorausgeschickt sind, beginnt die eigentliche Trigonometrie, und zwar 


die Trigonometrie des ebenen Dreieckes, welche durch die ge- 

1) Gesch. dez Mathem. II, p. 241 ft. 

2) Es steht dies in demselben von Cantor angezogenen Briefe. Murr: Memorabilia 
bibliothecarum publicarum Norimbergensium, Pars I, Nor. 1786, p. 115. „In tereio triangulorum 
ex tribus lateribus trianguli spheralis cognitis tres angulos ejus dimetiri doetum est.“ Aller- 
dings erscheint diese Lösung in der Ausgabe von 1533 erst im 4. Buche. Man wird hieraus 
schliessen müssen, dass die derselben zu Grunde liegende Ausarbeitung damals noch nicht 
vorhanden war, wahrscheinlich ist das jetzige 3. Buch, welehes nur von der Sphärik handelt, 
später eingeschoben worden. 

3) Gekannt hat übrigens Regiomontan den Al-Battäni im Jahre 1464 schon sehr 
wohl, denn er eitirt ihn in jenem bereits erwähnten Briefe zu wiederholten malen, so 
z. B. p. 140, 146, 149 u. s. w. 
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wöhnliche Definition des Sinus eines Winkels und seines Complementes 
(ein eigener Name für diesen letzteren ist nicht eingeführt) eröffnet wird. 

Unter Voraussetzung des sinus reetus totus, d. h. des Kreisradius 
gleich 600007, wird dann gezeigt, wie man die sämmtlichen Fälle des 
rechtwinkligen Dreieckes mit Hilfe einer dem Werke beizugebenden Sinus- 
tafel') behandeln kann. Bemerkenswerth ist hier noch Satz 30, welcher 
zeigt, dass aus der Kenntniss eines spitzen Winkels im rechtwinkligen 
Dreieck das Verhältniss der beiden Katheten folgt. Dass hierbei Regio- 
montan noch kein Wort über die Tangente anfügt, die er überhaupt im 
ganzen Werke nieht benutzt, beweist, dass er erst später zu ihrer Kenntniss 
gelangte.) 

Die Sätze 383 —41 inel. zeigen die Berechnung des gleich- 
schenkligen Dreieckes, und der Rest des ersten Buches ist der Be- 
handlung der sämmtlichen 6 Fälle des schiefwinkligen 
Dreieckes gewidmet, die alle durch Zerspaltung desselben in zwei recht- 
winklige gelöst werden. 

Die Methode, welehe zur Berechnung eines Dreieckswinkels aus den 
drei Seiten oder der dritten Seite aus zwei gegebenen und ihrem Zwischen- 
winkel verwendet wird, stimmt mit der des Ptolemäus überein, die wir 
auch bei Nassir Eddin kennen lernten. Bemerkt muss noch werden, 
dass Regiomontan auch den Fall, in welchem zwei Seiten und der der 
grösseren gegenüberliegende Winkel bekannt sind, wohl zum ersten male 
als doppeldeutig erkennt, was bei Nassir Eddin nicht zu finden ist. 

Ueberbliekt man dieses 1. Buch. so ergiebt sich, dass die in dem- 
selben verwendete Methode aus einer Umsetzung der Sehnenmethode der 
Griechen in eine Sinustrigonometrie des rechtwinkligen Dreieckes besteht, 
die Regiomontan für die Behandlung sämmtlicher Fälle des ebenen Drei- 
eckes fruchtbringend zu verwerthen verstand. 

An der Spitze des 2. Buches steht der Sinussatz des schief- 
winkligen Dreieckes, über den wir uns schon bei Nassir Eddin 


!) Diese Tafel ist der Ausgabe von 1533 nicht beigegeben, doch finde ich sie einem 
Exemplar der „Tabulae direetionum“, die 1467 vollendet waren und 1490 bei Erhardt Rudolf 
in Augsburg erschienen, in einem separaten Bändchen beigefügt. 

2) Seine Kenntniss der Tangente verdankt er ebenfalls Al-Battäni, vgl. S. 54, Anm. 3. 

Nova Acta LXXI. Nr. 2. b) 
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verbreiteten. Während nun aber der letztere nur die Fundamentalaufgaben 
der Dreieckslehre mit diesem Satze behandelt, wendet ihn Regiomontan 
zur Lösung verschiedener, zum Theil schwieriger trigonometrischer Auf- 
gaben an. Ueberhaupt liegt ein wesentlicher Unterschied der Werke beider 
Gelehrten darin, dass Nassir Eddin stets nur die Theorie bespricht, 
während Regiomontan überall zeigt, wie man die gewonnenen Lehrsätze 
zur Lösung von allen möglichen Aufgaben praktisch verwenden kann, 
so dass man sein Werk ein Lehr- und Uebungsbuch zugleich 
nennen könnte. 


Ich will hier einige der gelösten Aufgaben anführen: „Aus der 
bekannten Summe zweier Dreiecksseiten und den ihnen gegenüberliegenden 
Winkeln die Seiten des Dreiecks zu bestimmen“) Ferner: „Aus dem 
Dreiecksumfang und zwei Winkeln die Seiten zu bestimmen“) Für die 
Aufgabe: „ein Dreieck zu berechnen, wenn die Summe zweier Seiten ad + ag, 
der von ihnen eingeschlossene Winkel dag und die dritte Seite dg bekannt 
sind“ (Satz 15) giebt er zwei verschiedene Lösungen, die ich hier mittheilen 
will, um zu zeigen, wie Regiomontan verfährt. 


A) Aus der Halbirung des Winkels z (Fig. 12) durch die Linie ad 

folgt zunächst: 
bd:ds —- ba:ag und hieraus: (dd + dg):bd — (ba+ ag):ba, 
also ist: 
ba:bd — (ba+ ag): 6g 

bekannt, und da ausser diesem Verhältniss zweier Seiten des Dreieckes dad 
auch noch Winkel dad — ! & dag bekannt ist, so folgt nach einem im ersten 
Buche gegebenen Satze (56) auch die Kenntniss des Winkels ö und hieraus 
x .adb. Einfacher hätte er mit dem Sinussatze direkt den letzteren Winkel 
erhalten können. Weiter findet man jetzt <g, und somit ist die Aufgabe 
auf die eben erwähnte (Satz 2) zurückgeführt. 

B) Es wird dem Dreieck der Kreis in (Fig. 13) eingeschrieben; a# 
sei 1 ög, e/L bg, em Lak gezogen, dann ist: 


1) a.a. O. lib. I, Satz 2. 
2) a.a. O. lib. II, Satz 7. 


Sı 
| 
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bg — bn+gh, also ant+ ah — ab +ag— bg bekannt, also auch 
ah — (ab + ag — bg); 
da aber auch *eah — ; X dag bekannt ist, so folgt aus dem rechtwinkligen 
Dreieck ae die Kenntniss von ea und ek —r. Da ferner die Hälfte des 
Dreiecksumfanges bekannt ist, so ergiebt sich hieraus der Inhalt desselben 


DEIN 
(A — 5 (ab 20 0), und hiermit die Höhe a# - Ai 


[03 
fo} 


km, und somit aus Arzae den Winkel »zae, der wieder die 


) Weiter hat man 


jetzt am — ak 
Kenntniss von Winkel da und seines Complementes X vermittelt. Da 
hieraus auch Winkel g als bekannt folgt, so ist die Aufgabe wieder auf die 
beıeits eitirte zurückgeführt. 

Einfach und elegant kann man namentlich die zweite Lösung gewiss 
nieht nennen, doch gehört die Aufgabe auch zu den mit seinen Hilfsmitteln 
entschieden schwierig zu lösenden Problemen, und Regiomontan zeigt 
bei ihrer Behandlung immerhin bemerkenswerthe geometrische Gewandtheit. 

Um zu zeigen, wie Regiomontan das Fehlen des Cosinussatzes 
durch geometrische Construktionen zu ersetzen versteht, theile ich noch die 
Lösung der Aufgabe 25 mit: „Aus gegebener Basis und Höhe, sowie dem 
Gegenwinkel der ersteren die beiden anderen Seiten zu bestimmen“. In 
Fig. 14 sei gegeben de, ad und XÖag. Es wird der dem Dreieck um- 
schriebene Kreis gezeichnet; fällt man dann 6% 1 ga, so ist da:6% bekannt, 
da <dak gegeben ist. Nun ist aber 

ba:6R - 


bekannt ist, so ist aus dieser Proportion auch da.ag bestimmbar. Da man 


(da.ag):(bR.ag), und da dr.ag — 2 N abg — bo.ad 


aber auch ad kennt, so folgt hieraus die Kenntniss des Durchmessers #y 
(aus Aabd A agz ist nämlich da:ad — az:ag u. s. w.) und des Radius ee, so- 


wie me — , fg —ad — nd. Hiermit aber aa — nd+ da und dann aus dem 
ıechtwinkligen A ane auch »e — dn. Subtrahirt, resp. addirt man dies zu 
6m — ,0g, so bleiben die Abschnitte 47 und de als bekannt übrig, die mit 
der gegebenen Höhe die Kenntniss der Seiten vermitteln. 


Wir würden die Aufgabe mittelst des Cosinussatzes direkt etwa so lösen: 


ab’ + ag” — bo? + 2ab.ag cosa, aber ad.ag.sin« — 2 Aabe — be.ad, hieraus 
bg.ad 3 & > 
ab.ag — Sie und somit a6’ + ag? — dg?+ ad.bg.ctg.«. 


&* 
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Aber 
ad.be 


ab.ag — = 
sın @ 


und hieraus dureh Auflösung dieser beiden Gleichungen ad und ag 
algebraisch.') 


Erwähnen wir noch den Satz 26, welcher die Aufgabe behandelt: 
„Den der Basis des Dreieckes gegenüberliegenden Winkel zu berechnen, 
wenn das Produkt der ihn einschliessenden Seiten und die Fläche des 
Dreieckes bekannt ist“. Hier ist implieite wohl zum ersten male die 
Existenz der Formel 
N —20.4-sin 
erkannt, wenn auch nicht direkt ausgesprochen.’) 


Ausser diesen auf geometrischem Wege gelösten Aufgaben enthält 
das 2. Buch unter seinen 33 Sätzen noch zwei, die algebraisch behandelt 
sind und deshalb besonderes Interesse weckten. Da sie aber schon von 
anderer Seite eingehend besprochen wurden,’) und in ihnen keine trigono- 
metrischen Beziehungen auftreten, so gehe ich hier nicht weiter auf sie 
ein und wende mich zum dritten Buche. 


Während wir im Vorhergehenden Regiomontan’s Gewandtheit 
in der Behandlung schwieriger geometrischer Aufgaben billig anerkennen 
mussten, sehen wir, dass die 56 Sätze dieses Buches, welche über Sphärik 
handeln, theils den Büchern des Menelaus über die Kugel, theils, und 
sogar mit denselben Figuren, aus dem Werke des Dschäbir ibn Aflah 


entnommen sind, und zwar ohne dass Regiomontan irgendwo seine 


!) Delambre hat in seiner Histoire de l’Astronomie du moyen äge p. 303 eine andere 
Lösung gegeben. 

2) Vgl. R. Wolf, Handbuch der Astronomie I, p. 179. 

3) Es sind dies die Aufgaben in Satz 12 und 23. Vgl. bezüglich ihrer Lösung 
M. Cantor, Geschichte der Mathematik II, p. 246—247. Die im Satz 23 angeführte Gleichung, 
welche Cantor daselbst ableitet, ist übrigens nichts anderes als der sogenannte erweiterte 
Pythagoräische Lehrsatz. Bezüglich der weiteren Literatur vgl. auch Chasles, Geschichte der 
Geometrie p. 619—620 und S. Günther, Geschichte des mathematischen Unterrichtes im Mittel- 
alter, p. 243 und Anmerk. 2, der zuerst bemerkte, dass die Aufgabe 12 für Regiomontan’s 
Zahlen imaginäre Lösungen giebt. 
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Quellen anführt.') Von der Gewissenhaftigkeit, mit welcher Nassir Eddin 
seine Gewährsmänner eitirt, sticht dieses Verfahren allerdings sehr un- 
vortheilhaft ab, doch darf man Regiomontan deshalb nicht zu hart be- 
urtheilen, da dasselbe zu seiner Zeit fast durchgängig üblich war. 


In gleicher Weise sind sämmtliche noch übrigen Sätze Gebers, die 
nicht in das 3. Buch Regiomontans übergingen, in sein 4. Buch auf- 
genommen.’) Darunter sind besonders die Sätze 15, 16 und 17 zu bemerken. 
Der erstere ist die „regula quatuor quantitatum“, die letzteren umfassen den 
Sinussatz für die verschiedenen Gattungen des sphärischen Dreieckes. Wort- 
laut dieser wichtigen Sätze und Gedankengang der Beweise stimmen bis 
auf unbedeutende Kleinigkeiten völlig mit den Sätzen XII und XIII 
Dsehäbir’s’) überein, und die Figuren sind, theilweise sogar mit den- 
selben Buchstaben, aus Geber herübergenommen, nur hat Regiomontan 


1) Weider hat in seiner Historia Astronomiae, Vitembergae 1741, p. 216 schon be- 
merkt, dass Regiomontan den Geber ausreichend benutzt haben soll. Da jedoch ein genauer 
Vergleich der beiden Schriften bisher nicht vorgenommen wurde, so will ich hier einiges dies- 
bezügliche anführen. Ich bezeichne kurz die Werke der beiden Männer resp. mit R. und G. 
Die Sätze 4—8 inel. p. 65—67 in R. sind dem Satze II G. p. 4 entnommen. Satz 10 p. 68 
R. stimmt mit III p. 4—5 G. Satz 15 p. 70—71 R. stimmt einschliesslich der Figur mit 
Satz IV p.5 G. Die Sätze 16, 17, 18 p. 71—72 R. sind im Satz V p.5 G. enthalten. Die 
Sätze 22 und 23 p. 73—75 R. sind in Satz VII p. 6—7 G. eingeschlossen. Ebenso Satz 24 
R. einschliesslich der Figuren p. 75—76 in Satz VIII p. 7 G. Satz 26 p. 77—78 R. stimmt 
mit Satz IX p. 7—8 G. einschliesslich der Figur. Ebenso S. 29 p. 80—81 R. mit X, p. 8—9 G. 
Die Sätze 34—45 inel. und 47—56 p. 82—85 R. sind grösstentheils dem Menelaus ent- 
nommen. Auch die Beweise in allen diesen Sätzen sind im Grossen und Ganzen dieselben, 
wie in den Originalen, denen sie entstammen. Dagegen scheinen die Construktionsaufgaben 
44, 45 und 46 p. 86—87 von R. selbst herzustammen, wenigstens finden sie sich in den 
beiden angezogenen Schriften nicht. 

2) Satz 1 und 2 lib. IV p. 93—94 R. hängt direkt zusammen mit dem III. G. p. 4—5. 
Die Sätze 3 und 4 p. 94—95 R. sind sammt Figuren, sogar theilweise mit denselben Buch- 
staben, aus Satz XI p. 9—10 entnommen, in welchem auch Satz 5 R. enthalten ist. Die 
Sätze 6—14 inel., welche dieselben Betrachtungen, die G. für das rechtwinklige sphärische 
Dreieck vornahm, auf das schiefwinklige ausdehnen, scheinen R.’s Eigenthum zu sein. — Dieser 
detaillirte Nachweis dürfte Delambre’s Ansicht, die er in seiner Hist. del astronomie du moyen 
äge p. 318 bei Besprechung des V. Buches von R. in den Worten ausdrückt: „on pourrait 
soupconner, qu’il veut dans ces divers problemes tirer tout de son propre fonds, et ne rien 
devoir aux autres“, gründlich zerstören; R. benutzte vielmehr alles, was ihm zugänglich war, 
und ganz mit Recht, wenn er nur seine Quellen genannt hätte! 


3) a.a. 0. p. 10—13. 
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zwei Figuren mehr, welche speziellen Fällen des rechtwinkligen Dreieckes 
entsprechen. 

Wie Geber so schliesst auch Regiomontan unmittelbar an den 
aus der Regel der vier Grössen gewonnenen Sinussatz die Ableitung jener 
Relation an, die mit Recht der Satz von Geber heisst und von uns in 
Gleichung IV (S. 46) mitgetheilt wurde. Sie und die in derselben Nummer XV 
von Geber entwickelte Relation III (S. 46) hat Regiomontan nebst Ab- 
leitungen von letzterem herübergenommen,') nur sind Dschäbir's Aus- 
führungen insofern vervollständigt, als Regiomontan die Beweise für 
verschiedene Gattungen sphärischer Dreiecke durchführt. 

Satz 20°) hingegen scheint ihm selbst anzugehören, obwohl sich ein 
ähnlicher bereits bei Menelaus findet.) Er lautet: Fällt man von der 
Spitze eines beliebigen Dreieckes einen senkrechten Bogen auf seine Basis, 
so besteht die Gleichung (Fig. 15): 


sin a, 082 
sine, cosd 


Der Beweis wird auf elegante Weise erbracht, indem Bogen da zum 
Quadranten de ergänzt wird, dann ist e der Pol des Bogens ög, und aus den 
Dreiecken eda und ega folgt mittelst des Sinussatzes: 


sinabe sinea sinage sinea, 
. =, > un q se —N 7 ’ 
sindae _sined singae singe 


aber de oe 10000 abe — 90 — X b, & age — 90° — 8, X bae — 180° — a, 


und X gae — 180°—a,, also 


cosd sinae cosg sinea 


sin a, Te ne 


woraus unmittelbar die gewünschte Relation entsteht. Auch der Fall, wo 
die Senkrechte ausserhalb des Dreieckes fällt, wird von Regiomontan 
noch behandelt. 


1) Satz 18 p. 105—107. Satz 19 p. 107—108. 

2) a.a. 0. p. 108—110. 

3) Derselbe lautet folgendermassen: Wenn in derselben Figur 15 ad die Halbirungs- 
ser : ö : : bt (2ag) bt (2gd . 
linie des Winkels « ist, so besteht die Gleichung: nn = el Satz X lib. III 
der Sphärik des Menelaus. 
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Diese 5 Sätze: die Regel der vier Grössen, der Sinussatz, die 
Relationen IV und III sowie der zuletzt angeführte Satz bilden das 
Fundament, auf welchem die ganze sphärische Trigono- 
metrie aufgebaut wird. Der theoretische Theil des Buches schliesst 
mit dem Beweise‘) jener auch in Nassir Eddin’s Werk übergegangenen 
Sätze des Ptolemäus, welche dahin lauten, dass zwei Bögen einzeln be- 
stimmbar sind, wenn das Verhältniss ihrer Sinusse und ihre Summe oder 
Differenz bekannt ist (vgl. S. 39). Hierbei wird diese Summe zunächst 
<180° vorausgesetzt, dann im 23. Satze hiervon Abstand genommen. Die 
Beweise unterscheiden sich in nichts Wesentlichem von denen des Ptole- 
mäus. Obwohl diese Sätze in die ebene Trigonometrie gehören, so werden 
sie doch erst hier angeführt, weil sie erst von da ab zur Anwendung kommen. 

So wenig Originalität Regiomontan in der Fundirung der Lehren 
seiner sphärischen T'rigonometrie zeigt, ebensoviel didaktisches Talent 
beweist er in der durchsichtigen Anordnung des Stoffes und in der syste- 
matischen Aneinanderreihung der Sätze, die grösstentheils präcis und kurz 
gefasst sind. Sein Sinn für Systematik tritt auch in den Anwendungen 
dieser Theorien, die den Rest des IV. Buches bilden, deutlich zu Tage und 
er ist es, der ihn in dem Bestreben alle möglichen Fälle, die sowohl beim 
rechtwinkligen als bei einem beliebigen sphärischen Dreiecke vorkommen 
können, zu erledigen, völlig von den Fesseln der Astronomie befreit, deren 
Dienerin bisher die Trigonometrie im Abendlande ebenso gewesen war, wie 
früher bei den Arabern bis zum Auftreten Nassir Eddin’s. 

Zunächst bespricht er in den Sätzen 25 — 27 incl. die sämmtlichen 
Fälle des rechtwinkeligen sphärischen Dreieckes und dann in den Nummern 
28— 34 inel. die 6 Fälle des schiefwinkeligen. Bei ersteren ist nichts 
weiter zu bemerken, als dass sie mit alleiniger Benutzung des Sinussatzes 
und der Relation von Geber behandelt werden, die übrigen vier Formeln, 
deren Kenntniss wir bei Nassir Eddin fanden, waren ihm fremd geblieben; 
auf die Art und Weise, wie er die schiefwinkligen Dreiecke behandelt, müssen 
wir aber etwas näher eingehen. 

Seine Methode, die er mit Ausnahme eines Falles, auf den wir 


1) a.a. 0. Satz 21—24 incl. 
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gleich zu sprechen kommen, einsehlägt, beruht auf der Theilung des Drei- 
eekes durch einen lothrechten Bogen in zwei rechtwinkelige, mit deren Hilfe 
dann die einzelnen Stücke bestimmt werden. Dabei muss erwähnt werden, | 
dass er in den Sätzen 29 und 30 auch die Doppeldeutigkeit des Falles 
behandelt, wo zwei Seiten und ein Gegenwinkel bekannt sind, während ihm 
dieser Umstand im polaren Falle zweier Winkel und einer Gegenseite 
(Satz 32) entgeht. Wir wissen, dass Nassir Eddin die Doppeldeutigkeit 
in keinem der beiden Fälle bemerkte. Ferner hebe ich noch die Lösung 
der Aufgabe hervor, aus drei Winkeln die Seiten zu berechnen, über die 
ich mich schon bei Nassir Eddin verbreitet habe. Regiomontan löst 
sie in Satz 33 aber nicht, wie dieser, mittelst des Supplementardreieckes, 
denn die Kenntniss desselben ging ihm ab, sondern auf folgende ihm voll- 
kommen originelle Weise. Fällt man in dem Dreieck aög (Fig. 15) Bogen 
ad bg, so ist nach Satz 20, dem einzigen als sein Eigenthum erkannten 
der 5 Hauptsätze, 


sin a, cos d 
sina, C0Sg 


Da aber das letztere Verhältniss bekannt ist, so kennt man hieraus 
das Verhältniss der Sinusse der Winkel a, und a, und da auch ihre Summe 
2, 05 
Sätzen des Ptolemäus (vgl. 5. 61) <a, und <a, selbst finden. Da man 


a gegeben ist, so kann man nach den lib. IV, 21—24 angeführten 


jetzt in den beiden rechtwinkligen Dreiecken alle Winkel kennt, so ist die 
Aufgabe auf die in 26 bereits mit der Relation von Dschäbir behandelte 
zurückgeführt. 

Ohne Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke und auf originelle Weise 
wird in Satz 34 das Problem behandelt, die Winkel eines Dreieckes aus 
den drei Seiten zu berechnen. Es wird die Aufgabe darauf reduzirt, einen 
Winkel des sphärischen Dreieckes mittelst orthographischer Projektion durch 
seinen Neigungswinkel am Kugelmittelpunkt zu bestimmen. Sei (Fig. 16) 
in Aaög Winkel a gesucht, so ergänzt man zunächst ag und ad zu Qua- 
dranten und verbindet das Centrum z der Kugel mit den Endpunkten Z und 
e derselben, sowie mit a, dann ist de —=a. Sei ghLze; bk Lzd; gli az; 
6m \.az, also parallel mit «>, dann ist Az — /e — sinag; kz — bm — sinab 
bekannt. 
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Macht man jetzt An — 5% und zieht 6” und ög, so ist in dem ebenen 


bei » rechtwinkligen Dreieck dor, ds als Sehne des Bogens dr bekannt, und 
oO 722, fo} to} S >) 


gn — gh— bk — sin ge — Sin dd — cos ag— cosad ebenfalls. Somit kann man 
die Seite 5» — h% finden. Dann kennt man aber in dem ebenen Dreieck 24% 
die drei Seiten und findet hieraus leicht X 42% — a. Aber Regiomontan 
greift dieselbe Aufgabe noch auf eine zweite Art an, indem er sich der 
Regel der vier Grössen bedient, und gelangt so, wie ich schon S. 51 be- 
merkte, zu derselben Lösung wie Nassir Eddin. Der innige Zusammen- 
hang beider Lösungen ist leicht zu erkennen, und wahrscheinlich wurde 
auch Regiomontan von der ersteren auf die letztere geführt. 


Hiermit schliesst das auf wenigen Sätzen aufgebaute trigonometrische 
System, das sich als einziger Funktion des Sinus bedient. Als ein er- 
weiternder Nachtrag zu demselben scheint mir das V. Buch betrachtet 
werden zu sollen, dessen 15 Sätze die Verwendbarkeit einiger neuer 
Methoden darthun, die Regiomontan erst nach Abschluss der vier ersten 
Bücher gefunden hatte. 


Uebergehen wir Satz 1, welcher vollständig dem Buche des Mene- 
laus entnommen ist!) und nur in der Astronomie eine praktische Ver- 
wendung findet, und wenden wir uns zu Satz 2. Dieser muss unsere Auf- 
merksamkeit in hohem Maasse fesseln. Denn zunächst erscheint hier ausser 
dem Sinus eine weitere Funktion: der Sinus versus, und dann wird derselbe 
ohne vorhergehende Definition’) verwendet, um unseren zweiten Hauptsatz 
der sphärischen Trigonometrie, den sogenannten Cosinussatz, zum ersten 
male als eine Regel zu formiren, die zur Berechnung eines jeden sphärischen 
Dreieckes dienlich ist. Da ich mich über diesen Punkt bereits in meimen 
„Beiträgen zur Geschichte der 'Trigonometrie“ eingehend verbreitet habe, 
will ich hier nur noch bemerken, dass ich es für ein nicht zu unter- 


schätzendes Verdienst Regiomontans, sowie für ein schönes Zeichen seines 


') Lib. III, prop. XXIII. Delambre hat also nicht Recht, wenn er glaubt, diesen Satz 
für Regiomontan reklamiren zu müssen. Hist. du moyen äge, p. 310. 

2) Eine solche würde wohl bei einer endgiltigen Redaktion des V. Buches noch ein- 
gefügt worden sein; übrigens war diese Funktion damals schon wohlbekannt. So kommt sie 
2. B. in Peurbach’s Tabellenberechnung vor, die dem Werke des Al-Zarkäli entnommen ist. 
Vgl. Traetatus G. Peurbachfi super propositiones Ptolemaei de Sinibus et Chordis. Norimb. 1541. 
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hervorragenden Scharfsinnes erachte. dass es ihm gelang, aus den astro- 
nomischen Regeln Al-Battäni’s diesen Dreieckssatz herauszulesen. 

Der Wortlaut des Satzes ist naturgemäss etwas schleppend, da ihn 
Regiomontan nicht in der uns bekannten einfachen Form, sondern in der 


weit complicirteren: 
sinvers 4: (sinvers z — sinvers (d — c)) — r*:sind.sin c 


fand (a, ö, ce sind, wie gewöhnlich, die Bogenlängen eines sphärischen Drei- 
eckes, 4 der der Seite a gegenüberliegende Winkel, » — sin tot. der Radius). 
Uebrigens hat sich diese Form lange Zeit erhalten und wurde sowohl von 
Regiomontan (im nächsten Satze 3, p. 129), als auch von seinen Nach- 
folgern zur Berechnung eines Dreieckswinkels aus den drei Seiten benutzt. 
Allerdings ist dies die einzige Verwendung, die er für diesen wichtigen Satz 
hat, doch scheint mir der Grund hierfür darin zu liegen, dass eben das 
V. Buch nur ein Bruchstück ist: der rastlos thätige Mann hätte, wenn ihm 
ein längeres Leben gegönnt gewesen wäre, sicher noch andere Beispiele der 
enormen Verwendbarkeit dieses Satzes gegeben, nachdem er dessen Existenz 
einmal erkannt hatte. 

Beweise für unsere Ansicht, dass das V. Buch keineswegs fertig und 
in den Rahmen der übrigen eingepasst ist, liefern uns einige der folgenden 
Sätze. So giebt Regiomontan gleich in Nummer 4 noch eine Lösung 
derselben Aufgabe, den Winkel aus den drei Seiten zu berechnen, eine 
Lösung, die aber ganz genau mit der zweiten in Satz 34, lib. IV gegebenen 
übereinstimmt und nur auf den Fall ausgedehnt wird, dass eine Dreiecks- 
seite > 90° ist. Uebrigens findet sich die dieser Erweiterung entsprechende 
Figur auch schon an dem angeführten Orte. Aehnliches gilt von Satz 14, 
in dem die Relation Dschäbir’s abermals, allerdings in etwas anderer 


Form, ausgesprochen und entwickelt wird.') 


Die übrigen Sätze des Buches sind von untergeordneter Bedeutung 
für die Theorie, nur mag noch zur Richtigstellung bemerkt werden, dass 


BIER. { } E cos A eos«a.sin D 
!) Es ist die hier gegebene Form durch die Gleichung ausgedrückt: —.— —_— —> 
sin tot. sin ? tot. 
auch der Beweis ist etwas verschieden von dem früher gegebenen, jedoch keineswegs 


einfacher. 


Y 
{3 
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der von Delambre') und Günther’) Regiomontan zugeschriebene 
Satz 7, welcher angiebt, dass die Sinusse der Abschnitte, welche der 
Halbirungsbogen eines Dreieckswinkels auf den Gegenseiten macht, sich 
wie die der anliegenden Dreiecksseiten verhalten, schon bei Mene- 


laus°) steht. 


Unser Urtheil über die fünf Dreiecksbücher Regiomontan’s fassen 
wir nun in Folgendem zusammen. Während man sich bisher im Abend- 
lande bei der Lösung astronomischer Probleme, auf dem Almagest des 
Ptolemäus fussend, nur der Regel der sechs Grössen, d. h. des Satzes 
von Menelaus bediente, und bei Fragen der ebenen 'Trigonometrie die 
schwerfällige Sehnenrechnung der Griechen benutzte, erkannte Regio- 
montan zuerst, dass sich alle auftretenden Probleme auf die 
Behandlung ebener und sphärischer Dreiecke reduciren 
lassen, woraus sich die Nothwendigkeit ergab, eine Lehre von der Be- 
rechnung dieser Dreiecke zu schaffen. Eine einheitliche Methode hierzu, 
aus der, wie bei Nassir Eddin, ein ganzes System der 'Trigonometrie 
floss, fand Regiomontan nicht; er strebte dies übrigens auch gar nicht 
an, sondern für ihn handelte es sich nur darum, eine Reihe von Hilfsmitteln 
zu gewinnen, die ihm die Durchführung seines Planes ermöglichten. Dazu 
aber verhalf ihm die Erkenntniss, dass in den Schriften der Griechen und 
Araber noch vieles zu holen sei, und unterstützt von seinem literarischen 
Spürsinn, gelang es ihm, aus der Schrift des Menelaus und den besten 
Erzeugnissen der arabischen Astronomie, die in lateinischen Uebersetzungen 
aus dem 13. Jahrhundert zugänglich waren, jene Hauptsätze zu finden, auf 
denen er die Lehre von den Dreiecken aufbauen konnte. 


Diese Art der Behandlung hatte ihre schlimme, wohl aber auch ihre 
gute Seite. Denn während ihm einerseits mehrere Sätze über das recht- 
winklige sphärische Dreieck entgingen, die sich bei consequenter Benutzung 
des vollständigen Viereckes oder der Regel der vier Grössen sämmtlich, 
wie bei Nassir Eddin, von selbst dargeboten hätten, ermöglichte ihm 


!) Delambre, Hist. de l’Astr. du moyen äge, p. 314. 
2) Günther, Geschichte des mathem. Unterrichtes im Mittelalter, p. 246. 
3) a. a. O. lib. IN, prop. X. 
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andererseits seine freiere Methode der Behandlung die Auffindung des 
Cosinussatzes, der in das System des Persers nicht hereinpasste. Auch hat 
ihn sicher nur der Tod an dem vollständigen Ausbau seiner Dreieckslehre 
gehindert, die mehr Vollendung erreicht hätte, wenn er ausser dem Sinus 
und dem Sinus versus auch noch die Tangenten hätte verwerthen können, 
mit welchen er ebenfalls durch Al-Battäni bekannt wurde. Dass er den 
Nutzen dieser Funktion sehr wohl einsah, geht schon aus der Bezeichnung 
„Tabula faecunda“ hervor, welche er einer kleinen von Grad zu Grad fort- 
schreitenden Tangententafel beilegte, die er in seinen „Tabulae direetionum “') 
mittheilte. 


Fragen wir uns zum Schlusse noch, welchen Einfluss die im 
vorhergehenden geschilderte 'Thätigkeit der beiden hervorragenden Männer 
auf*die weitere Entwicklung der 'Trigonometrie hatte, so scheint uns in 
diesem Punkt die Stellung derselben eine wesentlich verschiedene zu sein. 
Während nämlich Nassir Eddin nur eine systematische Entwieckelung, 
eine logische Begründung und Ergänzung der zu seiner Zeit bekannten und 
bereits in der Astronomie verwendeten Lehren gab, also ein Lehrbuch 
schrieb, aus dem sich z. B. der Astronom die für seinen Bedarf nothwendigen 
Kenntnisse aneignen konnte, hat Regiomontan in seiner Dreieckslehre 
ein völlig neues Fundament zur Behandlung trigonometrischer Probleme 
geschaffen, das für ihn selbst den Ausgangspunkt zur Umgestaltung der 
bisher nur auf dem Almagest beruhenden Astronomie bildete. 


Nassir Eddin’s Werk hat, da in ihm aus einem einzigen Funda- 
mentalprineipe alle Schlüsse, die man überhaupt ziehen kann, bereits ge- 
zogen waren, zu einer Weiterförderung und Ausbildung der 'Trigonometrie, 
nach meiner Ansicht, nieht viel beigetragen. so hoch es an sich zu stellen 
ist. Historische Beweise kann ich allerdings zur Begründung dieser An- 
sieht nicht beibringen, da mir aus der späteren morgenländischen Literatur 


1) Tabulae direetionum profeetionumque, Edit. v. E. Radolt, Augustae 1490; vollendet 
waren dieselben nach einer am Schlusse der Tafeln stehenden Notiz bereits 1467. Vgl. Cantor, 
Geschichte ete. II, 251. Auf Regiomontans Verdienste um die Verbesserung der Sinustabellen etc. 
gehe ich hier nicht näher ein, weil ich der ausgezeichneten Darstellung M. Cantor’s hierin 
nichts wesentliches beizufügen habe. 
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überhaupt nur mehr ein bedeutendes, und zwar astronomisches Werk,') 
zugänglich ist, das aber zur Beurtheilung dieser Sache keine Anhalts- 
punkte giebt. 

Anders steht es mit Regiomontan: seine Dreieckslehre war nach 
den verschiedensten Richtungen einer Ausbildung und Vervollständigung 
fähig und hat eine solche auch durch zahlreiche Gelehrte in späterer Zeit 
gefunden, die alle an seine Gedanken anknüpften. Unter dem Einflusse 
seines Werkes steht daher die ganze spätere Entwickelung der Trigono- 
metrie im Abendlande. 

So charakterisirt also Nassir Eddin den Abschluss einer bereits 
fertigen Entwickelungsstufe, Regiomontan aber den Beginn einer neuen 


Periode. 


1) Es sind dies die astronomischen Tafeln von Ulüg-Beg (1393—1449), dem Enkel 
des Tartarenfürsten Timur. A. Sedillot hat 1847 den Text der Einleitung zu diesen Tafeln 
und 1853 die französische Uebersetzung desselben herausgegeben unter dem Titel: Prolego- 
menes des tables astronomiques d’Oloug-Beg, Paris. Die Tafeln selbst sind nicht veröffentlicht. 
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Die Geometrie des Euclid stellt folgende drei Grundforderungen auf: 
1. die gerade Linie zwischen zwei beliebigen Punkten ziehen zu 
können; 
2. eine beliebige begrenzte gerade Linie unbeschränkt verlängern 
zu können; 
3. um einen beliebigen Punkt mit einem beliebigen Radius einen 
Kreis schlagen zu können.') 


Dem entspricht die ausschliessliche und unbeschränkte Benutzung 
von Lineal und Zirkel als technischen Hilfsmitteln zur Durchführung der 
bei dem Beweise der Lehrsätze wie bei den Aufgaben auftretenden Con- 
structionen. 

Die Frage, ob und wie weit die ersten zwei der obigen Forderungen 
einschränkbar sind, führt zur Beschäftigung mit der „Geometrie des Com- 
passes“, die nach der Einschränkbarkeit der dritten Forderung auf die 
„Geometrie mit constanter Zirkelöffnung“. Mascheroni’) wies nach, dass 


1) Es wird also gefordert: 
die eindeutige Bestimmtheit der Geraden durch zwei Punkte: 


die Existenz eines sowohl auf einer Geraden durch A und B als auch auf 

einer durch Ü und D liegenden Punktes; 
die Existenz von auf AB liegenden, von Ü um eine beliebige gegebene Strecke 

abstehenden Punkten; ; 

die Existenz von Punkten, die von A und B beliebige gegebene Entfernungen haben. 
Die drei Existenzforderungen können indess Ausnahmen erleiden, insofern die Punkte 

nicht reell sind oder nicht im Endlichen liegen. 
2) Mascheroni, La geometria del eompasso, Pavia 1797; ins Franz. übersetzt von Carette 
(Geometrie du compas, ed. II Paris 1828). Deutsch von Grüson (Gebrauch des Zirkels, Berlin 1825). 
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alle Aufgaben des Eucelid auch bei Verzicht auf die ersten beiden 
Forderungen, d. h. unter Anwendung des Zirkels allein, ohne Zuhilfenahme 
des Lineals, lösbar sind; Ferrari') hat dargethan, dass das ganze Lehr- 
gebäude Euclids aufgebaut werden kann, also auch der Beweis der 
Lehrsätze durchführbar ist, wenn man an die Stelle der dritten Forderung 
die beschränktere setzt, mit einem beliebig, aber fest angenommenen 
Radius um einen beliebigen Mittelpunkt einen Kreis schlagen zu können’) 
Poncelet’) und Steiner‘) endlich haben gezeigt, dass wenigstens die 
Aufgaben des Euclid sämmtlich schon lösbar sind, wofern nur irgend ein 
einziger Kreis in der Ebene gezeichnet vorliegt; — der bei Ferrari der 
Grösse nach (durch den Radius) gegebene Kreis also durch Annahme eines 
bestimmten, festen Mittelpunktes auch der Lage nach bestimmt ist. Es ist 
klar, dass es nicht möglich ist, auch auf diese letzte Voraussetzung zu ver- 
ziehten, da die Aufgaben Euelid’s grossentheils quadratischen Charakter haben. 

Das Problem der Geometrie des Compasses ist von Mascheroni als 
erstem gestellt, und sogleich von ihm endgiltig erledigt worden. Dagegen 
hat die Geometrie mit einer Zirkelöffnung das Interesse der Mathematiker 
sehr verschiedener Zeiten geweckt und zu mehr oder minder gelungenen 
Behandlungen dieser Fragen geführt. 

Es soll im Folgenden versucht werden, einen Abriss der Geometrie 
mit eonstanter Zirkelöffnung, diesem ihren historischen Auftreten nach, 


zu geben. 


Nach der von Herrn Cantor’) ausgesprochenen Ansicht findet sich 
sehon bei den Griechen die Beschäftigung mit dem Gedanken, planimetrische 


!) Siehe 8. 81. Der obige Umstand scheint merkwürdiger Weise noch von Niemandem 
bemerkt worden zu sein; Curtze, Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. XX, p. 62 deutet darauf hin 
und verspricht eine genauere Behandlung des Themas, doch habe ich eine solche nicht 
finden können. 

2) Die Entfernungen in der zweiten und dritten der obigen Existenzforderungen sind 
also nicht mehr beliebig, sondern gleich einer festen Strecke gegeben. Die Existenz der 
allgemeineren Punkte muss erst bewiesen werden. 

3) Siehe S. 95. 4) Siehe S. 96. 

5) Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. XXIV, Hist.-litt. Abt. p. 128; Cantor, Gesch. der Math., 
ed. 2, Bd. I, p. 421. - 
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und stereometrische Aufgaben unter Benutzung nur von Lineal und in ge- 
gebener Weite festgestelltem Zirkel zu lösen. Diese Ansicht stützt sich 
auf eine Stelle des Pappus: ed. Hultsch III, p. 1074 (welche Stelle die 
einzige in der griechischen Literatur ist, die darauf deutend aufgefasst 
werden kann); und in der That scheinen die dort erwähnten „zooßAnuar« ivi 
dteormuarı yoapsueve“. die mit einem Intervall eonstruirten Aufgaben, auf 
den ersten Blick im Sinne Herrn Cantor’'s verstanden werden zu müssen. 
Bei genauer Ueberlegung des Zusammenhanges, in dem jene Worte sich 
finden, stösst man jedoch bei dieser Auffassung auf unlösbare Widersprüche. 
Denn die so bezeichneten Aufgaben werden als Beispiele für „zooßAnuar« 
opyarıza“ angeführt, als deren Charakteristikum bezeichnet wird, dass sie 
„der geometrischen Rechtfertigung entbehren“ („172 yemuergızjs !ovotas 
dpemgorusva“). Sie stehen also als solche im Gegensatz zu rein geometrisch 
eonstruirbaren und beweisbaren. Erinnert man sich daran, dass 
die Griechen nur Constructionen mit Zirkel und Lineal als rein geometrische 
gelten liessen, so wird man geneigt sein, als die beiden Arten von Auf- 
gaben, die Pappus als „organische“ bezeichnet, erstens solche zu betrachten, 
die dieser construetiven Bedingung nieht genügen und sich nur mit anderen 
Werkzeugen (öey«vov) ausführen lassen (z. B. die Würfelverdoppelung und 
Trisection des Winkels), — zweitens solche, deren Construction der obigen 
Bedingung zwar genügt, deren Richtigkeit aber nur durch Probiren (zeio« 
Pappus p. 1096, 19), nicht durch mathematischen Beweis (2£ovoi« yeousroızı)) 
bestätigt wurde. Zu der letzteren Art gehört die von Pappus als Beispiel 
gegebene Aufgabe, p. 1074— 1084, deren Beweis erst Commandinus im 
16. Jahrhundert gab. 

Keinesfalls aber erscheint es möglich, die Aufgaben mit einer Zirkel- 
öffnung als organische und solche, die nicht rein geometrisch genügend 
wären, anzusehen, da einerseits sich die Beweise für die Richtigkeit der 
Lösungen äusserst leicht geben lassen, andrerseits sie die Grenzen des con- 
structiv Erlaubten nicht einmal erreichen, geschweige denn überschreiten. 
Daher schlägt Hultsch vor, entweder die ganze, dunkle und vielleicht ver- 
derbte Stelle zu streichen, oder die Worte „iv dieorjuer“ (mit einem 
Intervall) in ‚„zavorio zıvı““ (mit einem Maassstab oder beweglichen Lineal) 
zu emendiren. Er denkt dabei auch an Probleme wie die Würfelverdoppelung. 
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Klar wird das Ganze aber, wenn wir die Stelle des Pappus p. 244, 16 
zum Vergleich heranziehen. Dort nämlich findet sich der Beweis, dass das 
Wort dıcormua ausser der allgemeinen Bedeutung Strecke, Intervall, Radius 
auch bei gewissen Constructionen als technischer Ausdruck noch eine ganz 
specielle Bedeutung hatte. Es wird dort die Construction der Conchoide 
des Nikomedes gelehrt, und nach ihrer Erklärung werden folgende Be- 
nennungen eingeführt: xa2sic9n d& 7 usw AB zudele „zarav“, to de omuslov E 
‚ro10c“, „dıcornua“ den TA.) (Es heisse nun die Gerade AB xevov, der 
Punkt E x620:, die IA aber dıeornue.) Daraus geht also hervor, dass die 
zur Construction einer Conchoide nöthige, constant auf die Strahlen durch 
den Pol E vom Schnittpunkte mit der Geraden AB aus abzutragende Strecke 
direkt mit der technischen Bezeichnung dıdosrnue benannt wurde. Die frag- 
liehen Probleme sind also als solche aufzufassen, die sich nur mit Hilfe 
einer constanten (&»2), in der Art wie bei der Conchoide abzutragenden Strecke 
(dıeoryuerı) construiren lassen. Und in der That sind ja die oben genannten 
Probleme (Würfelverdopplung, Winkeldreitheilung) mittelst der Conchoide 
lösbar. Hultsch behält demnach mit seiner Annahme, dass solche mit An- 
wendung eines beweglichen Lineals zu lösende Probleme gemeimt sind, 
ganz recht; nur ist seine Emendation nicht nothwendig, da ja das Richtige 
schon dasteht. 

Es ergiebt sich aus dem Vorigen, dass die betreffende Stelle des 
Pappus nicht auf Probleme mit constanter Zirkelöffnung gedeutet werden 
kann, noch auch braucht. Da dies aber die einzige Stelle ist, die bei 
griechischen Mathematikern darauf hindeuten könnte, sind wir wohl zu dem 
Schlusse berechtigt, dass im Alterthum solche Fragen nicht gestellt und 
nicht behandelt wurden. 


Der wirklich erste Versuch der Lösung geometrischer Aufgaben mit 
constanter Zirkelöffnung findet sich nach unserer Ansicht erst bei dem 
Araber Abül Wefä.”) Abül Wefä ist sich der von ihm inne gehaltenen 


1) Vgl. auch Pappus p. 245, Anmerk. 4 und p. 246, 10. 
2) Geb. 940, gest. 998 in Bagdad. Vgl. Cantor, Gesch. der Math. Bd. I, p. 698. Das 
Folgende ist der Abhandlung von Woepeke, Journal Asiatique 1855, Feb.-März, p. 218—256 
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Beschränkungen genau bewusst; er giebt mehrfach unmittelbar auf einander 
folgend eine Construction (z. B. des regulären Fünfecks) erst mit bedingungs- 
loser Anwendung des Zirkels, sodann mit der Anmerkung: Lösung unter 
Benutzung nur einer Zirkelöffnung. Dabei ist aber zu bemerken, dass seine 
Lösungen, mit Ausnahme der einiger Grundeonstructionen, bei denen die 
Bedingung nicht erwähnt ist, sich alle auf die Construction regulärer Viel- 
ecke beziehen, und dass in allen diesen Fällen gerade eine in der gesuchten 
Figur vorkommende wichtige Länge, meist die Seite des Vielecks oder der 
Radius des diesem umschriebenen Kreises, als gegebene Zirkelöffnung an- 
genommen wird. Daher sind diese Lösungen nur als erste Ansätze zu einer 
(reometrie mit constanter Zirkelöffnung anzusehen.') 


Hervorzuheben sind die höchst geistreichen Fünfeckseonstructionen. 


Wir nennen zuerst die Grundeonstructionen, deren sich Abül Wefä 
bei der Lösung seiner Vielecksaufgaben bedient, von denen er also wusste, 
dass sie mit festem Zirkel ausgeführt werden, obwohl er es bei ihrer An- 
gabe nicht ausdrücklich erwähnt. 


1. Ein Loth in 4 auf 42 zu errichten (Einleitung 3). 

Man construirt ein gleichseitiges Dreieck ACD, dessen Seite die ge- 
gebene Zirkelöffnung ist, während C in 42 liegt und verlängert CD über 
D um sich selbst bis £&. AZ ist das Loth. 

2. Eine Strecke AD in gleiche Theile zu theilen (Cap. 1, 1). 


Man errichtet in 4 und 5 Lothe, und trägt auf diesen in um- 
gekehrten Richtungen der Zirkelöffnung »z2 resp. z mal ab, bis C resp. D. 
CD theilt dann 42 im Verhältniss 2: ». 


und April, p. 309—359, und der von Rodet, Bulletino di Boncompagni, Bd. XVI, p. 534 ent- 
nommen. Beide beziehen sich auf den Inhalt eines nach Abül Wefä’s Vorträgen nieder- 
geschriebenen, ins Persische übersetzten Vorlesungsheftes. 


!) In dem Aufsatze von Herrn Prof. Günther, Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. XX, Hist. 
Abth. p. 9, wird dem Abül Wefä auch. die allgemeine Lösung einer Reihe von Fundamental- 
aufgaben, auf denen die weiteren leicht aufzubauen sind, zugeschrieben. Es sind aber augen- 
scheinlich dabei die von Woepeke selbst in der erwähnten Abhandlung gegebenen, später 
zu besprechenden Lösungen irrthümlich als von Abül Wefä herrührend aufgefasst worden. 
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3. Einen Winkel 42C zu halbiren. 


Die Construction geschieht wie bei Eucelid und verlangt nur An- 
wendung der gegebenen Zirkelöffnung. 


Die Vieleckseonstructionen, die Abül Wefä mit einer Zirkelöffnung 
durchführt, sind die folgenden: 


1. Das Fünfeck, die Seite 42 als Zirkelöffnung angenommen (Cap. IL, 4). 
Fie. 1. 

Man errichtet auf 42 das Loth ZC = AD, verbindet € mit der 
Mitte 2 von AB, trägt auf DC DF—= AD ab und errichtet in der Mitte 
von ZDF ein Loth. das die Verlängerung von AD in Z triftt. Dann con- 
struirt man. das Dreieck AMZ, in dem AM — ME— ABist, und ver- 
längert 2M um AD bis Z. Ueber 4Z und 5Z construirt man die Drei- 
ecke AZ und 327, 50, dass 47, HZ  — BI mA AB ist 
ABTZAH ist dann das verlangte Fünfeck. Das Dreieck 42Z heisst „Fünf- 

ecksdreieck“. 


In der That ist DE— DC — Py5; AE— Pa VB). Es 
theilt # AZ im Verhältniss des goldenen Schnittes. Somit ist Winkel 4742 
— :R, Winkel V2A4= ER und wegen YA — MZ Winkel AZB ER. 
Da also AZ - BZ —= AE, gleich der Diagonale des gesuchten Fünfecks 


ist, ist Z ein weiterer Eckpunkt desselben. 


2. Das Achteck, die Seite 42 als Zirkelöffnung angenommen (Cap. II, 8). 
Fig. 2. 

Man errichtet die Lothe C und AD und macht sie gleich AD, ver- 
längert CA und DD über 4 resp. 3 um AD bis Z resp. Z, und errichtet 
in Z und Z auf ZZ die gleich 45 gemachten Lothe #97 und ZZ Dann 
halbirt man die Winkel zwischen /77/ und den Verlängerungen von ZU 
und Z/ und schneidet auf den Halbirungslinien 7G und 77 gleich 42 
ab. ABZIHGME ist das gesuchte Achteck. 


3. Das Zehneck, Seite 42 Zirkelöffnung (Cap. II, 11). 
Nach Construction des „Fünfeekdreiecks“ AZ theilt man den Winkel 
zwischen AZ und der verlängerten DZ in vier gleiche Theile. Die von Z 
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ausgehenden Geraden enthalten dann je zwei Eckpunkte des Zehnecks, 
welche man durch Kreise mit 12 um schon gefundene Endpunkte erhält. 


4. Ein Quadrat in einen gegebenen Kreis einzuzeichnen. Radius des 
Kreises als Zirkelöffnung angenommen (Cap. II, 4—8; fünf 
Methoden). 


5. Ein reguläres Fünfeck in den Kreis A einzuzeichnen. Radius 45 
des Kreises Zirkelöffnung (Cap. II, 10). 


Ueber den Radius 42 wird das Fünfeeksdreieck A2Z errichtet. AZ 
schneidet dann den Kreis in einer zweiten Eeke C des Fünfecks, dessen 
erste Ecke 2 ist. Die drei anderen Eeken gewinnt man, indem man den 
Winkel 34AC in vier gleiche Theile theilt. 


6. Dasselbe etwas anders gelöst (Cap. III, 11). 

Auf der Verlängerung von AD construirt man Z, wie in 2. Dann 

schlägt man um Z mit 42 einen Kreis, der den gegebenen in 7 und Z 
schneidet. 7 und Z sind zwei folgende Eckpunkte des Fünfecks; sie ent- 
sprechen Punkt 4 in 2., Fig. 1. 
Woepeke rechnet noch die Construction des regulären Sechsecks 
über 415 und die Einzeichnung eines regulären Dreiecks, Sechsecks und 
Achtecks in einen gegebenen Kreis hierher, da auch dabei nur eine Zirkel- 
öffnung verwendet wird. Doch ist in diesen Fällen die Beschränkung nicht 
erwähnt.) 


Dasselbe Manuseript, dem die obigen Constructionen entnommen sind, 
enthält noch, wie Rodet’) mittheilt, vier weitere Fünfeckseonstructionen eines 


1) Es möge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass Abül Wefä diese genauen 
Constructionen sehr wohl von angenäherten unterscheidet. Die von ihm gegebene Construction 
der Seite des regulären Siebenecks im Kreise als halber Seite des regulären Dreiecks in dem- 
selben Kreise bezeichnet er ausdrücklich als „Annäherung und nicht exacte Construction“ 
(Journ. As. 1855, p. 333). Später erscheint dieselbe Zeichnung bei Nemorarius, Lionardo und 
in der Geometria deutsch, ohne dass Zweifel an ihrer Correetheit erhoben werden (Cantor, 
Gesch. der Math. II, p. 76, 273, 414). Erst Dürer (ebenda, p. 424, 427) erkennt sie wieder 
als ungenau, er ist aber nach dem obigen nicht, wie Herr Cantor annimmt, der erste, der 
Näherungseonstruetionen mit vollem Bewusstsein ausgeführt hat. 

2) Die Bemerkung Rodet’s p. 534, dass die Construetionen mit einer Zirkelöffnung 
bei den Arabern von praktischer Bedeutung gewesen seien, weil ihre Zirkel sich nur schwer 
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unbekannten arabischen Autors, die gleichfalls mit festem Zirkel ausgeführt 
werden. Als Weite des Zirkels ist einmal die Seite, einmal die Diagonale, 
und zweimal die Höhe des Fünfecks angenommen. Aber alle vier Uon- 
structionen sind nur Näherungen, trotzdem sie theilweise äusserst verwickelt 
sind. Mindestens die Construction aus der Diagonale hätte Abül Wefä ohne 
Schwierigkeit genau ausgeführt, da die Methode dieselbe wäre, wie wenn 


die Seite als Zirkelweite gegeben ist. 


4. 

Das nun folgende halbe Jahrtausend der Geschichte der Mathematik 
bietet uns keine Beispiele von Versuchen einer derartigen Behandlung geo- 
metrischer Aufgaben. Erst um die Wende des 15. Jahrhunderts, in der Zeit 
der Hochrenaissance, die auf so vielen Gebieten auch der Wissenschaft neue 
Gesichts- und Gedankenkreise erschloss und alte, vergessene wieder eröffnete, 
stossen wir auf Versuche solcher Lösungen. Und zwar sind es die Träger 
zweier berühmter Künstlernamen, die in ihrer Vielseitigkeit mit Vorliebe 
auch mathematischen Neigungen folgend dieses Gebiet, allerdings nur flüchtig, 
gestreift haben, nämlich Lionardo da Vinei und Dürer. Wieder ist die Con- 
struction von regulären Vielecken unter Benutzung des Radius des um- 
schriebenen Kreises oder der Vielecksseite als Zirkelöffnung das gestellte 
Problem, freilieh ohne dass meist die Lösungen mathematische Correetheit 
wie bei Abül Wefä besitzen. Vielmehr stellen sie sich grösstentheils nur 
als Annäherungen dar, was für künstlerische Zwecke wohl genügen mochte. 

Geometrisch eorreet ist bei Lionardo') nur die Zeichnung des regu- 
lären Achtecks und Vierundzwanzigecks im Kreise. Um den Punkt 2 der 
Peripherie eines Kreises 4 beschreibt man mit dessen Radius einen Kreis, 
der den ersten in C schneidet, um C einen gleichen, der den ersten in 
schneidet. Trifft dann 3D den Kreis um 3 in Z, so ist Winkel ZI4D 
45° Winkel CAD 15°, wodurch die Seite des Achtecks und des Vier- 


undzwanzigecks bestimmt ist. 


genau hätten einstellen lassen, und man deshalb mit Vortheil die einmal eingestellte Weite 
beibehalten hätte, dürfte sich schwerlich beweisen lassen. Kannten doch die Araber sogar 
Kegelsehnittzirkel! 

1) Cantor, Festschr. d. math. Gesellsch. in Hamburg, 1890; Gesch. d. Math. Bd. I, p. 271. 
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Unter den mehrfachen Versuchen der Construction des Fünfecks ge- 
hört der folgende hierher. Vom Punkt 3 der Peripherie eines Kreises 4 
aus bestimme man auf ihr nach einander mit derselben Zirkelöffnung 45 
die Punkte C D und Z (als Ecken des regulären Sechsecks). Dann 
schneidet CZ den Kreis Z in W, BN den Kreis 4 in 4, und es soll C7 
die Seite des in den Kreis 4 eingezeichneten Fünfecks sein. In Wahrheit 
ist nach Herrn Cantor der zugehörige Centriwinkel 72° 25° statt 72". 

Eine höchst ungenaue, von Lionardo selbst durch beigeschriebenes 
„falso“ verurtheilte‘) Construction der Seite des Achtzehnecks im Kreise ist 
die folgende 5, GC D, EZ FG seien die Ecken eines regulären Sechsecks 
im Kreise A. Die mit demselben Radius 42 um 2 und € geschlagenen 
Kreise mögen sich noch in /7Z schneiden. Bestimmen dann ZZ und 7ZF 
auf dem Kreise 4 die Punkte J7 und /, so soll MN die Seite des Achtzehn- 
ecks sein. In der 'T'hat aber ist der zugehörige Centriwinkel 16° 26‘ statt 20. 

Bei Dürer’) findet sich ein uncorrecter, aber recht gute Resultate 
gebender Versuch der Fünfeeksconstruction mit „unverrücktem Zirkel“. 
Seien (Fig. 3) C und ZD die Schnittpunkte der um 4 und 3 mit AD be- 
schriebenen Kreise, 7, A, 3, G die Schnittpunkte eines um / beschriebenen 
gleichen Kreises mit den vorigen, Z der des Kreises 2 mit CD. Dann 
sind 4, 2 und die Schnittpunkte A und 7 von ZZ und GZ mit Kreis 2 
resp. 7 vier Ecken eines regulären Fünfecks. Die fünfte Ecke findet man 
als Schnittpunkt zweier mit 42 um A’ und /7Z geschlagener Kreise. 

Uebrigens wohl schon etwas früher wird dieselbe Lösung in der 
„Geometria deutsch“°) eines Unbekannten als Aufgabe 2 gegeben. 


!) Die Bezeichnungen apunto und falso, die Lionardo mehreren Constructionen bei- 
setzt, sind vielleicht nur als vom Standpunkte des Zeichners und Künstlers aus gemeint auf- 
zufassen, und sollen nicht auf mathematische Correetheit deuten. In der That geben die mit 
apunto beurtheilten Construetionen zeichnerisch recht gute Resultate, die mit falso beurtheilten 
sehr schlechte, die gar nicht beurtheilten mittelmässige (Cantor II, p. 275). 

2) Dürer, Underweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt. Nürnberg 
1525, p. 54. 

3) Günther, Ztschr. für Math. und Phys. XX, hist.-litt. Abt. p. 1: „Zur Geschichte der 
deutschen Mathematik im 15. Jahrhundert“. Die Zeit der Veröffentlichung der „Geometria 
deutsch“ wird dort also vor 1525, wahrscheinlich sogar vor 1500 angedeutet. Vgl. Curtze, 
Ztschr XX, p. 57. Dagegen ebendort die Ansicht von Herrn Cantor, p. 115, und Gesch. der 
Math. II, p. 413. 
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D. 

Fast zur selben Zeit aber beginnen diese Fragen die berühmtesten 
Mathematiker Italiens zu beschäftigen, und werden durch sie einer syste- 
matischeren Behandlung unterworfen, bis ihnen gegen die Mitte des 16. Jahr- 
hunderts die endgiltige Lösung des Problems der Geometrie mit constanter 
Zirkelöffnung, im allgemeinsten Sinne gefasst. gelingt. 

Wie Ferrari in dem fünften cartello gegen Tartaglia (1547) be- 
merkt, hatten sich schon seit einem halben Jahrtausend viele hervorragende 
Geister (molti bei ingegni) mit diesem Gegenstande beschäftigt; doch ist 
ihm unbekannt, wer die Frage zuerst aufgeworfen habe. Die Ansicht 
Woepeke’s, es habe die arabische Mathematik, wie für so vieles wichtigere, 
so auch zu diesem Gedanken den Italienern die Anregung gegeben, erscheint 
daher wohl ganz plausibel, aber kaum beweisbar. Besonders nennt Ferrari 
den Seipione del Ferro als in dieser Richtung thätig. Dieser in seiner Zeit 
berühmte Mathematiker, der erste Entdecker der Lösung der eubischen 
Gleichung, wird noch später bei Besprechung der Leistungen Tartaglia’s 
auf unserem Gebiete zu erwähnen sein. 

Gerade der Streit um die Lösung der eubischen Gleichung war es, 
der die Frage nach der Geometrie mit einer Zirkelöffnung dem allgemeinen 
Interesse näher rückte und auch sofort zu der hervorragendsten Leistung 
inbezug auf ihre Erledigung führte. Als Cardano, dem Tartaglia 1539 die 
Lösung der cubisehen Gleichung gegen den Eid der Geheimhaltung mit- 
getheilt hatte, unter Verletzung seines Versprechens sie 1545, allerdings 
unter Nennung Tartaglia’s, publieirt hatte, kam es 1547 —48 zu einer er- 
bitterten Fehde zwischen Tartaglia und Cardano’s Schüler Ferrari, hinter 
dem Cardano selbst stand. Es wurden sechs „Cartelli“ von Ferrari und 
ebenso viele „Risposte“ von Tartaglia veröffentlicht, und beide Gegner 
stellten sich darin, wie damals bei solchen Streitigkeiten üblich, Aufgaben, 
31 an der Zahl. Die ersten 17 nun der Aufgaben Tartaglia’s (gestellt in 
der vom 21. April 1547 datirten zweiten Risposta) beziehen sich auf die 
Geometrie mit eonstanter Zirkelöffnung. Als Lösungsfrist waren zwei Monate 
bewilligt. Erst im October 1547 beantwortete das fünfte Cartell Ferrari's 
die gestellten Fragen, aber in einem weit über sie hinausreichendem Sinne. 


Ferrari spricht es nämlich aus, dass er „dieser Erf indung alle mög- 
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liche Vollkommenheit geben wolle, indem er den ganzen 
Euclid auf diese Art beweise“ Und er fixirt die eingeführte Be- 
schränkung fast mit denselben Worten, wie es in unserer Einleitung ge- 
schehen ist, indem er statt der Forderung Euclid’s, beliebige Kreise schlagen 
zu dürfen, die beschränktere setzt. Endlich weist er darauf hin, dass, wenn 
das Versprochene geleistet sei, auch alle weiteren, nur auf Sätze des Euclid 
gestützten Lehrsätze und Probleme sich von selbst in dieser Art erledigen 
lassen; so die von Apollonius dargestellten.) 


Diese Behandlung der Frage ist übrigens der gemeinsamen Arbeit 
Cardano's und Ferrari’s zu verdanken. Cardano gibt nämlich in seinem 1550 
erschienenen Werke „de subtilitate libri XXI“ einen Abriss derselben, der 
sich direkt als sehr verkürzte, aber theilweise wörtliche Uebersetzung des 
Cartells Ferrari's erweist, mit der Bemerkung, er selbst habe dies in 
Gremeinschaft mit Ferrari in wenigen Tagen gefunden. Er überschätzte 
übrigens seine Arbeit durchaus nicht, da er sie (ebendort p. 533) mehr aus 
jugendlicher Sucht, sich zu zeigen (ostentatione juvenili), als des Nutzens 
wegen ausgeführt zu haben angiebt. Die „cartelli e risporte“ existiren 
nur noch in etwa einem Dutzend Exemplaren in italienischen Bibliotheken: 
sie sind 1876 von Giordani in Mailand neu herausgegeben worden, doch 
auch diese Ausgabe ist ziemlich selten.) Da die darin enthaltene Dar- 
stellung nun die bedeutendste und abschliessende Leistung der italienischen 


1) Literatur zum obigen: 
Ferrari und Tartaglia, Cartelli e risposte; herausgegeben von Giordani, 1876, Mailand. 
Cardano, De subtilitate libri XXI 1550. Vermehrte Ausgabe, Lyon 1554, p. 533—544. 
Tartaglia, General trattato di misure e di numeri, Parte V, p. 22; dann Buch III, 63—83, 
Venedig 1560. 
Benedetti, Resolutio omnium Euelidis problematum aliorumque adhoc necessario inventorum 
una tantummodo eireini data apertura. Venedig 15553. 
Chasles, Apercu historique, p. 213—214; Anmerkung. 
Libri, Histoire des seiences math@matiques en Italie, Bd. III, p. 121, 256. 
Günther, Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. XX, p. 9 u. 118; ebenda Curtze, p. 59. 
Gherardi, Beiträge zur Geschichte der mathematischen Facultät der Universität Bologna, über- 
setzt von Curtze, Grunerts Archiv, Bd. 52, p. 130. 
Cantor, Gesch. der Math. Bd. II, p. 485, 522. 
2) Ich verdanke die Einsicht in sie der Freundlichkeit des Herrn Antiquars Rosenthal 
in München. 
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Mathematiker des 16. Jahrhunderts in dieser Hinsicht ist, und die Art, wie 
das Gebäude des Euelid mit derart beschränkter Voraussetzung erbaut werden 
kann, auch mathematisches Interesse bietet, möchte ich den Inhalt von 
Ferrari's Abhandlung etwas ausführlicher wiedergeben. Noch ist zu be- 
merken, dass Tartaglia (Risposta V, p. 5; VI, p. 3) anerkennt, dass Ferrari's 
Lösungen von Werth seien, doch seien sie zu breit und weither geholt, 
ferner durchaus nicht alle gestellten Fragen beantwortet, übrigens die 
Lösungsfrist von zwei Monaten überschritten. In dem später erschienenen 
„General Trattato“ entblödet er sich nicht, bei Gelegenheit der Angabe 
seiner Lösungen überall ohne weiteres zu behaupten, Cardano und Ferrari 
hätten diese Probleme einestheils gar nicht zu lösen versucht, andererseits 
nicht richtig gelöst. 


6. 

Ferrari geht von der vierten Proposition des ersten Buches des 
Euclid (I, 4) aus, der Congruenz zweier Dreiecke, die zwei Seiten und den 
eingeschlossenen Winkel gleich haben; der Beweis (durch Aufeinanderlegen) 
erfährt keine Aenderung. Daraus beweist er die Gleichheit der Basiswinkel 
eines gleichschenkligen Dreiecks, A2C, indem er analog wie bei Euelid 
die Schenkel AB und AC über 3 und C um die Länge ” der Zirkelöffnung 
bis # und @ verlängert, und den vorigen Congruenzsatz auf die Dreiecke 
ACF und ABG, sowie die Dreiecke ZCF und CDG anwendet. Es folgt 
I, 8, die Winkelgleichheit zweier Dreiecke mit gleichen Seiten a, 6, c, indem 
beide mit der Basis z an einander gelegt werden. Sind die Dreiecke dann 
BCA und BCA,, so ergiebt sich der gesuchte Beweis aus dem vorigen, da 
die Dreiecke A2A, und ACA, gleichschenklig sind. Diesen Beweis führt 
Ferrari auf Proclus zurück. 

Nunmehr ist man im Stande, die Richtigkeit der gewöhnlichen Art 
der Winkelhalbirung mit den gegebenen Mitteln zu beweisen, ebenso die 
Halbirung einer gegebenen Strecke. Weiter wird gelehrt, in einem ge- 
gebenen Punkte 7 einer Geraden auf ihr ein Loth zu errichten, indem man 
beiderseits > abträgt, jede dieser beiden Strecken halbirt und um die 
Halbirungspunkte Kreise mit » beschreibt. Deren Schnittpunkt mit /? ver- 
bunden giebt das Loth. 
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Euelid I, 13, 14, 15 werden nun gemäss Theon’s Beweis ohne Zu- 
hilfenahme anderer als der bewiesenen Sätze gewonnen. 

Nun gelangt Ferrari zu Euclid I, 3 und lehrt eine kleinere Länge 
AB auf einer grösseren AC vom gemeinsamen Endpunkte beider 4 aus ab- 
tragen. Die auch von Herrn Cantor als Beispiel gegebene Construction ist 
die folgende. Winkel ZAC wird durch AD halbirt, auf 42 Z als Schnitt 
mit einem Kreise » um 2 bestimmt, dann 7 als Schnitt von IC mit einem 
Kreise um Z vom Radius » erhalten. 417 ist dann bei geeigneter Wahl 
des Schnittpunktes / gleich 45. Der Beweis, von Ferrari nur angedeutet, 
fällt mit dem der Congruenz zweier Dreiecke zusammen, die zwei Seiten 
und den einer denselben gegenüberliegenden Winkel gleich haben. Man 
beweist durch Umlegen des Dreiecks ADEZ um AZ die Existenz eines 
reellen Schnittpunktes /, sowie dass er bei Abzählung der Schnittpunkte 
des Kreises Z mit AD und AC von 4 aus, dieselbe Nummer wie 2 erhält, 
Schneidet übrigens der Kreis um 2 AD nicht, so wird der Winkel ZAD 
nochmals halbirt und so fort. Da nun ein gleichschenkliges Dreieck über 
einer gegebenen Basis leicht construirt werden kann, ist auch I, 2 (von 
einem gegebenen Punkte / aus eine Linie von gegebener Länge ZC ab- 
zutragen) und 1,3 (das allgemeine Abtragen einer Strecke PC auf DE von 
D aus) zu leisten. Das letztere geschieht durch Errichtung des Mittellothes 
auf 3D, das die Verlängerung von PC in A schneidet, durch Abtragen 
von AC auf AD, wodurch man 417 erhält, und Abtragen von DF auf DE. 

Eine Reihe weiterer Propositionen des Euelid — I, 16—21, 26—30 


können nun in der gewöhnlichen Art bewiesen werden. 

Es folgt I, 23, an eine gegebene Gerade 1 in einem gegebenen 
Punkte 7 einen gegebenen Winkel CDZ abzutragen. Auf DC sei DF—r 
abgeschnitten, auf DE G so bestimmt, dass #G — > ist. 2G wird nun 
auf 12 abgetragen, und möge 1/7 sein; dann gewinnt man Punkt A als 
Schnittpunkt zweier um 7 und /Z mit der Zirkelöffnung » geschlagenen 
Kreise. Winkel AA7 ist dann gleich CDZ. Stumpfe Winkel halbirt 
Ferrari zuerst. 

Die Gleichheit der Schenkel in einem Dreieck mit gleichen Basis- 
winkeln (I, 6) wird bewiesen, indem das zweimal gezeichnete Dreieck mit 
sich selbst, aber in verschiedener Richtung gesehen, zur Deckung gebracht 
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wird. Nun wird I, 7, 24, 25, 31, 32 wie bei Euelid gegeben, worunter 31, 
das dureh Antragen von Winkeln möglich gewordene Ziehen von Parallelen, 
wichtig ist. Durch Antragung der einem gleiehseitigen Dreieck von der 
Seite » entnommenen Winkel erfolgt die Construction eines gleichseitigen 
Dreiecks von beliebiger Seitenlänge (I, 1). 

Ein Loth wird von A auf 3C gefällt (I, 12), indem man die Parallele 
durch 1 zieht und auf ihr das Loth errichtet. 

Die übrigen Sätze des ersten Buches der Elemente, 33—48, können 
jetzt wie bei Euclid erledigt werden, nur I, 22, die Construction eines Drei- 
ecks aus den drei Seiten,') ist ausgenommen. Ferner ist auch im zweiten 
Buche nur II, 14, die Herstellung eines Quadrates, das einer gegebenen 
geradlinigen Figur flächengleich ist, mit unseren Mitteln nicht wie bei Euelid 
lösbar; und verlangen III, 1—16, sowie das ganze fünfte Buch keine Aende- 
rung (unter Voraussetzung der Existenz und des Gegebenseins der Kreise, 
um die es sich handelt). Auch VI, 1—12 werden nicht geändert; darunter 
befinden sich auch die Aufgaben, die dritte, resp. vierte Proportionale 
zu finden. 

VI, 13 lehrt die mittlere Proportionale zwischen AC und CP finden. 
Ferrari benutzt zum Beweise seiner Construction den Satz, dass der Winkel 
im Halbkreis ein Rechter ist (III, 31), was in der gewöhnlichen Art aus 
schon Bewiesenem folgt. Die Construction wird zuerst für zwei Längen 
CK und CG durchgeführt, die sich verhalten wie CA zu CP, und deren 
Summe 2 ist; dann in die gewünschte Grösse umgesetzt. Man errichtet 
(Fig. 4) in C das Loth CD, zieht 41/7 beliebig, so dass 4/7 — 2r ist, zieht 
durch C zu BZ eine Parallele, die 47 in Z schneidet, trägt ZF— CG, 
EA — CK auf AB ab, schlägt über der Mitte von AG einen Halbkreis 
mit», der CD in Z schneidet, und erhält die gesuchte mittlere Proportionale 
zwischen CA und CA in CJZ, wenn J7 der Schnittpunkt von CD mit einer 
durch 3 zu GZ gezogenen Parallelen ist. 

Damit ist auch II, 14 gelöst; ebenso der ganze Rest von VI mit 
Ausnahme des letzten Satzes. 

Jetzt endlich gelangt Ferrari zur ersten der ihm von Tartaglia ge- 
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stellten Aufgaben: eine Tangente von einem Punkte 4 ausserhalb an einen 
Kreis C zu ziehen (III, 17). Er construirt zunächst die Länge der Tangente 
als mittlere Proportionale zwischen den von -/ und den Schnittpunkten von 
AC mit dem Kreise begrenzten Strecken (also AC+ R und AC—X, wenn 
R der Radius des Kreises ist), dann ein rechtwinkliges Dreieck aus X und 
der Tangente als Katheten, und trägt dessen einen Winkel in C an AC an. 
Der Schnittpunkt des freien Schenkels mit dem Kreise ist der Berührungs- 
punkt der Tangente. 


Buch III wird nun vollständig erledigt, ohne Anderungen zu er- 
heischen; einzig 25 und 33, die direkt Zeiehnung von Kreisen verlangen, 
können, wie Ferrari ausdrücklich bemerkt, nur insofern gelöst werden, als 
der Mittelpunkt, der Radius, und beliebig viele Punkte der Kreise (die 
letzteren unter Zuhilfenahme der Verkleinerung des Ganzen auf den Normal- 
kreis) gefunden werden können. Auch VI, 33 bietet jetzt keine Noth- 
wendigkeit von Aenderungen. 


Buch I— II, V, VI sind also mit Ausnahme von I, 22 erledigt. 


Es folgt das vierte Buch. 


IV, 1, eine gegebene Strecke C/ in einen gegebenen Kreis vom 
Radius 12 einzutragen, wird durch Herstellung eines Dreiecks von der 


2, BD & — 
Basis — —_ und den Schenkeln », und Antragen des Winkels an dessen 
L > gi 


Spitze an den Mittelpunkt des gegebenen Kreises als Scheitel construirt. 


Nun endlich. wird I, 22 auf ungemein geistreiche Art gelöst. Statt 
sofort das Dreieck mit den Seiten @<d5<c zu suchen, construirt Ferrari 


zuerst ein ähnliches mit den Seiten DE — r: ZF—r e FD_—_r‘. Denkt 


[74 a 
er sich nämlich (Fig. 5) um 2 mit » einen Kreis beschrieben, und ist G 
der zweite Schnittpunkt von 7 mit dem Kreise, so gilt der Sehnensatz 
EF.FG — (r— DF)(r+ DF). Demnach ist 7G als vierte Proportionale 
zu drei gegebenen Längen bekannt, also auch die ganze Sehne ZG, die 
daher in den Kreis 2 von Z aus eingetragen werden kann. Punkt / be- 


stimmt sich dann durch Abtragen von »° auf ZG. Das eigentlich ver- 
a 


Nova Acta LXXL Nr.3. 12 
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langte Dreieck ist nun, da seine Winkel bekannt sind, dureh Antragen der- 
selben an z zu finden. 

Weiter leitet Ferrari noch IV, 10 ab, die Constrüction eines gleich- 
schenkligen Dreiecks mit doppelt so grossem Basiswinkel als Winkel an 
an der Spitze, was nach II, 11 und der vorigen Aufgabe keine Schwierig- 
keiten mehr macht. 

Der Rest des vierten Buches, ebenso das siebente bis dreizehnte und 
die beiden zugefügten, können nun ohne Aenderung nach Euclid gegeben 
werden; die um- und einbeschriebenen Kreise können natürlich nur nach 
Mittelpunkt und Radius bestimmt werden. 

Somit ist das ganze Gebäude Euclid’s vollendet. 

Eine zugefügte Bemerkung Ferrari’s zeigt uns, dass er die grund- 
legende Bedeutung der Aufgabe, den Schnitt eines nach Mittelpunkt und 
Radius gegebenen Kreises mit einer gegebenen Geraden zu finden,') erkannt 
hat. (Die zweite grundlegende Aufgabe, den Schnitt zweier nach Mittel- 
punkt und Radius gegebenen Kreise zu finden, ist vorher als Construction 
eines Dreiecks aus den drei Seiten behandelt worden.) Er fügt nämlich 
nach Beendigung seiner ganzen Darstellung eine zweite Construction des 
rechtwinkligen Dreiecks aus Hypotenuse und einer Kathete zu, und erwähnt 
schliesslich nochmals ausdrücklich, dass, so oft man eine Senkrechte in 
einem Punkte einer Geraden „bis zum Kreisumfang“ errichten wolle, man 
das wie in VI, 13 gezeigt machen müsse. Noch deutlicher weist Uardano’s 
Uebersetzung darauf hin, dass er sich der Bedeutung dieser Aufgabe in 
unserem Sinne bewusst war, die er so formulirt: „In irgend einem Punkte 
eines Durchmessers eine Senkrechte auf ihm zu errichten, die bis zum Durch- 
schnitt mit der Peripherie des Kreises reicht“. 

Ferrari schliesst mit einer Inveetive auf Tartaglia und Lobsprüchen 
auf Cardano; überhaupt ist der Ton der Cartelli und Risposte höchst per- 


sönlich und beleidigend. 


FIR 
Nachdem wir so die Leistungen Ferrari's genau besprochen haben, 
wenden wir uns zu einer kurzen Erörterung dessen, was sein Gegner 
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Tartagla auf diesem Gebiete gethan hat. Publieirt wurde die Arbeit 
Tartaglia's erst im „General trattato di misure e di numeri“ und zwar in 
dem 1560, drei Jahre nach dem Tode Tartaglia's erschienenen zweiten 
Bande, parte V. Doch ist ersichtlich die Redaetion noch von Tartaglia 
ziemlich zu Ende geführt worden, der schon in seiner fünften Risposta 
(1548) bemerkt, dass nur die Unmöglichkeit, einen Drucker zu finden, die 
Herausgabe seiner Lösungen verhindert habe. Dem Zeitpunkte der Ver- 
öffentlichung nach also wäre Tartaglia’s Arbeit hinter die später zu er- 
wähnende seines Schülers Benedetti (1553) zu stellen; da aber die 1547 
gestellten Aufgaben Tartaglia im Besitze der hierher gehörigen Lösungen 
zeigen, stellen wir ihn voran. 

Unter diesen Aufgaben sind, um den Stand von Tartaglia's Wissen 
in dieser Beziehung 1547 hervorzuheben, folgende erwähnenswerth: 

1. Construction der Tangente an einen Kreis von einem Punkte 
ausserhalb (Euelid III, 17). 

2. Zeichnung einer Figur, die einer gegebenen ähnlich, einer zweiten 
gegebenen inhaltsgleich ist (VI, 25). 

8. und 9. Drei verschiedene erste Binomialen') resp. vierte Apo- 
tomen?) zu finden. und aus ihnen ein Dreieck zu construiren, wenn die 
Zirkelöffnung rational angenommen ist.’) 

10. Die Seiten der fünf regulären Polyeder aus dem (von der Zirkel- 
öffnung verschiedenen) Radius der umschriebenen Kugel zu finden (XIII, 15). 


1) D.h. Ausdrücke von der Form «+ vb, wo «—b?—=c?, a, b, ce rational und 5 
kein Quadrat ist (X, 49). 

2) D. h. Ausdrücke von der Form a—yb, wo a und b rational sind, und weder 5b 
noch a?—b eine Quadratzahl ist (X, 86). 

3) Man kann wohl nicht annehmen, dass die Aufgaben 8. und 9. nur specielle Drei- 
ecke verlangen, derart, dass sie sich ohne Kenntniss der allgemeinen Regel construiren lassen. 
Uebrigens dürfte die Auffindung solcher schwer sein, da z. B. ein rechtwinkliges Dreieck aus 
drei verschiedenen ersten Binomialen nicht zusammengesetzt werden kann. Die Speeialisirung 
macht auf mich mehr den Eindruck einer dem Gegner gestellten Falle. — Im General 
Trattato wird die Construction des Dreiecks aus den drei Seiten unter Nr. 40, die Lösung 
von 8) und 9) unter Nr. 57 und 60 gegeben, wo fälschlich Nr. 39 ‚statt Nr. 40 eitirt ist. 
Augenscheinlich ist nach Feststellung der Nummerirung noch eine Aufgabe eingeschoben 
worden, ohne dass überall die eitirten Nummern dementsprechend geändert wurden, da sich 
mehr als zwanzig Mal falsche Citate derselben Art, z. B. 17 statt 18, finden. 
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11—13. Dreiecksconstructionen, die auf der Construction des regu- 
lären Fünfecks beruhen (z. B. 11 mit Winkelverhältniss 2:3:10). 

14—17. Vier Aufgaben über Kegelschnitte. 

Aus dieser Aufzählung sieht man, dass Tartaglia 1547 alle wichtigeren 
Constructionen des Euclid ausführen konnte. Er konnte ein Dreieck aus 
den drei Seiten construiren, was zweifellos die meisten Schwierigkeiten bot, 
und viele andere Constructionen voraussetzte, ferner vermochte er, was 
Lionardo und Dürer nicht richtig zu thun im Stande waren, ein reguläres 
Fünfeck herzustellen. Endlich war er, wie schon Herr Cantor') hervorhob, 
der Erste (obwohl nicht der Einzige), der auch Constructionen von Auf- 
gaben über Kegelschnitte in diesen Bereich zog. 

Ferrari weist in seiner Antwort darauf hin, dass seine allgemeine 
Construction eine Behandlung von 8. und 9. unnöthig mache, 11.—13. nach 
Herstellung des Fünfecks keine Schwierigkeiten biete und 14.—17. sich bei 
Archimedes und Apollonius allein mit Euelid’s Mitteln gelöst fänden, so 
dass er sich deren Behandlung ersparen könne. 

Im General Trattato giebt Tartaglia ein von dem Ferrari’s durchaus 
verschiedenes, geordnet aufgebautes System von Lösungen aller Auf- 
gaben des Euclid, aus denen ferner, wie bemerkt, sich die Lösungen von 
unzähligen anderen ableiten lassen. Nach dem Obigen ist wohl voraus- 
zusetzen, dass er schon 1547 über diese Kenntnisse verfügte. Daran, wie 
Ferrari es gethan, unter der angenommenen Beschränkung auch die Lehr- 
sätze zu beweisen, scheint er (wie ebenso Benedetti später) gar nicht 
gedacht zu haben; es ist dies auch ein weit schwierigeres Beginnen. 

Im Ganzen zeigen Tartaglia's Darlegungen und die von ihm ge- 
wählte Folge der Probleme, deren jedes mit Hilfe der früheren lösbar ist, 
ein volles, klares Beherrschen des Stoffes; einzelnes Fehlerhafte in den 
Figuren (z. B. p. 66, Aufgabe 8) und in den Citaten’) ist wohl auf Rech- 
nung des Herausgebers Curtio Traiano zu setzen. Er erklärt übrigens 
ähnlich wie Cardano das Ganze nicht des praktischen Nutzens wegen, 
sondern „per mostrarsi intelligente e differente dagli altri“, um sich als 
geistvollen und anderen überlegenen Mann zu zeigen, unternommen zu haben. 


!) Cantor, Gesch. der Math. Bd. II, p. 487. 
2) Siehe Anmerkung 3, p. 87. 
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Tartaglia hat nach Möglichkeit die Reihenfolge Euelid’s bewahrt, 
aber natürlich nothwendiger Weise oft Umstellungen vornehmen müssen. 
Er beginnt mit der Construction eines gleichseitigen Dreiecks über einer 
gegebenen Strecke (I, 1), die er mit Hilfe der Construction zweier solcher 
von der Seite » an beiden Endpunkten der Strecke ausführt. Dann lehrt 
er, durch 4 zu 2C eine Parallele zu ziehen, indem er (Fig. 6) auf ZC 2 
so abschneidet, dass AD — r ist, AD über 2 hinaus bis Z um sich selbst 
verlängert, Z auf 2C dadurch bestimmt, dass Zr ist, und Z7 über 
F um sich selbst, bis G verlänget. 4G ist dann parallel zu 2C. 
Schneidet der Kreis um 4 DC nicht, so müssen zwischen 4 und DC 
liegende Parallele zur letzteren als Vermittlung construirt werden. 

Dann folgt das Fällen eines Lothes auf eine Gerade von einem 
Punkte ausserhalb, das Abtragen von Strecken und Antragen von Winkeln, 
was ähnlich wie bei Ferrari, nur etwas mehr pedantisch geschieht. Hübsch 
ist die Construction eines Parallelogramms, das einem gegebenen Dreieck 
inhaltsgleich sein soll und von dem eine Seite und die Winkel gegeben 
sind. Sie geschieht, indem man ein dem Dreieck gleiches Parallelogramm, 
das die gegebenen Winkel enthält, über der halben Basis des Dreiecks 
zwischen dieser und der Parallelen durch die Spitze herstellt, zur halben 
Basis die gegebene Seite des Parallelogramms zufügt, und über der Summe 
beider ein Rbomboid mit‘ den gegebenen Winkeln zeichnet. Das dem vor- 
her construirten im Rhomboid jenseits der Diagonale gegenüberliegende 
Parallelogramm ist das verlangte. Der goldene Schnitt wird bei Ferrari 
ausgeführt, ebenso die mittlere Proportionale durch Reduction auf den 
Normalkreis gefunden. 

Dann construirt Tartaglia die Tangente vom Punkte 3 an den Kreis 
1, indem er den Schnittpunkt Z der Polare (in moderner Ausdrucksweise) 
mit dem enthaltenden Durchmesser C/ daraus findet, dass CZDD vier 
harmonische Punkte sind; d.h. er theilt CZ im Verhältniss CA zu DD. 
In ganz ähnlicher Weise lehrt er eine Sehne 3C in einen Kreis 1 ein- 
tragen, in dem er den Fusspunkt ZD des von 2 auf den Durchmesser CZ 
gefällten Lothes dadurch bestimmt, dass CD,CE == PC” ist. Die Con- 
struction des regulären Fünfecks erfolgt mittelst des goldenen Schnittes. 

Die zweite der dem Ferrari gestellten Aufgaben, ein Vieleck einem 
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gegebenen inhaltsgleich, einem zweiten ähnlich zu zeichnen, wird durch Ver- 
wandlung der beiden gegebenen in Quadrate und Aufsuchen der vierten 
Proportionalen zu einer Seite des zweiten gegebenen Vielecks und den 
Quadratseiten gelöst. Ueber der gefundenen vierten Proportionalen ist nur 
noch ein Vieleek, ähnlich dem zweiten gegebenen zu zeichnen. 

Es folgen die beiden wichtigsten Constructionen. Erstens die, von 
einem grösseren Quadrat von der Seite a ein kleineres von der Seite 5 ab- 
zuziehen (d. h. die Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kreise zu finden) 


. : : = Die n 
Dies geschieht, indem man dureh Eintragen der Sehne 27. in den Normal- 
a 


kreis » die Differenz ar’ —(2r £ ) als Quadrat über der zweiten Kathete 
[44 


{ > > 6 & 
im Dreieck von der Hypotenuse 2 und der Kathete 2. - darstellt; und die 
a 


gefundene zweite Kathete im Verhältniss @:2r vergrössert. Zweitens die 
Construction eines Dreiecks aus den drei Seiten a, ö, ce. Nennt man die 
Höhe auf c A,, und die Stücke, in die sie c theilt, x und c—x, so hat zu- 
erst die Construction von x — & ee und dann die von 7, — V#—..? 
it 
zu erfolgen, wodurch die Spitze des Dreiecks nach Festlegung der Basis 
bestimmt ist. Natürlich sind diese Formeln bei Tartaglia nicht explieit hin- 
geschrieben, sondern müssen aus seiner Construction herausgelesen werden. 

Nun ist, wie Tartaglia anmerkt, Buch I—IV, sowie Vl, erledigt, 
mit Ausnahme der Constructionen von Kreisen, bei denen er aber nicht, wie 
Ferrari, die Möglichkeit der Construction von Mittelpunkt, Radius und be- 
liebig vielen Punkten bemerkt. Auch Buch X lasse sich von jedem ge- 
wöhnlichen Geiste nun in der Art Euelid’s behandeln, doch gebe er diese 
Aufgaben mit einigen (übrigens geringfügigen) Aenderungen. Hier finden 
sich auch die beiden als Aufgaben 8. und 9. dem Ferrari gestellten Drei- 
eekseonstructionen aus drei Seiten behandelt. 

Die Seiten der regulären Polyeder findet Tartaglia aus dem Radius 
der umschriebenen Kugel, indem er zuerst diesen gleich der Zirkelöffnung » 
annimmt und dann die gefundenen Seiten im Verhältniss von » zu gegebenem 
Kugelradius A vergrössert, sonst ganz wie Euclid. 


Endlich wären noch Tartaglia's Kegelschnitteonstructionen zu be- 
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sprechen. Es scheint uns aber eine grössere Leistung, dass Tartaglia zu- 
erst auf den Gedanken kam, solche Aufgaben in dieser Art zu behandeln, 
als dass er die Lösungen wirklich ausführte. Denn die Ausführung ist nach 
der Erledigung des Euclid genau so wie bei Apollonius resp. Archimedes 
zu leisten. 

Die gegebenen Kegelschnittconstruetionen sind die folgenden: 

Die Differenz zweier von je einer Parabel und einem Lothe auf 
deren Axe begrenzten Flächenstücke in en Quadrat zu verwandeln. 

Eine Tangente an eine Hyperbel resp. Ellipse zu construiren, die mit 
der Richtung der grossen Axe einen gegebenen Winkel bildet (Apoll. II, 50) 

Eine Tangente an eine Hyperbel zu construiren, die mit dem Durch- 
messer der Hyperbel durch den Berührungspunkt einen gegebenen Winkel 
bildet (Apoll. II, 51). 

Erwähnt möge schliesslich der auffällige Umstand werden, dass, wie 
Tartaglia besonders durch seine Antheilnahme an der Lösung der eubischen 
Gleichung und seine Beschäftigung mit der Geometrie mit eonstanter Zirkel- 
öffnung bemerkenswerth ist, so gerade die Beschäftigung mit denselben 
beiden Gegenständen das Einzige ist, was uns von dem früher genannten 
Seipione del Ferro berichtet wird. Liesse sich also die Ansicht Herrn 
Cantors') beweisen, dass Tartaglia die Lösung der cubischen Gleichung 
den hinterlassenen Papieren del Ferro’s entnommen hat, so könnte man 
vielleicht geneigt sein, anzunehmen, dass auch jene Constructionen dem 
Nachlasse del Ferro’s entstammen. Möglich wäre dies bei Tartaglia’s 
Character wohl, und die Zurückhaltung der Lösungen bis an’s Ende seines 
Lebens liesse sich auch in dieser Art erklären. 


8. 

Der dritte italienische Mathematiker, der die Lösung der Aufgabe, 
Euclid’s Constructionen mit einer Zirkelöffnung auszuführen, gab, war 
Benedetti. Er war Tartaglia’s Schüler, will aber bei diesem Lehrer nur 
die ersten Elemente der mathematischen Wissenschaften gelernt haben. In 
der That weicht sem System von Lösungen genug von dem Tartaglia's ab, 


1) Cantor, Gesch. der Math. Bd. II, p. 472. 
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um annehmen zu lassen, er habe es selbständig gefunden. Das geht auch 
aus einer bei Gelegenheit der Construction eines Dreiecks aus den drei 
Seiten von ihm gemachten Bemerkung hervor, die nach Angabe des Tages, 
an dem er „deo dante* die Lösung (übrigens dieselbe wie bei Tartaglia) 
gefunden, stolz darauf hinweist, dass alle alten oder neueren Mathematiker 
es für unmöglich gehalten hätten, diese Aufgabe mit einer Zirkelöffnung zu 
construiren. Er kannte also auch Ferrari's Lösung nicht, was. bei seiner 
Jugend (er war damals 23 Jahre alt) nicht erstaunen kann. Ausserdem 
kann man auch die bisweilen sehr schwerfällige Genauigkeit und Müh- 
seligkeit seiner Behandlung aller Einzelfälle als Beweis für seine Selb- 
ständigkeit auffassen. 

Benedetti’s „Resolutio omnium Euelidis problematum aliorumque ad 
hoc necessario inventorum una tantummodo eireini data apertura“ erschien 
1553 in Venedig. Die Dedication enthält interessante Erörterungen inbezug 
auf Mechanik. Die Figuren sind recht schlecht. 

Benedetti lehrt zuerst ein Loth auf 412 in A zu errichten. Man 
schneide auf 412 von A aus AC und AD gleich » ab, construirt die gleich- 
seitigen Dreiecke ACZ und ADF, sodann ZFG und erhält in AG das 
verlangte Loth. Dann lehrt er eine Länge verdoppeln und halbiren. Nun 
kann er auch von I] ein Loth auf 3C fällen, indem er AP über A um 
sich selbst bis / verlängert und 2C in Z halbirt und in A auf AZ das 
Loth errichtet. Komischer Weise will er in der folgenden Aufgabe eine 
Parallele durch 4 zu 2C ziehen lehren, indem er, wie eben gezeigt, das 
Loth von A auf 3C fällt und in 1 auf ihm die gesuchte Parallele (natür- 
lich die AZ der vorigen Construction) als Loth errichtet! 

Um eine kürzere Strecke 12 von einer längeren DZ abzuschneiden, 
verschafft sich Benedetti zuerst das Parallelogramm ABRCD, wo also CD 
gleich AB ist, schlägt mit » um D einen Kreis, der DC und DZ in # 
und G schneidet, zieht /G und dazu parallel C/7; dann ist AZ — AB, 
also die verlangte Abtragung geleistet. 

Die weiteren Constructionen Benedetti's sind meist nur wenig von 
denen Euelid’s verschieden, und stimmen dem Gedanken nach bei Ab- 
weichungen mit Tartaglia's oder Ferrari’s Construetionen überein. 

techt hübsch ist die Art, wie er eine Strecke J7//V von einem Punkte 
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D der Peripherie des Kreises 4 aus in diesen als Sehne einträgt. Er trägt 


nämlich auf dem Durchmesser durch 2 von 4 aus beiderseits die Strecke 


MN ; > ; x 
—, ab und errichtet in deren Endpunkte auf dem Durchmesser Senkrechte, 


je] 


die den Kreis in C und D schneiden. Dann zieht er durch 3 eine Par- 
allele zu AC, die den Kreis in Z schneide. Dann ist ZZ= CD— MN 
die gesuchte Sehne. 

Endlich sei noch die Aufgabe erwähnt, eine Strecke 17V so auf 
einer anderen 13 senkrecht aufzustellen, dass sie die mittlere Proportionale 
zwischen den beiden Abschnitten von AD ist. Es ist also, algebraisch ge- 
sprochen, x aus x(@— x) — 9° zu finden. Dies geschieht durch Reduetion 
auf den Normalkreis. Man schlägt diesen (Fig. 7) um die Mitte C von 42; 
seine Schnittpunkte mit 12 mögen 2 und Z heissen. Dann zeichnet man 
AF = MN senkrecht zu AD, zieht 7C, ferner das Loth.in 2 auf 42, 
das #C in G schneide, durch G die Parallele zu 42, die den Kreis in 77 
schneide, AA und ZA parallel zn 27 und ZA. Fällt man nun das 
Loth AZ auf 43, so hat, ÄXZ die verlangte Länge MV, und es ist 
WR PNPNBP: 

Noch andere Beispiele der Art Benedetti's zu construiren, anzuführen, 
wäre wohl überflüssig; auch dürften die gegebenen die am meisten charak- 
teristischen sein. Jedenfalls hat auch er ein vollständiges System der 
Lösungen aller Euelidischen Aufgaben gegeben, steht also ganz auf 
Tartaglia’s Standpunkt, ohne den Ferrari’s, der auch die Lehrsätze unter 
jener Beschränkung entwickelte, zu erreichen. 

Damit schliesst die Reihe der italienischen Mathematiker, die im 
16. Jahrhundert diesen Gegenstand behandelten. Es wären höchstens einige 
Curiositäten noch zu erwähnen.) Als solche z. B. anzusehen ist die von 
Daniel Schwenter’) gegebene Lösung des Problems, mit gegebener Zirkel- 
öffnung » Kreise vom Radius «<r zu beschreiben, was nämlich durch Er- 
richten einer Senkrechten im Mittelpunkte des gewünschten Kreises auf 
dessen Ebene, und Einsetzen der einen Zirkelspitze in der Höhe VYr’— a’ 


!) Die hier gegebenen Notizen sind meist den Aufsätzen von Herrn Günther, Ztschr. 
für Math. u. Phys. Bd. XX entnommen. 
2) Schwenter, Deliciae physico-mathematicae, Nürnberg 1636, p. 131. 
Nova Acta LXXI. Nr.3. 13 
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auf derselben geschehen soll! Derselbe Schwenter versucht es ferner, das 
Ziehen von Parallelen und die Theilung von Strecken mit unverrücktem 
Zirkel zu bewerkstelligen, ohne zu richtigen Construetionen zu kommen. 
Auch die Art, wie Mydorge') ein Loth auf 12 in A errichtet, kann hierher 
gerechnet werden. 


Weiterhin wäre der von dem Jesuiten Kochanski”) angegebene zur 


. iger) 1 f 
Construction von x dienende Ausdruck x — Ware e) zu erwähnen, 
v3 


der, wie Kunze’) bemerkt, mit festem Zirkel construirbar ist. Endlich findet 
sich in einem Briefe eines sonst unbekannten mathematischen Dilettanten 
Bernet von Lambert‘) eine Construction des Fünfecks mit constanter Zirkel- 
öffnung, die sich aber von dem früher angegebenen nicht wesentlich unter- 
scheidet, übrigens nicht vollständig durchgeführt ist. 


2) 

Endlieh ist noch die Lösung des Problems der Geometrie mit einer 
Zirkelöffnung zu besprechen, die in neuerer Zeit Woepeke bei Gelegenheit 
der Darstellung der geometrischen Constructionen des Abül Wefä giebt.) 
Er nimmt in Anlehnung an Steiner dieselben Fundamentalaufgaben wie 
dieser‘) an, zu denen er nur merkwürdiger Weise die Aufgabe, die Sehnitt- 
punkte zweier dureh Mittelpunkt und Radius gegebenen Kreise zu finden, 
nieht zählt. Interessant ist die Lösung von (2), eine Parallele zu Z dureh 
P zu ziehen, (4), in 7 einen gegebenen Winkel an Z anzutragen, und von 
(7), die Schnittpunkte einer Geraden Z mit dem Kreise vom Mittelpunkt € 
und Radius A zu finden. 

Um (2) zu lösen, schlägt er um / mit der gegebenen Zirkelöffnung 
r einen Kreis, der Z in A und 2 schneidet, und halbirt den Winkel zwischen 
PA und der Verlängerung von /2 über 7 hinaus. 


!) Mydorge, Aufgaben. Siehe Henry Bulletino Boncompagni, Bd. XVI, p. 515. 

2) Kochanski, Observationes eyelometrieae. Acta Eruditorum. Lipsiae. 1685. p. 397. 
3) Kunze, Lehrbuch der Geometrie. 1851. p. 279. 

4) J. H. Lambert’s gelehrter Briefwechsel. Bd. II. Berlin 1782. p. 298. 

5) Journal Asiatique, 1855 Febr.-März, p. 228. 

6) Siehe 8. 75. 
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Um den Winkel ZAC m P an Z anzutragen, zieht er (Fig. 8) AD 
parallel Z, halbirt den Winkel CAD durch IE und zeichnet den Winkel 
197 gleich dem doppelten ZAAZ. Eine Parallele zu 147 durch 7 bildet 
mit Z den Winkel DAC 


Zur Behandlung von (7) fällt er (Fig. 9) vom Kreismittelpunkte C 
aus das Loth CP? auf Z, trägt dann den Kreisradius A als CA in beliebiger 
Richtung von C aus ab und zieht 47. Ein um € mit der Zirkelöffnung 
geschlagener Kreis schneidet CA in 2; man ziehe nun durch 2 eine Pa- 
rallele zu AP, die CP? in © schneidet, zieht durch © eine Parallele zu Z, 
die den Normalkreis in 47 und /V schneidet, und findet die gesuchten 
Schnittpunkte von Z mit dem um C mit % geschlagenen Kreise als die 


Schnittpunkte von A7C und VC mit Z. Diese Lösung ist sehr elegant. 


Die anderen Lösungen Woepcke's fallen mit schon von den Italienern 
(die er übrigens nicht gekannt zu haben scheint) gegebenen zusammen. 
Auch Woepeke behandelt nur die Aufgaben, nicht die Lehrsätze des Euelid. 


10. 


Das Problem der Geometrie mit constanter Zirkelöffnung war von 
den italienischen Mathematikern abschliessend gelöst worden: Ferrari und 
Cardano hatten gezeigt, dass er möglich ist, die gesammte Geometrie auf- 
zubauen, wenn die Möglichkeit zugegeben ist, in der Ebene Kreise von be- 
stimmter Grösse in beliebiger Lage zu zeichnen. Fin anderes, aber mit 
dem vorigen Aehnlichkeit besitzendes Problem behandelte im Anfang dieses 
Jahrhunderts Poneelet'‘), nämlich das, alle sonst mit Zirkel und Lineal aus- 
geführten CUonstruetionen nur mit Benutzung eines in der Ebene der Zeich- 
nung gegebenen festen Hilfskreises und des Lineals durehzuführen. Die 
auferlegte Beschränkung (es ist nur ein Kreis mit seinem Mittelpunkt der 
Grösse und Lage nach gegeben), geht also über die der eigentlichen Geo- 
metrie mit constanter Zirkelöffnung hinaus; aber andrerseits wird auch 
weniger verlangt, nämlich nur Oonstruction der Aufgaben, nicht Beweis der 
Lehrsätze der Geometrie. Letzteres Problem hat sich weder Poncelet, noch 


!) Poncelet, Trait€ des proprietes projeetives des figures. Paris 1822. $ 353. 
13* 
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später Steiner gestellt, auch dürfte dasselbe unter der angegebenen Be- 
schränkung kaum lösbar sein. 

Poneelet hat übrigens seine Aufgabe noch allgemeiner gefasst.') in- 
dem er zwei Kreisperipherieen und einen Punkt der Potenzlinie oder der 
unendlich fernen Geraden als gegeben annimmt. Dann sind die Aehnlich- 
keitspunkte der Kreise bestimmt, indem man von dem gegebenen Punkte 
aus die Tangenten an die Kreise zieht und die Berührungspunkte kreuz- 
weise verbindet. Die beiden Kreiseentra sind nun leicht zu finden. Im 
speciellen Falle zweier concentrischer Kreise ist der Mittelpunkt direkt be- 
stimmbar. Ein noch speciellerer Fall ist es, wenn eine Kreisperipherie mit 
dem Centrum gegeben ist. 

Poncelet unterlässt es, eine systematische Behandlung der geo- 
metrischen Aufgaben zu geben; er betrachtet aber das Problem mit Recht 
als vollständig gelöst, da man, wie er sagt, „nach Construction der Aehn- 
lichkeitspunkte vermittelst des Hilfskreises durch Anwendung des Lineals 
alles inbezug auf einen zweiten Kreis gewünschte erhalten kann“. Dem- 
nach schliesst er, dass „jede Aufgabe zweiten Grades, die man mittelst 
Lineal und Zirkel in der Ebene gelöst hat, oder künftig lösen wird, sich 
mittelst des Lineals lösen lässt, wenn ein Kreis in der Ebene gezeichnet 


vorliegt und sein Centrum gegeben ist“. 


14: 


Die vollständige Erledigung des von Poncelet gestellten Problems 
in Form einer systematischen Darstellung gab Jacob Steiner.’) Er bemerkt 
in seiner Einleitung, es sei schon „von einigen die Vermuthung ausgesprochen 
worden“, dass das Problem wirklich lösbar sei. Bezieht sich dieser Aus- 
druck auf Poncelet (und man muss wohl annehmen, dass der 11 Jahre 
früher erschienene Trait€ des proprietes projeetives Steiner bekannt war), 
so ist damit ohne Zweifel zu wenig gesagt. Poncelet vermuthet nicht die 


1) Poncelet a. a. O. $ 255. 

2) Jacob Steiner: Die geometrischen Constructionen ausgeführt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf höheren Unterrichtsanstalten und zur 
praktischen Benutzung. Berlin 1833. Gesammte Werke I, p. 461. Auch in Ostwald’s 
Classikern als Nr. 60 erschienen. 
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Lösbarkeit des Problems, sondern behauptet und beweist sie, wenn auch 
letzteres in nicht ganz präciser Form. Nach Poncelet’s Andeutungen war 
es nicht mehr schwierig, eine Lösung aufzustellen; die Schrift Steiner's kann 
nur das Verdienst beanspruchen, den Gedanken Poncelet’s eonsequent und 
systematisch durchzuführen, ihr Werth liegt in der classischen Art der Dar- 
stellung. Die Italiener kannten wohl beide nicht, wenigstens nennen sie 
sie nicht. 


Die ganze Behandlung des Problems durch Steiner führt uns deutlich 
den Unterschied des mathematischen Denkens unseres Jahrhunderts gegen 
das jener früheren Zeit vor Augen: nicht alle Aufgaben des Euclid werden 
gelöst, sondern man begnügt sich, eine Reihe grundlegender Aufgaben zu 
construiren, bei deren Lösung die Beschränkung der Werkzeuge eine Ab- 
weichung von der Eucelidischen Construction nothwendig macht, und auf die 
die Lösung aller anderen zurückgeführt werden kann; ferner werden die 
Hilfsmittel der projeetiven Geometrie benutzt. 


x 


Als Hauptconstructionen erkennt Steiner: 


a) die Schnittpunkte einer gegebenen Geraden mit einem durch 
Mittelpunkt und Radius gegebeuen Kreise zu finden; 


b) die Schnittpunkte zweier durch Mittelpunkt und Radius ge- 
gebenen Kreise zu finden. 


Steiner macht hierzu die Anmerkung, b) könne und müsse auf a) 
zurückgeführt werden. Die Nothwendigkeit ist aber nicht mehr vorhanden, 
da Ferrari’s Lösung z. B. nur mittelst Ziehen von Parallelen und Abtragen 
von Strecken durchgeführt werden kann. 


Um a) und b) ausführen zu können, muss Steiner zuerst lehren: 


c) parallele Gerade zu ziehen; 

d) der Grösse nach gegebene Gerade beliebig zu vervielfachen 
oder in beliebig viele gleiche Theile zu theilen; 

e) zu einander rechtwinklige Gerade zu ziehen; 

f) in einem gegebenen Punkt an eine gegebene Gerade einen 
Winkel anzutragen ; 
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g) einen gegebenen Winkel zu hälften oder beliebig oft zu ver- 
vielfachen ; 


h) an einen gegebenen Punkt nach beliebiger Richtung eime Ge- 
rade anzulegen, die einer in Grösse und Lage gegebenen Ge- 
raden gleich ist. 


Capitel I und II von Steiner's Schrift enthalten die zur Lösung der 
Aufgaben nöthigen Betrachtungen über die harmonischen Eigenschaften des 
Vierseits, Polaren. Potenzlinien und Aehnlichkeitspunkte beim Kreise, die 
jetzt ja allgemein bekannt sind. Hier besonders erwähnenswerth ist Cap. I, 
$ 9, wo gezeigt wird, dass es möglich ist, nicht nur Parallele zu beliebigen 
Geraden zu ziehen, sondern auch Lothe auf beliebige Gerade zu fällen, 
wenn ein Quadrat in der Ebene gezeichnet vorliegt. Capitel III enthält 
die Ausführung der gewünschten Constructionen. 


ec) Soll man durch einen gegebenen Punkt eine Parallele zu einer 
gegebenen Geraden ziehen, so ist das auf Grund der projectivischen Eigen- 
schaften des Vierecks möglich, wenn man nur zwei gleiche an einander 
liegende Strecken auf der Geraden kennt. Solche sind auf einem beliebigen 
Durchmesser des Hilfskreises bekannt. Man kann also zu einem Durch- 
messer durch die Endpunkte irgend eines anderen Durchmessers Parallele 
ziehen, und erhält so drei Parallellinien, die auf der gegebenen Geraden 
zwei gleiche, an einander liegende Strecken abschneiden, wonach eine 
Parallele zu ihr leicht zu ziehen ist. Steiner giebt noch eine zweite, 
übrigens wenig abweichende Construction von ce). 


Aufgabe d) ist mittelst der projectiven Eigenschaften des Vierecks 
nun sofort lösbar. 


e) Um ein Loth auf eine Gerade zu fällen, die nicht den Hilfskreis 
schneidet, zieht Steiner eine Parallele zu ihr, die ihn schneidet, ferner den 
Durchmesser durch den einen Schnittpunkt, und verbindet den zweiten 
Schnittpunkt mit dem anderen Endpunkt des Durehmessers. Damit hat man 
die Lothriehtung und braucht nur noch eine Parallele zu ziehen. Auch 


hier wird noch eine zweite Construction gegeben. 


f} Um einen Winkel an eine Gerade anzutragen, werden die den 
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Schenkeln desselben und der Geraden parallelen Durchmesser 1472, CMUD 
EMF gezogen (Fig. 10); dann die Sehne CZ und eine Parallele zu ihr 
durch A, die den Kreis noch in @ schneide. Dann ist Winkel AUC 
gleich ZWG, und eine Parallele durch den Punkt 7° der gegebenen 
Geraden Z zu J/G bildet mit Z den verlangten Winkel. 


&) Um einen Winkel zu halbiren, zieht man die zu seinen Schenkeln 
parallelen Durchmesser, die alsdann zum Nebenwinkel gehörige Sehne und 
eine Parallele zur letzteren durch den Scheitel. Verdoppelt wird ein Winkel 
durch Verlängerung des von einem Punkte des einen Schenkels auf den 
anderen gefällten Lothes um sich selbst. 


h) Von einem gegebenen Punkte 47, aus eine Gerade zu ziehen, 
die einer gegebenen Strecke 47,4, gleich (und zunächst parallel) ist (Fig. 11). 

Steiner betrachtet den Hilfskreis J/ und die beiden um J7 und 47 
mit 47,4, beschrieben gedachten Kreise. Der äussere Aehnlichkeitspunkt 
A, von 47, und 47, liegt im Unendlichen, 7, (der innere Aehnlichkeitspunkt 
von 7 und 44) ist als Schnitt von 4/7, mit der Verbindungslinie von 4, 
mit dem Schnittpunkt # eines zu 441, parallelen Durchmessers mit dem 
Kreise J/ bekannt. Somit auch / als Schnitt von J/J7, mit der durch 4 
zu 44M, gezogenen Parallelen. 47 schneidet dann auf emer zu 44,4, 
(und MB) durch 47, gezogenen Parallelen 47,4, — MA, ab. 


Soll 47,4, auf einer Geraden J45G von J7, aus abgetragen werden, 
die nicht parallel zu 47,4, ist, so zieht man den Durehmesser C//D parallel 
M,G, dann D/, die M,G in C, schneide. 44C; ist gleich 7,4.. 

Einfacher wohl wäre es, im Falle der Antragung in paralleler 
Richtung sich das Parallelogramm 47,4,4,17, herzustellen. 


Es folgt die Lösung der Hauptaufgaben a) und b). Der Gedanke 
der Lösung von a) ist der folgende: Sollen die Schnittpunkte der Geraden 
G, mit dem um JZ, mit 47,4, geschlagen gedachten Kreise gefunden werden, 
so construirt Steiner zunächst den äusseren Aehnlichkeitspunkt 4, der 
Kreise J/, und J7 als Schnitt von 797, mit der Verbindungslinie von A, 
mit dem Endpunkt 4 des 4,4, parallelen Durchmessers (Fig. 12). Dann 
wird die zu G, ähnlich liegende Gerade @ parallel zu G, durch den Sehnitt- 
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punkt C von 474 mit GA, gefunden, wo C, der Schnittpunkt von 47.4, 
mit G, ist. Die gesuchten Schnittpunkte des Kreises 47, mit G, liegen 
dann auch auf den Verbindungslinien von 4A, mit den Schnittpunkten des 
Kreises J7/ mit @. 


Um b) zu lösen, wird der Schnittpunkt 7 der Potenzlinien der 
Kreise 47, 97,, 47, gesucht, und von ihm das Loth auf 4797, gefällt. 
Dieses ist die Potenzlinie, also gemeinsame Sehne von J7/, und 47; damit 
ist demnach b) auf a) zurückgeführt. Nur ist noch zu zeigen, wie die 
Potenzlinie der Kreise 47 und 47, gefunden wird, deren Schnitt mit der 
analog zu eonstruirenden Potenzlinie von 7 und 47, F ist. Dies geschieht 
so: Gegeben sei der Radius J7/2,. Man zieht den Durchmesser CA72 und 
findet die Aehnlichkeitspunkte 4, und 4 (Fig. 13). C, ist der Schnitt von 
BI, mit 75. BB, und CC, schneiden den Kreis J7/ noch in A und D, 
zu denen als ähnlich liegende Punkte auf dem Kreise 47, A, und D, (als 
Schnitte von 35, und CC, mit zu JZ4 und MZD parallelen Durchmessern 
durch 7) gefunden werden. Dann sind A, 2, und 2, C, andererseits 
auch C,, 2, und A, D je vier sogenannte potenzhaltende Punkte, und es 
schneiden sich die Geraden 4,2, und 3C, andererseits GC, und AD in 
Punkten der Potenzlinie,') die somit bekannt ist. Steiner giebt auch hier 
noch eine zweite, wenig von der ersten abweichende Construction an. 


Nach Durchführung des eigentlichen Programmes folgt bei Steiner 
eine Reihe von Aufgaben über Kegelschnitte, die mit den gewonnenen 
Mitteln in synthetischer Art leicht lösbar sind; zu erwähnen sind die 
Constructionen eines Kegelschnittes aus fünf reellen Elementen (Punkten 
oder Tangenten). 


Steiner spricht die Meinung aus, dass die gegebenen Constructionen 
speciell für Feldmesser nicht nur von Interesse, sondern auch von Nutzen 
sein dürften. Zum Schlusse betont er noch nachdrücklich, dass die Con- 
struction einer Aufgabe durchaus noch nicht als praktisch durchgeführt 
gelten dürfe, wenn man die mathematische Möglichkeit dieser Construction 


gezeigt hat, d. h. sie auf andere bekannte Constructionen zurückgeführt 


1) Beweis Cap. II, $ 17. 
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hat; dass vielmehr praktisch das grösste Gewicht darauf gelegt werden 
müsse, einen Construetionsweg zu finden, der zeichnerisch zu Resultaten 
von der nöthigen Genauigkeit führt. Deshalb führt er auch alle oben ge- 
lösten Aufgaben zeichnerisch bis in’s Detail, unter Berücksichtigung von 
Speeialfällen, durch, begnügt sich also nicht damit, wie es von uns um der 
Kürze und Klarheit der Ausdrucksweise willen z. B. in a) geschehen ist, 
das Ziehen einer Parallelen G zu G, zu verlangen, sondern construirt die 
Parallele thatsächlich. 

Wie die geometrischen Constructionen Steiner's algebraisch zu 
deuten sind, denke ich in einem späteren Aufsatze eingehender aus- 
einanderzusetzen. 
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Einleitung. 

Es ist unzweifelhaft, dass das Voraussagen des Wetters eine der 
höchsten Errungenschaften auf dem Gebiete der Wissenschaft bilden wird, 
und wir sehen auch, dass man schon jetzt mit allen möglichen Mitteln diesem 
Ziele zuschreitet, indem man nach den Ursachen forscht, die die Beständigkeit 
oder den Wechsel des Wetters bedingen, indem man den Zusammenhang 
prüft, der unter den einzelnen meteorologischen Elementen in aufeinander- 
folgenden Perioden besteht. Besonders hat man sich in dieser Hinsicht mit 
der Temperatur beschäftigt, obwohl, wie Hugo Meyer‘) mit Recht betont, 
„lange nicht so oft, als man bei dem hohen Reiz, der solchen auf die Ver- 
änderlichkeit des Wetters gerichteten Untersuchungen unverkennbar inne- 
wohnt, erwarten sollte“. Der Grund, warum man diese Untersuchungen 
scheut, liegt sicherlich darin, dass dieselben einen ungeheueren Aufwand von 
Zeit und Ausdauer beanspruchen. Einige Meteorologen suchten in der Weise 
(diesem Ziele näher zu treten, dass sie eine gewisse Gesetzmässigkeit im 
Wechsel der Temperatur aufeinanderfolgender Jahre, Jahreszeiten oder 
Monate zu finden glaubten. Die wichtigsten Arbeiten dieser Art sind: 
(@uetelet’) untersuchte die Aufeinanderfolge warmer und kalter Jahre, Jahres- 
zeiten und Monate aus den 30 jährigen Beobachtungen in Brüssel; Hellmann’) 
beschäftigte sich nur mit dem Wechsel der Temperatur aufeinanderfolgender 


1) Anleitung zur Bearbeitung meteorologischer Beobachtungen für die Klimatologie. 
Von Dr. Hugo Meyer. Berlin 1891. 8. 153. 


*) E. Quetelet: Memoire sur la temperature de l’air ä Bruxelles, Aüın. de l’Observ. 
R. a Bruxelles. XXXVII. 1867. 

®) Dr. G. Hellmann: Ueber gewisse Gesetzmässigkeiten im Wechsel der Witterung auf 
einander folgender Jahreszeiten. Sitzungsber. der Berliner Akademie 1885. 
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Jahreszeiten auf Grund der 161 jährigen Beobachtungen in Berlin; Hann') 
berechnete die Wahrscheinlichkeit der aufeinanderfolgenden kalten und 
warmen ‚Jahreszeiten aus den 100 jährigen Beobachtungen zu Wien: viel 
früher schon diskutirte Eisenlohr’) den Wechsel der Temperatur aufeinander- 
folgender Jahreszeiten in Karlsruhe. Ausser diesen verdienen noch der Er- 
wähnung die Arbeiten von Schiaparelli,‘) Plantamour,‘) Fox’) und Meyer‘) 
Alle eben jetzt erwähnten Arbeiten jedoch beschränken sich auf die Unter- 
suchung des Wechsels der Temperatur nur an einem Orte; nur Köppen’) 
hat den wechselseitigen Zusammenhang der Temperatur auf grösseren Länder- 
strecken bewiesen, aber fast nur eine Combination, den erstfolgenden Monat, 
in Betracht gezogen. 

Aehnlich der hier zuletzt erwähnten Arbeit untersuchte ich auch die 
Abhängigkeit der Mitteltemperatur aufeinanderfolgender Monate und Jahres- 
zeiten, und das Resultat dieser Untersuchungen bildet die vorliegende Ab- 
handlung. Zu diesen Untersuchungen benutzte ich die Beobachtungen von 
64 europäischen und 8 nordamerikanischen Stationen und das nöthige Material 
entlieh ich den folgenden Werken: 

1. Die Temperaturverhältnisse des russischen Reiches, bearbeitet von 
H. Wild. Petersburg 1881. 

2. Temperaturmittel aus der Periode 1851—1885 für die öster- 
reichischen Alpen und deren Grenzgebiete. Dr. J. Hann. 

3. Temperaturmittel aus den Jahren 1851 —1885 und 30 jährige 
Mittel 1851—1880 für 120 Stationen in Ost-Schlesien, Galizien, Bukowina, 
Ober-Ungarn und Siebenbürgen. Dr. M. Margules. 


!) Dr. J. Hann: Ueber die Temperatur von Wien nach 100jährigen Beobachtungen. 
Sitzungsber. der Wiener Akademie. LXXVI. 1878. 

2) O. Eisenlohr, Untersuchungen über die Zuverlässigkeit ete. der Wetterregeln. 
Karlsruhe 1847. ° 

3) Schiaparelli: Clima de Vigevano. 1868. 

4) E. Plantamour: Nouvelles Etudes sur Climat de Geneve. 1876. 

5) Fox: On some of the Laws which regulate the Sequence of Mean Temperature 
and Rainfall in the Climate of London. 1885. 

6, H. Meyer. Die Witterungsverhältnisse Göttingens. 1886. 

”) W. Köppen: Die Aufeinanderfolge der unperiodischen Witterungserscheinungen. 
Repert. f. Meteor. II. Petersburg 1872. 
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4. Berichte der physiographischen Commission der Akademie der 
Wissensch. zu Krakau. Bd. I-XNX. 

5. Sitzungsberichte der k. Akad. d. Wiss. in Wien. Bd. LIV u. LXXVI. 

6. Die Temperatur von Tarnopol von L. Satke. Denksehr. d. Akad. 
d. Wiss. in Krakau. Bd. XV (polnisch). 

7. Ueber die mittlere und absolute Veränderlichkeit der Temperatur 
der Atmosphäre von H. W. Dove, Abh. d. k. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1867. 

8. Nederlandsch Meteorologisch Jaarboek vor 1873. Utrecht 1878. 

9. Memoire de T’Academie royale des sciences. Bruxelles 1853, 
1867 et 1876. 

10. Annuaire de l’Observatoire de Montsouris pour Yan 1881. 

11. 49jährige Beobachtungen zu Bayreuth. 

12. 52jährige Beobachtungen zu Augsburg. 

13. Annales du Bureau Central Meteor. de France. 1881. T.1. 

14. Journal of the Scottish Met. Soc. Vol. V. 

15. Jahrbücher der k. k. Central-Anstalt für Meteorologie von Karl 
Kreil. Bd. I. Wien 1854. 

16. Die Temperatur-Verhältnisse d. J. 1848—1863 an den Stationen 
des österr. Beobachtungsnetzes von Dr. C. Jelinek. Wien 1869. 

17. Die Vertheilung des Luftdruckes in Mittel- und Südeuropa von 
J. Hann. Wien 1887. 


Ich habe also die Absicht gehabt zu untersuchen, in wie weit die 
Mitteltemperaturen einzelner Monate und Jahreszeiten von einander abhängig 
sind. Zu dem Zwecke verglich ich die Temperatur eines jeden Monats 
mit der aller nachfolgenden Monate bis zum zwölften in allen Jahr- 
gängen, während deren Beobachtungen an einer Station angestellt wurden, 
und, indem ich als warme und kalte Monate die betrachtete, «deren 
Temperatur über oder unter dem Gesammtmittel waren, berechnete ich 
die Wahrschemlichkeit gleicher Zeichen der Temperatur - Abweichungen 
in den beiden Monaten. Das Resultat dieser Berechnung findet man auf 
den beigegebenen Tabellen, worin die Namen der Monate, die in der 
Vertikalreihe angegeben sind, immer Ausgangsmonate, die in der Horizontal- 
reihe die nachfolgenden Monate bedeuten. Die „0“ habe ich vor allen 
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Zahlen weggelassen, um den Druck der Arbeit zu erleichtern. Man ersieht 
also aus der Tafel, dass z. B. in Wien (Tab. 30) die Wahrscheinlichkeit, 
dass der März im gleichen Sinne wie der Februar vom Mittel abweichen 
werde, 63%, beträgt; diejenige, dass er darin mit dem vorhergehenden Juni 
übereinstimmen werde, dagegen nur 39%, ist. 

Hier wäre es angewiesen, eine Erklärung zu geben, warum ich nicht 
die von Schiaparelli eingeführte und von Köppen angenommene „Varia- 
bilität“ berechnet habe, sondern deren Ergänzung zu 1, d. i. die Wahr- 
scheinlichkeit der Erhaltung der Temperatur verwende. Aber die Erklärung 
ist sehr kurz: beide Arbeiten waren mir noch nicht bekannt, als ich schon 
den grössten Theil meiner Tabellen berechnet hatte, erst Dr. Köppen hat 
viel später darauf meine Aufmerksamkeit gelenkt. Eine Umrechnung der 
Tabellen aber wäre jetzt als eine unnütze Zeitverschwendung anzusehen. 

Obwohl ich die Wahrscheinlichkeit der gleich- oder entgegengesetzt 
bezeichneten Temperaturabweichungen nach Möglichkeit genau berechnet 
habe, so muss ich doch diesen Zahlen absolute Sicherheit absprechen, denn 
es ist ganz natürlich, dass nicht alle Stationen denselben Werth beanspruchen 
können, da derselbe von der Anzahl der Beobachtungsjahre abhängt. Um 
jedoch die erhaltenen Wahrscheinlichkeitszahlen mit einander vergleichbar 
zu machen, habe ich alle Stationen ausgeschlossen, die nicht wenigstens 
35 Beobachtungsjahre aufweisen konnten. Wenn ich aber auch neun Stationen 
untersuchte, an denen an weniger als 35 Jahren Beobachtungen angestellt 
wurden, so geschah es nur aus dem Grunde, um auf grösseren Landes- 
gebieten keine bedeutenden Lücken zu haben oder auch, um meinen Nach- 
folgern die Berechnung möglichst langjähriger Mittel zu ermöglichen, be- 
sonders da die räumliehen Unterschiede innerhalb der ganzen nördlichen 
gemässigten Zone offenbar geringer sind, als die zeitlichen zwischen 10 
oder 20 Mitteln. So wird man aus Gordon Castle und Stromness-Sandwick, 
aus Peissenberg und Innsbruck, aus Udime und Bozen, aus Chalons und 
Genf vier je 78-—-89 jährige Reihen bilden können, aus Erfurt und Braun- 
schweig eine Dljährige. Ausserdem gebe ich auch noch die Tabellen für 
St. Bernhard und Hochobir wegen ihres besonderen Interesses als Hoch- 
stationen. Würde es endlich jemandem auffallend erscheinen, dass ich von 


einigen Stationen nicht alle Jahrgänge verwerthete, so muss ieh erklären, 
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dass ich einige aus dem Grunde wegliess, um meine Schlüsse auf keine 
zweifelhaften Werthe zu fussen, wie z. B. einige Jahrgänge von Breslau, 
Warschau, St. Petersburg. 

Es kann auch unserer Aufmerksamkeit nicht entgehen, dass einige 
Stationen mit den zunächst benachbarten nicht übereinstimmen oder gar 
ihnen manchmal widersprechen; aber in diesem Falle liegt der Grund wohl 
in der Verschiedenheit der Jahrgänge, was wir im nachfolgenden näher 
untersuchen wollen. Die grösste Uebereinstimmung finden wir unstreitig im 
Alpengebiete, was unzweifelhaft diesem Umstande zugeschrieben werden 
muss, dass die T’emperaturmittel von diesem Gebiete geprüft und homogen 
gemacht wurden, besonders aber, dass dieselben die Beobachtungsperiode 
1851— 1885 nicht überschreiten. Wir werden uns aber auch bald überzeugen, 
dass in Bezug auf die jährliche Periode der Erhaltungstendenz eine grössere 
oder geringere Länge der Beobachtungsperiode wenig Einfluss ausübt, dass 
100 jährige Perioden mit 10- und 20 jährigen völlig übereinstimmen, sowohl 
in dem Falle, wenn wir die 100 jährige in kleinere Perioden zerlegen, oder 
dieselbe mit den Stationen vergleichen, die nur einige Beobachtungsjahre 
aufweisen und in einer grösseren Entfernung von derselben gelegen sind. 

Bevor wir zur Besprechung der Resultate schreiten, die aus den bei- 
gegebenen Tabellen gezogen werden können, müssen wir noch einige Er- 
klärungen vorausschicken. Wollen wir auf Grund dieser Tabellen Schlüsse 
ziehen, so dürfen wir den Zahlen, die die Wahrscheinlichkeit gleicher 
Tremperaturabweichungen vorstellen, keine absoluten, sondern nur relative 
Werthe beilegen und untersuchen, wie die Erhaltungstendenz der Temperatur 
sich in der jährlichen Periode darstellt. Somit nähern wir uns den schönen 
Untersuchungen von Köppen, deren theoretische Behandlung in seiner schon 
oben erwähnten Abhandlung und in dem Lehrbuche der Meteorologie von 
Dr. Sprung!) genügend erwiesen ist. 

Ich erstreckte aber noch weiter meine Untersuchungen; denn ausser 
der Untersuchung über die Erhaltungstendenz der Temperatur in aufeinander- 
folgenden Monaten, behandelte ich auch die Frage, welcher Zusammenhang 
unter den einzelnen ‚Jahreszeiten in Bezug auf die Temperatur besteht, so- 


!) Lehrbuch der Meteorologie von Dr. A. Sprung. Hamburg 1885. 8. 376 u. ff. 
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dann, ob man aus der Temperatur der vorhergehenden Monate auf die der 
nachfolgenden Jahreszeit und umgekehrt schliessen darf; zum Schluss berühre 
ich nur flüchtig die möglichen Ursachen dieser Erscheinungen, da mir nicht 
nur das dazu nöthige Material fehlt, sondern auch gewiss die zu solchen 
Untersuchungen entsprechende Uebung und Erfahrung. Selbst die vor- 
liegende Abhandlung würde ich nicht zu Stande bringen können, hätten 
mir nicht Dr. Hann und Dr. Köppen bereitwilligst beigestanden, indem sie 
mir mit Rath und den nöthigen Werken zu Hilfe kamen; ihnen spreche ich 


hiermit meinen verbindlichsten Dank aus. 


IE 


Ueber den Zusammenhang der Temperatur aufeinander 
folgender Monate. 

Wie ich schon oben erwähnt habe, berechnete ich für eine jede der 
67 Stationen die Wahrscheinlichkeit gleicher Zeichen der "Temperatur- 
abweichungen eines jeden Monats mit denen desselben und des nach- 
folgenden Jahres; ich erhielt also für jede Station 144 Combinationen. 
Diese Combinationen ordnete ich sodann in jährliche Perioden, je nachdem 
diese zu den unmittelbar nächstfolgenden oder zu den zweit-, dritt-, viert-, 

zwölfnächsten Monaten gehören. Somit erhielt ich zwölf jährliche 
Perioden für eine jede Station. 

Indem ich aber diese jährlichen Perioden untersuchte, bemerkte ich, 
was übrigens ganz natürlich ist, dass aus diesen 67 Stationen je nach ihrer 
geographischen Lage sich Gruppen bilden lassen, in denen die jährlichen 
Perioden mehr weniger ähnlich verlaufen oder selbst identisch sind. Ich 
vereinigte somit diese jährlichen Perioden zu einem Mittel, welches die 
jährliche Periode einer Gruppe vorstellen soll; dieses allgemeine Mittel einer 
Gruppe hat aber nur in dem Falle einen Werth für unsere Untersuchungen, 
wenn der Verlauf der jährlichen Periode des Mittels identisch ist mit dem 
Verlaufe der einzelnen Stationen. 

Unsere 67 Stationen lassen sich in 13 Gruppen zerlegen und zwar: 
1. Östseegebiet mit 8 Stationen und 440 Jahrgängen: Helsingfors, St. Peters- 


burg, Reval, Baltischport, Riga, Mitau, Tilsit, Danzig; 2. Nord- und Mittel- 
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russland mit 350 Jahrgängen und 7 Stationen: Archangielsk, Ustssyssolsk, 
Katharinenburg, Kasan, Moskau, Slatoust, Wilno: 3. Sidrussland mit 223 
Jahrgängen und 5 Stationen: Kiew, Lugan, Nikolajew, Ssimferopol, Astrachan; 
4. Polen-Ungarn mit 221 Jahrgängen und 6 Stationen: Warschau, Krakau, 
Tarnopol, Alvavaralja, Pressburg, Hermannstadt; 5. Deutschland mit 633 
Jahrgängen und 9 Stationen: Berlin, Breslau, Prag, Wien, Peissenberg, 
Darmstadt, Trier, Augsburg, Bayreuth; 6. Alpengebiet mit 353 Jahrgängen 
und 10 Stationen: Kremsmünster, Altaussee, Basel, Innsbruck, Graz, 
Klagenfurt, Saifnitz, Bozen, Genf, Laibach; 7. Italien mit 239 Jahrgängen 
und 4 Stationen: Udine, Mailand, Rom, Palermo: 8. Skandinavien mit 88 
Jahrgängen und 2 Stationen: Christiania, Kopenhagen; 9. England mit 
197 Jahrgängen und 3 Stationen: Gordon Castle, Edinbure, London; 
10. Niederlanden mit 173 Jahrgängen und 2 Stationen: Brüssel, Zwanen- 
burg; 11. Frankreich mit 148 Jahrgängen und 3 Stationen: Paris, Chalons, 
Perpignan; 12. Ost-Amerika mit 167 Jahrgängen und 3 Stationen: New York, 
New Bedford, New Haven; 13. Continental-Amerika mit 162 Jahrgängen 


und 5 Stationen: Fort Monroe, Marietta, St. Louis, Fort Gibson, Fort Snelling. 


Nebenbei bemerke ich noch, dass ich in den nächstfolgenden Zu- 


sammenstellungen die Monate mit römischen Ziffern bezeichnete. 


1. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des nächst- 
folgenden Monats. 
Ermitteln wir auf Grund der beigegebenen Tabellen die Erhaltungs- 
tendenz der Temperatur für den nächstfolgenden Monat in allen unseren 


13 Gruppen, so erhalten wir die folgende Zusammenstellung: 


ETFSTERTNVD VE VIEIV ITNV DIT DE RFRTONIT 


Ostseegebiet: 53 67 64 58° 59 62 59 54 54* 54 60 58 
Nord- Mittelrussland: 53 54 60 52° 54 54 62 61 56* 59 66 61 
Siidrussland: 54 56 65 58 55° 57 61 62 50* 56 54 64 
Polen- Ungarn: 3 62 55 49 41° 46 60 48 58 50° 55 58 
Deutschland: 56.617960. 53754 6261 752° 5707517587 54 
Alpengebiet: 56 64 59 47 44. 41* 50 51 53 54 55 50 


Italien: 51 57 6% 59 54° 61 62 58 62 58* 62 59 
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Skandinavien: 57 73 63 50* 65 69 64 67 52° 54 56 56 
England: 52 66 68 52* 62 63 61 66 61 65 52° 6 
Niederlande: 63.649197 7474 321:56 155 7 9153327, 
Frankreich: 49 62 61 54° 55 54 62 54° 58 58 66 50 
Ost-Amerika: 55 63 66 63* 67 64 59 64 57° 49* 51 58 
Contin. Amerika: 53 64 63 52 49* 65 79 62 50 49* 62.63 


Wir sehen demnach, dass wir in allen unseren Gruppen, das Alpen- 
gebiet ausgenommen, zwei, selbst drei Maxima und zwei Minima vorfinden; 
die ersten entfallen auf den Spätwinter und den Sommer, die letzteren 
auf den Frühling und den Herbst; das dritte Maximum erscheint am Ende 
des Jahres. Diese jährliche Periode ist so sicher, dass man dieselbe auf 
allen Stationen Europas und Nordamerikas vorfindet; man trifft dieselben 
Maxima und Minima selbst in Sibirien an, so dass man versucht ist zu be- 
haupten, die ganze nördliche Halbkugel unterliegt derselben Erhaltungs- 
tendenz. 

Das erste Maximum tritt fast durchwegs von Februar auf März auf, 
nur einige Gruppen haben dasselbe von März auf April; das zweite Maximum 
ist weniger sicher, es erscheint aber immer nur in den Sommermonaten. 
Das erste Minimum erscheint öfters von April auf Mai, als von Mai auf 
‚Juni, das zweite Minimum wieder entfällt auf die Herbstmonate. Wir sehen 
also, dass unsere Untersuchungen genau mit denen Köppen’s übereinstimmen. 

Auffallend ist die jährliche Periode im Alpengebiete, das eigentlich 
zwei Maxima und nur ein Minimum vorzeigt. Das erste Maximum stimmt 
mit den in anderen Gruppen völlig überein, das Minimum jedoch erscheint 
zu der Zeit, wann in den anderen schon das zweite Maximum eimtritt. Was 
die Ursache dieser auffälligen Erscheinung sein kann, bin ich nicht imstande 
zu erklären, aber ich bemerke noch, dass dieses Sommerminimum besonders 
klein ist und auf allen Alpenstationen, selbst am Hochobir und St. Bern- 
hard, vorkommt. 

Um den Unterschied zwischen den Küsten und dem Binnenlande 
näher zu untersuchen, verfuhr ieh in derselben Weise wie Köppen. Ich 


nahm somit aus dem Küstengebiete und dem Binnenlande je 16 Stationen 
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und berechnete die jährliche Periode der Erhaltungstendenz von Monat zu 
Monat. Das Küstengebiet zählt 849, das Binnenland 837 Jahrgänge; die- 


selben sind also auch in dieser Beziehung gleich. 


121. HE IV „NV . VI.VIEVIERSSSSUERTTTEN 


Küstengebiet: 54° 61 65 57° 58 60 59 60 56* 59 58 61 
Binnenland: 5H3* 58 59 52* 53 56 61 60 57 56° 63 58 


Obwohl die obigen Untersuchungen schon genügend bewiesen haben, 
dass die jährliche Periode der Erhaltungstendenz der Temperatur für den 
nächstfolgenden Monat in ganz Europa und Nordamerika, vielleicht auch 
für Asien (Nertschmsk und Baku haben dieselbe jährliche Periode) ihre 
volle Richtigkeit hat, da alle Stationen sowohl die mit 100 und mehr Be- 
obachtungsjahren als auch die mit einigen wenigen Jahrgängen dieselben 
Maxima und Minima und denselben jährlichen Verlauf aufweisen, so habe 
ich doch diese Untersuchungen auch auf eine andere Art zu unterstützen 
gesucht. 

Bei der ersten Methode habe ich Plantamour nachgeahmt, die er in 
dem schon oben erwähnten Werke bei der Berechnung der Wahrschein- 
lichkeit der nassen und trockenen Monate in Genf einführte Zu dem 
Zwecke theilte ich alle Monate der 100 jährigen Beobachtungen in Wien in 
vier Gruppen zu 25 Jahren und bezeichnete die kältesten mit K, die minder 
kalten mit k, die wärmsten mit W, die kühleren mit w; sodann berechnete 
ich die Anzahl einer jeden der 16 Combinationen: WW, KK, Wk, kW, 
WR, ... Diese Berechnung ergiebt nun die folgende Zusammenstellung, 
wenn wir uns dabei erlauben, der Kürze wegen einige Combinationen auch 
zusammenzufassen:: 


SMS TE. IV. V VE VIT VID BRENNER 


KK 102.62 7 8,810 IL -9TTeersenes 
WW 23210, 93, 9 10, 11: 14 17672310 
kk— ww. 142127 139 108 1 12 16 2 7a 
Kw wk 1ar 14: 12. & 10 9 2324021320719, 
Wk kW HIRTO, NT E27, 108 Ren 
RW Nur and, 1 Dee 
WR DEE IH N D2* 3, Se 


16* 
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Kk—kK 135.47 +45. 19 122215211. 4020 I 
Ww—wW In ABER Er IB 
kw— wk 19° 311 92796. 15.137437 21713 19 


Die obigen Zahlen sprechen so deutlich für sich, dass jedwede Be- 
merkung völlig überflüssig scheint, besonders wenn wir die erste und zweite 
Reihe mit der sechsten und siebenten vergleichen, oder noch besser, wenn 
wir einerseits die erste, zweite und dritte, andererseits die vierte, fünfte, 
sechste und siebente Reihe zusammenfassen und dieselben sodann mit ein- 
ander vergleichen. Dies beweist uns zugleich, dass die jährliche Periode 
der Erhaltungstendenz für den nächstfolgenden Monat nicht nur in dem 
Falle ihre volle Giltigkeit hat, wenn wir die Monatsmittel im allgemeinen 
als warm oder kalt bezeichnen, obwohl die Differenz vom allgemeimen Mittel 
kaum 0,05° beträgt, sondern auch dann, wenn die betreffenden Monatsmittel 
beträchtlich vom allgemeinen Mittel differiren. 

Trotz aller der Beweise könnte jedoch jemand noch einwenden, dass 
diese jährliche Periode nur im Mittel einer Station auftritt und in kürzeren 
Abschnitten vielleicht gar nicht zum Vorschein kommt. 

Um diesem gerechten Enwande zu begegnen und zugleich zu zeigen, 
welchen Einfluss die Wahl der Jahrgänge auf die jährliche Periode aus- 
übt, habe ich aus jeder unserer Klimaprovinzen eine Station von besonders 
langer Beobachtungsreihe gewählt, diese in gleiche zu je 20 Jahren zählende 
Stücke zerlegt und für jede dieser 20 jährigen Perioden die jährliche Periode 
der Erhaltungstendenz für den nächstfolgenden Monat berechnet. Da aber 
ein solcher Vergleich zwischen verschiedenen Stationen nur auf Grund 
gleichzeitiger Mittel stattfinden kann, so zerlegte ich die Beobachtungs- 
reihen aller Stationen in 20 jährige Stücke, die das Jahr 1875, das erste 


Beobachtungsjahr in Wien, als Ausgangsjahr haben. Wir erhalten somit: 


EIS IIERTVEE VENEN. VI. DIE REIT AT 


Petersburg: 


1755 —1774 53.188.102 58.158.150 45" 58 16871637763: 50° 
1775— 1794 55 85 60 55° 15 56 56 70 53° 58 40 53 
1815— 1834 13 58. 47°ı67 53 68 55 35° 40 60760758 
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1835 —1854 32.03.40 58537 58.53 DE37053=58=53 
1855 —1874 45 70 47 63 45° 61 50 70 60 Ad 50 74 
Kronstadt: 
1855 — 1874 47 19 55° 70 60 63 58 65 53 47° 68 %4 
Nertschinsk: 
1855 —1874 u TO ern 55 25 lo 
Ratharmenburg: 
1836-1854 40 58 60 26° 60 50 535 53 68 60 44* 61 
18551874 an A es De ie re 5) 
Nikolajew: Y 
1835 —1854 55 65 53 60 40* 50 %9 47 20* 50 45 68 
1855—1874 60 47 60 53 33* 44 47 53 42° 50 30 58 
Baku: 
1855—1874 NOT A461 ,.60,-50° 67. 61 837727657 7974 
Warschau: 
1835 —1854 45 58 58 35° 50 68 42 5a 55 A407 53 61 
1855 —1874 67 #1 56 67 50* 50 56 58 55 35* 65 50 
London: 
1775-1794 ww 65 60 596 au ah 65 TO 58 50° 
17951814 »»0o055 5 55 65 65 714 68 45° 79 
1815—1834 45 70 S0 60 55* 60 65 60 SO 60 60 58 
1835 —1854 505 55 60 65 50* 60 %5 30° 35 60 63 
Zwanenburg: 
1755-1774 0 60 65 65 65 60 60 %0 60 65 40° 60 
17751794 5» 55 4055 7b 75 74 74 653 50 44 
1795 —1814 65 65 55 35 45 60 60 45 45 55 45° 53 
1815—1834 65 70 60 55* 55 65 55 60 60 55 40° 42 
18351854 60 65 55 60 35* 45 45 65 40 50 35* 58 
1855-—1874 50 60 45* 55 55 60 55 45 50 55 50° 53 
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Paris: 
18151834 55 55 %0 50 50* 65 65 55 60 50* 50 53 
1835 —1854 45 45 65 50 40° 55 70 45 70 35° 65 42 
Berlin: 
1756-1774 68 74 %9 68 61* 67 %4 53 68 42* 60 72 
IT 53 68 53° 58 60 70 80 65 53° 58 50 58 
1795-1814 60 60 65 45° 50 60 60 50 50* 60 585 58 
1815—1834 60 55 :55* 60 70 %5 50 60 50* 55 65 47 
1835-1854 60 60 50 5 30 5 45 55 40° 50 55 74 
Prag: 
17751794 60 60 45° 70 60 60 80 50 60 55 40° 553 
18151854 "0 60 60 50* 60 %5 55 70 55 55° 65 58 
1835 —1854 53 58 63 427.50 80, 65 1657655602607 168 
Wien: 
9: 55 65 60 70 65 65 55 45° 65 70 50 74 
1795-1814 65 50 55 50* 70 60 %5 65 55° 60 70 58 
1815183 55 70 55 4575 80 50 55. 60457 65 58 
1835-1854 45 60 5 55 47 74 65 65 65 60* 60 63 
1855—1874 63.68: 40750 737° 32 55 357.55,5060737 
Mailand: 
1775-1794 40. 58 53 59 47* 68 68 45 55.55. 35. 32° 
1795 —1814 70 45 60 55 50* 60 65 60 70 45° 70 42 
1815—-1834 AH AN S7727 44755760707 50750235587 
1835 —1854 5 55 5 5 55 060 70 75 75 55 50° 74 
1855—1874 "H 70 65 60 50* 55 65 65 45° 55 65 68 


New Haven: 
1795 —1814 5 7 
18151834 55 50 80 66 78 7 
1835 —1854 50 68 74 60 63 3 
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Aus der obigen Zusammenstellung können wir leieht schliessen, dass 
die Erhaltungstendenz der Temperatur nicht an gewisse Monate gebunden 
ist, aber mehr an gewisse Jahreszeiten; denn die Maxima und Minima treten 
nicht in allen Perioden zu derselben Zeit ein, aber es ist unleuebar, dass 
die ersten immer im Sommer und Winter, die letzteren gewiss im Früh- 
linge und Herbste eintreffen. Da somit eine Verschiebung der Maxima 
und Minima um einen oder selbst um zwei Monate öfters vorkommt, so ist 
es selbstverständlich, dass die Wahl der Jahrgänge einen bedeutenden Ein- 
fluss auf die mittlere jährliche Periode einer Klimaprovinz ausüben muss; 
dieser Einfluss ist jedoch auf keinen Fall so gross, dass er die jährliche 
Periode gänzlich verwischen könnte. Dass aber die gleichzeitigen Perioden 
am besten mit einander übereinstimmen, was auch ganz natürlich ist, davon 
überzeugt uns ein Vergleich der jährlichen Perioden von Kronstadt und 
Petersburg, Wien und Prag. 

Vergleichen wir jetzt die obigen jährlichen Perioden der einzelnen 
Stationen mit den vorgehenden der entsprechenden Klimaprovinzen, so 
überzeugen wir uns sogleich, dass, einige geringe Störungen abgesehen, 
fast überall eine völlige Uebereinstimmung herrscht; somit darf man, auf 
Grund aller vorhergehenden Untersuchungen, behaupten, dass die Erhaltungs- 
tendenz der Temperatur in den nächstfolgenden Monaten einer jährlichen 


Periode folgt. 


2. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des zweit- 
nächsten Monats. 
Wenn wir die Wahrscheinlichkeit gleicher Zeichen der Temperatur- 
abweichungen für den zweitnächsten Monat in unseren Klimaprovinzen be- 


rechnen, so erhalten wir: 


Be IE IE IV. V VEVEEVIIBERERITERIE 
SE BVZ. V . VL.V DE VIER. Ren 


Ostseegebiet: 49* 56 50 55 60 54 47 46* 54 57 46* 58 
Nord- Mittelrussland: 51 51 50* 51 55 58 56 57 55° 61 45° 32 
Südrussland: 56 5155 52 53 60 50* 64 52° 64 553 51 


Polen-Ungarn: 43° 594 47 45° 56 68 59 56 52° 55 56 63 
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Deutschland: 49 53 53 48 60 56 61 54° 57 59 507 535 
Alpengebiet: 42 55 41* 48 53 67 57 57 48° 56 59 58 
Italien: 47* 55 58 51* 55 60 60 55 63 50° 57 50 
Skandinavien: 50 61: 58 47° 57 68 63 52 54 50 53 41" 
England: 50 52 54 5 555 50* 61 50 57 50 57 
Niederlande: 50. 58 52 52* 55 55 62 58 52° 61 47 46* 
Frankreich: 48 55 57 58 60 47° 59 59 58 55 48 48° 
Ost-Amerika: 55 58 59 56 57* 75 57 60 55 48*60 58 
Contin. Amerika: 50761.-.,63- 53,492 70:560.559 4753. 6258 


Die jährliche Periode des Uebergangs zum zweitnächsten Monat ist 
nicht mehr so regelmässig und sicher, wie die desjenigen zum nächsten und 
ausser dem einen Maximum im Sommer sind die anderen Wendepunkte 


ganz ungenau. Diese jährliche Periode in 20 jährige Stücke zerlegt, ergiebt: 


19 11-711 IVENVEYTSVYH VIITDETRIERERTT 


AI V ! V VICVERVILEERIR ORTS 
Petersburg: 


1755 —1774 561.61.1.65.160 471.65 41,457,.67 79744753 
1775—1794 60 75 75 60 61 35* 67 61 45° 35 68 %9 
1815—1834 50 38 42 65 60 61 60 55 5060 53 79 
1835 —1854 A053 2477 50° 61 55 56 53 3353 2861 
1855 —1874 55 47 55 "9 45° 50 50 60 55 45 58 53 
Katharinenburg: 

18356—1854 38..44.47,.26. 56: 53 442 74,65, ,61529 7559 
1855 — 1874 47 65 56 60 50* 60 6% 60 47* 74 53 50* 


Nikolajew: 
1835 —1854 60 37 40 47 60 68 45° 61 5065 53 5 
1855—1874 50 79 58 68 56 47 2860 32° 70 42 56 
Warschau: 
1835 —1854 32, 45253.55,477 507537 10735535 
1855 —1874 44° 56 56 44° 56 67 37 
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3erlin: 
1756— 1774 
1775— 1794 
1795 —1814 
18151834 
1855 — 1854 


Wien: 
1775—1794 
195 —1814 
1815—1834 
1835—1854 
1855 — 1874 


Zwanenburg: 


1755—1774 
1775—1794 
1795 —1814 


1815—1834 
1835 —1854 
1855 —1874 


London: 


17751794 
1795 —1814 
1815—1834 
1835-1854 


New Haven: 


1795 —1814 
1815—1834 
1835 — 1854 


Nova Acta LXXI, Nr. 4. 


Be or 8 
SI STELHLELT 


(er) 


» 9 pe 


III 


a\% 


58 
40 
60 
65 


IV 
VI 


VESNIIESVEETSVZIDISTEREEN: 
SV ISVORTIETEREIRSINRTTESRONTE: 
74 61 68 55° 61 58 
60 50 65 47° 50 74 
50 50 40 40* 50 58 
75 45 60 50° 55 80 
45 30 60 35° 40 45 
80 60 70 40° 65 40° 
6025527025055 2407 
5 40 65 5565 40° 
65 47 70 40° 65 50° 
60 60 60 70 45° 60 
54467 57 61° 48749 
45 50 60 60 75 55 
60 70 68 90 685 67 
55* 60 25° 50 60 60 
605.5027752.507:552.75 
40* 50 60 35* 40 45 
65 65 60 55° 55 65 
55 50* 60 60 35 58 
60 60 30* 58 55 47 
65 75 65 60 50 60 
75 47 55 45° 65.45 
HOTD, 68 167 76 
67 85 61 61 42 67 
35* 74 40* 55 50 50 
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RER 
IE 08 
53 58 
61 61 
74 50 
53 61 
42753 
A 
68 42 
AA 
68 47 
Ali Be 
60 53 
68 32° 
33 44 
53" 58 
47 32% 
42 26* 
a a 
327 61 
472 53 
58 58 
58 61 
44 72 
53 44 
68 58 
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EIIE ZIND. 


New Bedford: 
1815-1834 
1835—1854 
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53 45 
5365 
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IT IV V -VIYEVDEBE RZ ISTRE 
V.. VLMELVIEILIR.2 RI RU 


61 47° 61 
50 40* 65 


74 70 55 40 
70 55 45 70 


50 


38 32 
61 61 


Wenn wir die jährliche Periode dieses Monats nach Plautamour's 


Methode untersuchen, so erhalten wir für Wien: 


KK—WW 


11] 
SIT TV.. 

ange la) 
kk — ww gl 
Ww—wW OR 
Kk—kK 17 12 
KW —WK Jaly > 1. 
kw— wk is} 15 
Wk — kW 10 
Kw— wRK itbel 


II 
vV 


IV: V VE SVEN REXRTERTI 
SV V DESV ET RT STR 
le Ken es 
1 Kr Ka a: a Er a ea 
13% 7,10 219,1 81579 
1 oa Kr on a Be 19): 
14. RS 20 
8 11: 10 MeiE6 67 160125 
1 30 22 I 
1 17 14 3 275795 43 


3. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des dritt- 


nächsten Monats. 


Unsere Klimaprovinzen folgen im drittnächsten Monate den nach- 


folgenden jährlichen Perioden: 


Östseegebiet: 

Nord- Mittelrussland: 
Südrussland: 
Polen-Ungarn: 
Deutschland: 
Alpengebiet: 

Italien: 
Skandinavien: 


IV VEN NVIDVITEDEER 
VE NIEV DEE RIRERITA 
54 47* 59 55 47* 50 50 58 
50 47* 60 59 50* 59 56 49* 
52: 51 54 49 56 55: 48° 55 
49 46 54 58 55 51" 54 55 
54 52 51798 97 92531153 
43* 58 49 54 52 52 49* 58 
52 60 59 54* 58 56 58 58 
65 46* 61 56 56 55 59 45 


XIX 


fr. DIT 
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England: 


Niederlanden: 
Frankreich: » 
Ost-Amerika: 
Cont. Amerika: 


In 20 jährigen Perioden 


Petersburg: 


17595 —1774 
1775—1794 
1815—1834 
1835 — 1854 
1855 — 1874 


Katharinenburg: 


1836— 1854 
1855—1874 

Berlin: 
1756—1774 
1775 —1794 
1795 —1814 
1815—1834 
1835 —1854 


Prag: 
1775—1794 
1815— 1834 
1835 —1854 


Wien: 
1775-1794 
1795 —1814 


TE ZIDERVENSAVENH VOLI® X 


57 46* 56 
51 58 
6275305 
55 5A 56 
Su) 


haben wir: 


II FETIERTN? 


72 78 70 
60 61 
33° L 


44 56 32 
61164 
45 60 68 
50 70 45 
50 65 65 
45 55 30* 
65 659 60 
60 70 55 
55 60 47° 


36 
54 
64 
53 


IVEENIEONVEESV DEE. 


RIIV.T.: 
44* 49 51 
49 525 
54 60 51* 
56 51 49 
BL) 


V VIVOIVOIRKX X 


61 58 
50 55 
5 61 
HA 427 
69 50 
67 38° 
AR 

585 56 
50* 55 
50 50 
>» 5 
30 55 
50* 50 
50* 50 
5 60 
45* 55 
95% 70 


N EN AA La DE BL 


60 
53 
30* 
67 
50* 


RIEXIFT: 


50 38 
09899596 
SDaleT 
58 42 50 


55 45 593 
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REXM 
MS 
50 52 
50 49* 
545 
44° 5: 
46 5 


50 59 50* 65 47 
0 56 32° 47 59 
719 58 56° 89 68 
53, 730761026768 
60 58 47° 53 38 
45 60 47° 58 58 


55 45 37 


55=45753, 58 61 
50 65 53° 74 53 
40 45 42 28° 53 
50 55 53 47° 68 
0 65 53 42° 68 
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XI XII 


1 A aTrENV EN NE VILVEREER 
SINZENV ERVIIVIL VIER. RT RIESE ZN 
1815— 1834 60 70 65 60 45° 55 55 30° 60 74 78 58 
1835 —1854 40 50 58 50* 80 61 65 40 35 58 32* 58 
1855 — 1874 65 53 45 65 45° 45 65 50 55 53 38* 42 
London: 
1775—1794 55 55 40* 75 60 55 65 50 42* 47 42 67 
1795 —1814 50 50 55 55 65 65 42 40 40* 44 61 42 
1815— 1834 45 70 45° 65 50 45 75 60 60 47* 58 47 
1835 — 1854 60 50. 42* 55 55 47 55 60 55 32* 37: 61 
New Haven: 
1795 —1814 45 61 68 58 53 84 68 56 61 50* 61 56 
1815— 1834 35 ‚44 ‚20.75 ,,48 168 79 35.556 756,37 67 
1835 —1854 40 50 61 65 55 53 95 60 55 42* 47 56 
New Bedford: 
1815—1854 47 47 68 60 47 68 65 60 45 50 33* 61 
1835 —1854 42 55 40 45 60 70 50 70 60 39* 47 58 
Wenn wir auch bei dieser jährlichen Periode die Methode Plantamour’s 


für die Beobachtungen in Wien anwenden, so erhalten wir die volle Be- 


stätigung des vorher Gesagten; denn wir haben: 


KK—-WW 
KW-WK 
kk— ww 
kw— wk 
Ww—wW 
kw— wk 
Kk—kK 
Wwk— kW 


AV. 


15 


12 


10* 


17 
15 


4 


14 


13 


18 

fe) 
13 
13 
al 
10 
16 
11 


II -IV ;V SYISVIRVITERS, X 

7 x VL. VIE VIIRIRII RIESTER 
20. 14° I De zn ls 
a a ee 
15714 5 2 733247312 
11 6 113, Ta aa 
8,16: 13 2137 110er 

ı7 14 24 7 2 170 a 
117"48. 087.117 15,9 By 
16 ©1212. 107’ 10.15 W432 
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Fassen wir die verwandten Reihen zusammen, also die 1., 3., >. 


und 7., so erhalten wir die jährliche Periode des drittnächsten Monates nach 


Plantamour’s Methode zusammengestellt, die sich nur im ersten Maximum 


von der in der Tabelle angegebenen unterscheidet; nämlich: 


52" 58 


B)e) 


50 


54 


52 42° 46 


4. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des viert- 


nächsten Monats. 


In unseren Klimaprovinzen erhalten wir 


Perioden des viertnächsten Monats. 


I 

NY 
Ostseegebiet: 45 
Nord- Mittelrussland: 48 
Südrussland: 54 
Polen- Ungarn: 61 
Deutschland: 54 
Alpengebiet: 61 
Italien: 59 
Skandinavien: 44 
England: 47 
Niederlande: 42 
Frankreich: 44 
Ost-Amerika: 53 
Contin. Amerika: 60 


IRRE? NV 
.VL.VILVIILIX. 
» Sal er Dil 
50 50 51 57 
AB 20 5) 
59 A8 45* 54 
61 55 45° 64 
>> De Be 
51 65 58 54° 
58 54 50* 54 
56 48° 61 56 
60 56 45° 55 
(N IeSR ER Re 
47° 60 60 61 
41 60 54 50 


re 


nachfolgenden jährlichen 


VII VILLEX 


DSESNIEST 
Aal 
53 54 43° 
53 50 49* 
56 45° 47 
56 54. nl“ 
62 38° 48 
57 56 59 
62 46 50 
Dog 
>») 5 Di 
53 419 54 
53 49 45 
5125245; 


XI XII 


FW 


2a 
57 497 


53 52 


41° 66 
51 54 


Obwohl wir hier auch keine völlige Uebereinstimmung zwischen den 


einzelnen Klimaprovinzen vorfinden können, so scheint es doch, als wären 


im allgemeinen die Winter- und die Sommermonate Ausgangsmonate für 


die Maxima, die Frühlings- und die Herbstmonate dagegen Ausgangsmonate 


für die Minima. 


In Polen-Ungarn, mehr aber noch in Deutschland und in den Alpen, 


kann die obige jährliche Periode als das Muster für die einzelnen Stationen 
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gelten, da diese denselben Verlauf haben; davon können wir uns auch aus 


der nachfolgenden Zusammenstellung überzeugen: 


MSN IL IV, Vo SV VENVTIIR EX RER 
VE VLVIL. VII BE RE DSERTT 1 RAN: 


Warschau: 
1835 — 1854 25,60. 33° 5575900753253 60 37 24239 
1855 — 1874 56 70 56 44° 74 60 68 53 44° 61 56 44 
Berlin: 
1756-1774 60..67.: 60.168. 53: 44.794.760 47..42% 158 42 
1775—1794 47 55 60 47° 65 32. 45 55.44°,58 53 186 
1795 —1814 10: 60 50* 55 70 70 50° 37 58 79 60 33 
1815—1834 50-50 SO 35° 55 35 4575047427 60 47 
1835—1854 45.05 50° 95 75255 407 50753787760 47 
Prag: 
1775—1794 75 »65 75 ,50*460 140 55 55 Au531A7 53 
1815—1834 40 160,65 A050 735 55° 5526377587563, 53 
18351854 35 84 50 47° 70 75 55 50 37° 50 68 61 
Wien: 
17245 1794 60 60 40 35* 70 35 55 60 58 47* 60 53 
1795 —1814 70 65 45* 55 S0 65 65 60 47* 58 47 53 


1815-1834 55 50 60 50 50 40* 60 50 58 42* 60 45 
1835-1854 Bra ee ee et 
1855 —1874 55 58 60 45° 60 60 55 70 A7 44* 53 42 


In den anderen Provinzen haben wir: 


174 TE IE TV NEVILN TIER VRR RTL 
Vs VI.VIL.VN EBEN  RRERTIETV) IRENV 


Zwanenburg: 


17551774 60 55 65 50* 55 60 45 55 42° 47 68 60 
1775—1794 45 Ab 55 65 68 58 68 58 28°33 3967 
1795 —1814 70 60 55 40* 50 70 45.80 58 47* 60 42 
1815—1834 40 80 75 50 45* 60 60 45° 47 47 68 42 
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I ISTERNzEV VEVIEVIIIX XIOXTIXI 
VE SNANIRISBEDTIREN X XIX. TR 220 DIT SIV 
1835— 1854 307 65 29255 550 755 30 707226047 53 
1859—1874 40 55 65 35° 75 50 65 50 58 47* 58 58 


New Haven: 


1775—1794 61 74 RE ST 61 60.535050 78 448,56 
1815—1834 67. 60 71656565979 35 4X 156 50 37° 78 
18355 — 1854 60 53607753 70 42 60 Ab 42 53 33° 58 


New Bedford: 


1815—1834 56 63 90 50 53 74 50 45 44 68 42* 68 
1835-—1854 In 5 He ea ar Br 
Paris: 
1815 —1834 40 55 65 60 45 5 60 55 47 55 42%* 37 
1835 —1854 307025302357 507307507457 32768 4753 
Katharinenh.: 
1836—1854 67 17233 22565 5874427 507 40 50781353 
18551874 58u1050555505.060047255 7447758550250: 


Wenn schon die oben zusammengestellten jährlichen Perioden des 
viertnächsten Monates ausdrucksvoller und sicherer sind als die vorher- 
gehenden des zweit- und drittnächsten Monates, so werden wir uns davon 
noch besser überzeugen, wenn wir diese jährliche Periode nach der Methode 
von Plantamour berechnen; denn wir erhalten sodann für Wien: 


Ta EV EV SV VIE VIER IRTXTI 
SV „VIE SVSBOVEERDEBRER RT. 1 PRINT. IV 


KK—-WW 121 7157 15° 10902143? 10° 
kk ww 0 a lee Tele 
Ww—wW 21 20er 1 19T 2 
Kk—kR Elze 137107112 
KW —WK ION IR 11.12 012 VOR 


Wk— kW SDR Elan oe. 10713 HT 
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IE a RRTZIRV. 0yY  VISVITENDIITISESEEREIRSTEN IT 
SNESNTOVEITSVIDTERX RR TEN] 

Ky mwkK 12 88217 416 a’ >85 PISTEN 
kw—wk 1 ar ee ri Tre 32 


Wenn wir die vier ersten Reihen zusammenfassen, so haben wir die 


folgende jährliche Periode: 


60 64 52 42* 68 56 58 54 52 51 46* A7 


5. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des 

fünftnächsten Monats. 

Obwohl von dem fünftnächsten Monate an die jährliche Periode der 
Erhaltungstendenz der Temperatur immer schwächer auftritt, so will ich 
doch im nachfolgenden die jährlichen Perioden zusammenstellen in der 
Hoffnung, dass selbst negative Resultate für diese Art der Beobachtungen 
von einigem Vortheil sein dürften. 

Für den fünftnächsten Monat erhalten wir somit folgende jährliche 


Perioden in unseren Klimaprovinzen: 


” 11 IM IV V VEVISVIITBSERT ZINN 
- VL. VAL VIIIL:.IX.X. RE. X Ts DE ERS Sy 


Ostseegebiet: 59 45* 55 57 53 47 46° 54 51 50 ‚50° 54 
Nord- Mittelrussland: 47 50 51 51 -52 49 49 48 47 53 32 54 
Südrussland: 50,46, 47. 62 54 43 2247 54. 5° 507 467 
Polen - Ungarn: 43 43 55 65 56 43* 50 47 51 43 44 40* 
Deutschland: 54 49 56 51 50 48* 50 50 54 47 60 46” 
Alpengebiet: 52 48 52 66 53 50 55 4A6* 54 43 55 46* 
Italien: ag Ha nAT 153. 51* 55, DAEST 54 25 Fl 
Skandinavien: 59 42* 63 58 46* 60 54 47 39° 39 38 5l 
England: 59 51 60 64 59 58 60 53° 53 55 47 54 
Niederlande: Ay 353 552 A705 
Frankreich: 992134. 153 (57 152 158 BA es. 


‘ 
Ost-Amerika: 59 62 63 60 61 58. 44* 53 56 62 60 58* 
C'ontin. Amerika: As al 57 50756 52 43° 55 57 5255253 
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In den 20jährigen Abschnitten kommen folgende jährliche 


rioden vor: 


St. Petersburg: 


1755 —1774 
1775—1794 
1815—1834 
1835 —1854 
1855 —1874 


Nikolajew: 


1835 —1854 
1855 — 1874 


Warschau: 


1835 — 1854 
1855 —1874 


Berlin: 
1756—1774 
1775—1794 
1795 —1814 


1815—1834 
1835 — 1854 


Prag: 


17751794 


1815—1834 
1835 — 1854 


Wien: 
1775 1794 
1795 —1814 
1815—1834 
1835 —1854 
1855—1874 


Nova Acta LXXI. Nr.4. 


REN TV V 


INTEL VIII X °. 


33 33° 78 58 47 
40 50 35° 65 84 
33° 50 61 56 40 
60 44° 45 42 44 


65 40* 50 58 55 


60 45 38 68 35 
47 88.135 161774 


55 61 47 40 50 
44 44 61 78 47 


67 79 79 42 
61 65 60 42 42 
60 50 50 55 50 


40 45 50 45 45° 
>» 50 45 50 45 
65 65 65 50 60 
50 35 50 30* 55 
55.61 557 53 Abi 


42 65 70 60 50 
65 60 5 


VI VIENDIIRRX 


. Abe Team 


61 68 53 
30* 42 37 
42°" 61 55 


95 30 74 


40. 17* 42 
31 4 6 


55 44 42 
41 58 58 
30 47753 
40* 47 42 
5558 37 
50 42 68 
45 42 56 
38 08 Alt 
5558253 
55 42* 68 


> 
[by 
IV 
„> 
S1 


Su 
Si 
Ss) 
or) 
* 
1 
IV 


50 


BB} 


61 


127 

Pe- 
XIXI 
INN 
61-47 
47 58 
533 53 
56 61 
61 33 
28* 53 
58 50* 
53 39 
44 33* 
712 56 
50 42 
61 38 
42 58 
68 61 
AAN 
61 53 
12 42 
AED 
74 61 
53 53 
61 37 
53 42 
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Zwanenburg: 
1755 —1774 
1775—1794 
1795—1814 
1815—1834 
1835 — 1854 
1855 —1874 


London: 
17091794 
1795 —1814 
1815—1834 
1835— 1854 


New Haven: 
17951814 
1815—1834 
1835—1854 

New Bedford: 
1815—1834 
1835 —1854 


I 


DD OU DH Qt 
SE 


SU SU 
HU SITE CHT 


58 


Ladislaus Satke, 


II 


65 
60 
50 
65 
50 
45 


65 
Qi) 


III 


Yb) 
ri) 
59) 
60 
60 
60 


s0 
45 
50 
60 


61 
65 
ıs 


50 
60 


IV 


EV IV EVER 


V. MANIEyIETIX 


RE RER 
b5 55 55 47° 
61 53 58 32 
55 55 60 42* 
>) 55) Kl) 
50 45 45 37 
45 55 35* 58 
50 50 61 47 
79 70 60 68 
50 65 55 37° 
40 61 50 42 
50* 58 74 58° 
73:40 AUSAR 
50 68 45* 61 
68 61 45 38 
65 60 55 50* 


108% 


56 


61 


58 
58 


6. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz 


sechstnächsten 


Monates. 


In unseren Klimaprovinzen erhalten wir 


Monat folgendes: 


Ostseegebiet: 
Nord- Mittelrussland: 
Siidrussland: 


17.174 
NIE MILE 
48° 53 49 
43* 48 53 
SS) 5 Dil 
49 54 53 


Polen- Ungarn: 


IV 
X 
21 
3) 
36 


31 


für 


den 
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NIEXI 
ANGER: 
58 53 
35 56 
61 74 
58 68 
58 42 
53 42 
47 50 
AT 61 
37 58 
58 53 
44 41 
58 75 
AT 58 
53 72 
61 47 
des 


sechstnächsten 


va NE VEEVIIER® 


49 51 
A533 
49 52 
5l 44 


54 
30 


46° 5 


«wm 


Jr) 


46° 
47 


48 


RR. 1: HSE 


39) 
BY 
49 
49 


46" 


XI XI 


u: 


50 
54 
45 
48 


VI 
45° 
50 
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I IE EIN SDNNENENDIIS X OXTXı 


NEVITEERERRTRRTRIT SL STAND. VW VI 
Deutschland: 56 5953757 56 48745747 25246753 52 
Alpengebiet: 44 59 52 59 52 44*58 43 62 48 49 47 
Italien: 49%. 54.052 755052753. 51 50975450057 54 
Skandinavien: 58 54 55 63 50 49 50 34 44 30° 38 57 
England: 49 54 58 55 56 55 50 47* 55 50* 53 54 
Niederlande: 59 59 64 49* 53 58 53 45 43* 44 50 44 
Frankreich: 250, EDIT HIFI HE ATle56 
Ost-Amerika: 51 52 61.653 60756 53 537522 52 56 56 


Contin. Amerika: 46 47 46 51 50 40* 58 48* A9 51 56 50 


Da der Verlauf der jährlichen Periode nach einem halben Jahre 
viel wichtiger erscheint als die anderer Combinationen, so will ich hier die 
jährliche Periode für den sechstnächsten Monat nach 20 jährigen Abschnitten 
zusammengestellt von allen Stationen angeben, für welche ich dieselbe be- 
rechnet habe. 

T. SICHERN ZEN NIISVAEIERSREERSIXITE 


SVEN TTETERSERSEERTE SSH 15 TEST TERN EV 
St. Petersburg: 


1755 —1774 26° 61 59 60 61 37° 50 56 44 61 53 50 

1775—1794 28* 50 35 47 55 60 47 32° 68 38 42 68 

1795 —1814 45 35* 47 44 50 37 53 26° 61 65 47 61 

1815—1834 53 42 32* 61 56 65 67 33* 61 38 46 42 

1835 — 1854 45* 50 50 42 60 45* 47 68 53 50 37 58 

Katharinenburg: 

18356— 1854 65 40° 44 55 22° 37 55 42 71 53 41 50 

1855 — 1874 322.602:565.65, 372.682 50747753, 4277864 
Nikolajew: 

1835 — 1854 40.58 755253755 7507 37 4474747 44237 267 

1855 —1874 42 58 58 55 47* 53 72 53 50 61 28° 44 
Warschau: 

1835 — 1854 78 50 58 55° 60 61 56 42 44 26* 58 33 

1855 — 1874 44 50 58 53 58 53° 65 53 56 67 44 33° 
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I WIDE III NIS RRERT 
. [VL VIER ARREEERTERTT, I. „. SIR IV Ey EVa 


Berlin: 
1756—1774 58 74053233058 167 61 67. 44°.50.72 47 
1775—1794 53 55 235 38° 47 37 ANER A7 
1795—1814 70 70:50 .65.50”47 53 47% 58 68.53 67 
1815—1834 45 55 50 55 60 35 26* 42 58, 47 42 61 
1835 — 1854 55 74560 160845 1507 477237 7420.33053. 37 
Prag: 
1775—1794 55 65 25: 60 45 45 42*47 37 42 53 37 
1815— 1834 45 70 50 55 50 45. 16* 47 47 47 53 61 
1835 —1854 75 41 70 74 Absba A750 53 33,58 42 
Wien: 
1775—1794 60 50 30 45 55 50 53 42* 42 42 68 63 
1795 — 1814 60 40 5555 Ab 35 32° 42 58 5863 63 
1815—1834 60 45 60 55 55 55 42* 42 58 58 47 53 
1835 —1854 10 50 765.80 :50-427 53 7632587322637 47 
1855 —1874 55 74 50 55 65 53 A7 22574 05832 47 
London: 
1775-1794 40 45 65 40 73061 37 A7 4453158 38 
1795 —1814 65 45 60 47 65 55 74 53 47750 61 78 
1815—1834 60 60 50 70 50 55 33* 58 47 58 68 68 
1835—1854 45.65 275 ‚30277922247, 33,742 E5a87,56 


Zwanenburg: 


I 65 65 75 50 50555247 58761 9856853 
N lris:! Hobby Se u ee Be at Be il 
1795 —1814 45 60 50 50 40* 60 58 37 58 53 53 47 
1815-1834 20 60 70 70 50765. 33, 373124453753 
1835 — 1854 60 55 65 60 60 50* 58 26 A2 37.58 33 


1855 — 1874 55 40 45 60 50 45 58 58 47 53 47 47 
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IT IIV N IEVNIVERTIRTIRH 
IV NIEBEREIRTRRTESTR I RIIVZNVE VI 


Paris: 
1815—1834 55.255) 165,7 AS 35 >45 207 Hassan dor 7A 
1835 — 1854 30 55 65.60 .55.50* 53 26 47 53 53 68 
Mailand: 
1775—1794 68 45 58 25 46 40 38 61 38 58 56 58 
1795 —1814 605.657 50=505502 50747. 42753 14568 53 
1815— 1834. 50. 65 38 60 -44 50 26 42 41 53 41.53 
1835 —1854 55. :505,.720.80740 765.37 44.68 53, 44, 32 
1855 — 1874 bb. 65, 602502557 507:587:37 612 535356} 


New Haven: 


1795—1814 685726175 6 760 61 
1815— 1834 50, '55 #58 778 750753: 42329616141. 61 
1835 — 1854 65 45 58 W 65 58 58 53 44* 61 58 61 


New Bedford: 
1815—1834 53 
>: 


5 60 55 61 26* 50 
1835 — 1854 „) > 


53 58 61 56 44 
50 65 60 70 56 47 


42° 47 61 47 


Wie wir sehen, ist die jährliche Periode nur auf wenigen Stationen 
sicher. In Deutschland ist dieselbe fast gewiss, aber man müsste in der 
Hinsicht noch weitere Untersuchungen vornehmen, denn es scheint, als 
sollte man hier zwei Klimaprovinzen unterscheiden. In Wien ist noch der 
Umstand auffallend, dass die jährliche Periode nach Plantamour’s Methode 
berechnet eher mit der allgemeinen jährlichen Periode von Deutschland als 
mit der speeiellen von Wien übereinstimmt, wie wir uns aus der nach- 


folgenden Zusammenstellung überzeugen können. 


jL Jur nr 389 Ne NAE NARENADIDOEL IT DRUM 

NVIDIENSEIR ERLITT STE A STTTEIEV RAVING 

KK-WW 7 en 1 1 AO aaa 
kk — ww 1265013 reg 1770 es 
Ww— wW FRE 10° 109162 


Ladislaus Satke, 


In HIN DEI VENIIR® 
IVILNITTIRERERTRITT EEE 
Kk—kK 14 15 13 9232 
WK-—KW 7 12 9 es 2a een 
Wk —kW 1215 2er 7 
Kw  wk ua ee Se 
kw — wk 12 10:1 28 2 28245212715 
7. Die jährliche Periode der Erhaltungstende 
siebentnächsten Monates. 
7 NEE IV VNVENIEMIEIBK& 
DI IOETEITEI DA ET EAN E 
Ostseegebiet: 447345 260 97 53 791: 21745 Sl 
Nord- Mittelrussland: 44* 46 49 57 51 48 51 45* 55 
Südrussland: 49 A7 48 40 58 52 A7*49 47 
Polen-Ungarn: 48 54 55 48 52 48 44 45 48° 
Deutschland: Jene ee ae are) 
Alpengebiet: 52 53 59 48 56 42 39* 44 59 
Italien: 52 53 49 57 53 53 48°56 4 
Skandinavien: 52 53 62 A8 49 48 39* 48 49 
England: 60 56 60 57 48 46° 51 57 57 
Niederlande: 48 55 60 55 50 59 48* 55 55 
Frankreich: HO=53 HS Aare 27 358 
Ost-Amerika: IS a dat ae ie 
Contin. Amerika: bh, A756 54 25225650757 55 
In 20 jährigen Perioden haben wir 
1 11 IE IV VZyISVIE VAIRIR: 
VIE TR IR NT RD ZA SIR SIT IV... 
St. Petersburg: 
17551774 AT ID BIO FEIERT 38° 61 
1775 1794 35’ 50 68 50 55 A7 59 47 37° 
1815—1834 N Te N re al Ba en 


nZ 


mo 


MEIEHTE EHE TE CHR 
m 


TEL 
* 


[30] 
XIX 


AN VE 


12 9 
16 
8° 16 
6* 12 
12* 12 


gi 


des 


XI XII 


NENNT 


3) 47 
BB) 


4 
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1835 — 1854 
1855 — 1874 


Katharinenburg: 


1835 — 1854 
1855 — 1874 


Berlin: 


1835 —1854 


Prag: 
1775—1794 
1815— 1834 
1835 —1854 


Wien: 
17751194 
1795 —1814 
1815—1834 
1835 — 1854 
1855 — 1874 


London: 


1775 —1794 
1795 —1814 
1815— 1834 
1835 — 1854 


Zwanenburg: 


ie Aue It 
NAIOTIDS & IX 
2) ul 
45* 60 60 
AT a 
An 2A 
61 58 53 
31050853 
60 60 90 
455 7% 
55 40 60 
45 69 
60 70 33 
5053 7 
A) 8) 8) 
45 45 60 
30 60 70 
45 55 70 
60 53 60 
55 40 60 
70 60 58 
65 40 60 
65 70 45 
»>» 55 5» 
AL A2TA 


IV 


XI. 


61 
61 


61 


#5) 


68 
42 
[5 
40 
ri) 


50 


VEMIENIEI® 


20 115 I MV 


47 35° 53 56 
3/7 37° 58:56 


44 56 41* 53 
53 61 44° 61 


lern 12,4 
385 61 74 28 
58 42 


SS 
DV 
* 
> 
DD x 
m oo > 
SI. -<1 1 
SON 
(0,0 


Al a 
925226258 
47° 50 47 38 
Al Be il 
Ban a 8 
4253. 53453 
50, 47 HAT 
DSB 
4734. 53,58 
61 37 55 2 
32 53 58058 
12 58 53 A 


x 
V 
59 


61 


BB} 
67 


61 
58 
26 
31 


58 


58 


UERSIT 
 NALSNAHI 
56 61 
74 47 
53 53 
61 46 
65 61 
42 68 
58 78 
47 61 
47 42 
PH 
42 53 
47 53 
58 42 
61 78 
32 68 
42753 
53. 98 
37 56 
A) 
68 58 
67 47 
68 58 
56 67 
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I. ARRSEEIV Ty DIE VIE VIERTE 
. VIER AAN TEN NEE 


1795 —1814 55 565 5 5 53 53 47 3255 65 

1815—1834 45 60 60 55 60 37 32* 37 68 61 58 53 

1835 —1854 55 40 45 60 55 47 58 53 53 47 68 68 

18551874 40 75 55 65 40* a2 58 58 53 26 32 47 
Paris: 

18151834 50 60 55 65 35 32* 47 47 61 53 58 58 

1835—1854 60 50 65 65 60 68 A7* 58 53 74 79 42 


New Haven: 


1795—1814 56 58 53 42* 56 67 67 71 50 46 38 56 

18151834 7077967.9020771°53 58 61438 561837 61 

1835 — 1854 45 45 58 55 50* 58 47 56 74 61 50 42 
New Bedford: 

1815—1834 68 75 65 20*58 41 68 61 42 50 50 61 

1835—1854 ss 5 3550 050535353 47 53 53 


8. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des 
:htnächsten Monates. 

. NIT ARTEN ONDENT VIE VEREERERTRIT 
SIRAER RTL MENT . TVVNAMENIENVIN 


a 


P- 


Ostseegebiet: 64 58 55 54: 58 5A 5a 54 51° 592 53 
Nord- Mittelrussland: 49 54 49 50 52 41* 49 53 47 53 46 53 
Südrussland: a eek eee ar Bil 3 
Polen - Ungarn: 44* 51 56 59 46* 50 53 58 52 56 46 50 
Deutschland: 59 55: 51.53. 457,54 51 48° 54, 52.552 7552 
Alpengebiet: 45 44 57 54 42* 49 49 60 49 56 49* 52 
Italien: 53 56 54 53 47* 49 60 50 50 47° 58 57 
Skandinavien: 59 59: 42752757 ATra7 46° A0 a8 HOT 
England: 56 55 56: 51 490 457 53753507495 547 55 
Niederlande: 53 51.4953 46 54 43 491491 50943 55 
Frankreich: 56 | 56 51° 52154957 52 43° 42 50151 58 
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TI DIT FIVE SV? SNIENTESVTETEERERTKSTEERT 

ERFREUT XI. +1. 20 UNE VESVZNDESVERE NENNE 

Ost-Amerika: 54 61 52 57 49* 57 54 59 59 60 6 54 
Contin. Amerika: 60 55 48 47 42* 45 58 59 50 59 57 49° 


In den 20jährigen Abschnitten der einzelnen Stationen haben wir 
folgende jährliche Perioden: 


PS NTERV. IV VIE VIEVIDRE REIT 
SIRFERESIIERDEE] . IT. IE IV VNISVBENIEN 


Petersburg: 


is 1774 44212253. 41259 5083 53 A672 61 
1775 1794 250.61. 407407537 53. 65 2067 61233 41737 
18151834 69260753 20141277447 61 65. 58:67 737 6 
1835 —1854 785. 20.7275555956 267. 507 473535502537 53 
1855—1874 55. 607657427617 3744 507427 A 74553 
Warschau: 
158 KOT 7253 65 42732737 6 61 
1835— 1854 58 61 TA 68 53° 59 65 59 50% 67 44 50 


Berlin: 


1756— 1774 65 35 65 50 47° 78 61 79 61 56 84 53 
1775—1794 37 68 55 53 44° 61 58 50 61 53 42 47 
1795 —1814 60 50 70 47 47° 58 53 58 47 74 61 50 
1815 —1834 13 65 45 45 42 26° 58 47 68 42 68 42 
1835-— 1854 50 50 30 65 42° 58 68 53 42 42 42 74 


Prag: 


ao 194 or 0 a LT el 

18151834 80765-607357 6 a7 AD A587 Aa 

1835-—1854 15) DS 90) bei Su zu Hi 5 Dre ol 
Wien: 

le 40 60 45 55 53° 58 26 53 58 61 47 42 

1795 —1814 72050750765 3774 53 53. 61 58768 58 

1815-1834 65=600693558,:53, 6137008 are 


Nova Acta LXXI. Nr. 4. 19 
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y 


18355 —1854 
1855 — 1874 


Mailand: 


1775—1794 
1795 —1814 
18151834 
1835 — 1854 
1855 —1874 

Paris: 
18151834 
1835—1854 


Zwanenburg: 


1755 —1774 
1775—1794 
1795—1814 
1815— 1854 
1835 —1854 
1855 — 1874 


Ostseegebiet: 


Nord-Mittelrussland: 51 


Sidrussland: 


Polen - Ungarn: 


Deutschland: 
Alpengebiet: 
Italien: 


Ladislaus Satke, 


il 
AR.R 
50 50 
Tas 
30735 
bb 55 
40 55 
40 50 
s5> 60 
55 50 
42 68 
50 60 
65 50 
60 40 


Home) 


Die jährliche. Periode der 


neuntnächsten 


RR ER R 


Te! 
48 52 

54 
49 45 
485 50 
Dil 9% 
44 55 
50 53 


I 


61 50 
55 45° 
49 54 
5550 
33 47 
52 56 
57 48° 


[34] 


Ve: SVLVELNEIEER SIERT 
IV AV NLVIVEN 


nu EV 
TROLL. PETE 
40 55 21° 50 58 
55 45 32 6 53 
47 65 29* 74 56 
45 38 37° 37 58 
44 55 47° 47 659 
40 45 42° 68 55 
40 60 47° 58 61 
55 45 42° 42 53 
50 50 26* 42 47 
60 45° 53 58 58 
58 753 8758 53 
60 50 47° 47 58 
65 45 32° 47 42 
35 25° 32 47 42 
50 45° 47 42 47 


Erhaltungstendenz des 


Monates. 


61 
53 
[be 
42 


38 


69 
58 
68 
38 


> OS ovre Oi 
Di SS 


1 


53 68 


4742 
53 56 
42 714 
42 58 
58 61 
em 3% 
68 61 
67 50 
AAN 


65 68 
38 21 
42 42 


58 
47 


VEVEENILVIDBSERFRTERIT 


5) 
50 52 


53 52 56 
514 44° 50 
52 47* 49 
47° 53 53 
55 58 60 


38 
34 
54 


46* 52 
46° 49 
50 
44 44° 
44* 48 
43 42 
50* 51 


52 


VIESVIEYIELAR 


50 
54 
40* 
45 
dl 
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T SIISINBERVZEN SIVTNIENTHIX X RIXI 
IR IR RI EINEN. N VENHNITIX 


Skandinavien: 54...42* 48 5349751 49 54,57 53 45” 51 
England: 53 48 56 44* 54 56 46 59 55 53 54 51 
Niederlande: 55 50 60 47* 53 51 47 59 52 47 47° 54 
Frankreich: 48 50 50 55 61 49 50 47 52 56 53 57 
Ost-Amerika: 47 Hr MSe527 4958 57.2706253552..53. 457 
Contin. Amerika: 47 49 45* 50 53 51 62 56 47 54 55 49 


In den 20 jährigen Abschnitten haben wir folgende jährliche Perioden 

des neuntnächsten Monates: 
T ISITTERVEENZ VIENNA ERTERTTERTI 
„X „KR De TREND SV VAr- VDE SVEIESTR: 


Petersburg: 


1755—1774 58 56 29 56 A6 33* 68 56 61 74 44* 46 
1775—1794 32 45 60 47 58 58 29* 42 42 44 42° 47 
1815—1834 45 60 74 59 26* Ab 35 58 56 42* 47 53 
1835—1854 58 50 55 53 53° 58 56 33 56 35* 44 38 
1855 —1874 45 65 75 50 53 26° 56 58 68 58 58 53* 
Berlin: 
1756—1774 58 7453126176 615853 125878 
ia 1194. 38 60 65 35° 53 47 38 68 58 53 42° 42 
1795 —1814 50 60 58 58 47° 68 32 68 53 47 61 33 
1815—1834 45. 50- 60° 26° 47. 61 78 58 61, 427 58 53 
1835—1854 70 40 65 53 42* 58 42 47 58 68 42 61 
Prag: 
1775—1794 55 50 50 42 32* 37 42 61 42 47 42 37° 
1815—1834 5 60 55 37° 47 58 53 58 58 47 68 47° 
1835 —1854 50 47* 55 56 67 53 38 58 53 58 58 42* 
Wien: 
1775-1794 35,50, 40 FHDEA232 42 537.58, 53u37 47 
1795 —1814 BIAUHOTASTEINTATEI 42585 61 
1815-183 326550 413742 585 22553732058 53 


19% 
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10. 


1835 —1854 
1855 — 1874 


London: 
1775—1794 
1795 —1814 
1815— 1854 
1835 — 1854 


Zwanenburg: 


1759 —1774 
1775—1794 
1795 —1814 
1815—1834 
1835 —1854 
1855 — 1874 


New Haven: 


1795 —1814 
1815—1854 
1835 —1854 


New Bedford: 


18151834 
18351854 


Ostseegebiet: 


Nord - Mittelrussland: 


Siüdrussland: 


Die jährliche P« 


zehntnächsten Monates. 


Ladislaus Satke, 


I May 
ERICA 
50: 50° 53 
61 55 68 
45 61 21° 
45 50. 42* 
50 50 32* 
55 60 58 
40 60 58 
35 45 68 
55 45..32° 
50 50 37° 
60 60 37° 
53 58 67 
40 61 47 
55 42758 
55 5567 
55 50738 


I 1 
SAN 
54 58 51 
0 57 47 
43° 52 52 


IV: NAINDIT VOTEN EX 
IE ANAL DVS SV SV AVANN 
58 38° 47 61 58 58 
56 37° 42 53 42 37 
58 53 42 61 78 68 
68 55 42 61 42 50 
47 42 7A 58 68 47 
53° 56 26. 61 56 78 
53° 78 58 68 61 53 
53 53 53 68, 22.72 
53° 61 47 53 53 47 
32.97 61 53:58 47 
42 74 53 74:53 61 
68 42 42 58 61 21 
53 67 61 69 56 72 
305.58 2 681°.212.50: 56 
42 67 47 42 50 47 
56 590 32 72 56° 58 
58 53 89 61 53 53 


[36] 


IE 
‚VIILIX 
61 42% 
ra 
58 50 
53 68 
74 58 
53 61 
61 58° 
Bl Bi 
A SA 
eg 
47° 58 
Au AT 
ul 
42 46 
42 42 
47 47 
DB 


»riode der Erhaltungstendenz des 


TV V-MISMISVIET IX REIT 


5 
7 


Ei 


2 


52 
43° 
96 


50 42* 51 
49 48 52 
45* 51 51 


52 


52 
51 
a 


3 


IT SIT IV NV EVEN IE 
49* 


X 
37 


Bl) 
36 
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NE IV V 
SEX PONTE IT: TAT G 

Polen-Ungarn: 54 58 57 47* 57 
Deutschland: 54 53 A748 51 
Alpengebiet: al 54 60 50° 54 
Italien: 585 56 AnZAgE43: 
Skandinavien: 67 57 57 46 49 
England: 53 57 42° 50 53 
Niederlande: 46* 65 54 49 52 
Frankreich: 597537 53251.749 
Ost-Amerika: 52. 497557. 55. 59 
Contin. Amerika: 48 51 55 4948 

Die jährlichen Perioden im den 

1 NV 
RISR Te] 

Zwanenburg: 
1755 — 1774 3077033768 
1775—1794 26537 3758 
1795 —1814 30 70 37 42 58 
1815—1834 DusHsES 4253 
1835 — 1854 50 55 42 AT 47 
1855 — 1874 60 60 61 58,37 

London: 

1775—1794 35.08.53 32561 
1795 —1814 60 40 32° 37 58 
1515 —1834 65 40 AT 53 47 
1835 —1854 (0) DB al 58 

New Haven: 
1795 —1814 Dan ıld..61 58759 
1815 —1834 45 42° 68 53 76 
1835 —1854 9 AUTO Br Sa 


VI 
IV 
63 


VON X X 
V.. VEVIEVNIIIX 
57,29855859..59E55 
57 let 
48 45° 57 51 55 
53 45 60 53 56 
45 51 64 58 50 
64 48 49 54 46* 
47° 49 59 54 52 
DE2457 50 54 58% 
53. 60.53.67. 55 
5l 53 60 58 52 


20 jährigen Abschnitten 


VENEN TTEVZETISTER 


42" 68 


42° 


SE IERSTTE IV Ve 


VIEVIEVINIERT, 


65 
56 
53 
> 
58 


DB) 


sind: 
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X 


60 


63 


IEIEDT 


Da 
Go 
47 47 
42 61 
) 32 


rg 
50 47 


71 33 
67 33 
68 61 
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DT AN INNE VO VII ERERTNT 


EXT ORTE TTERRDTESTVESVESVTAVIETSVOTRTREON 
New Bedford: 


1815 —1834 53° 60 61 58 67 44 50 56 47-74 47 22 
1535 —1854 58,5571671453 1531.61 74 5as5snA2.6l 58 


11. Die jährliche Periode der’ Erhaltungstendenz des 
elftnächsten Monates. 
TEEN LIT IV EN EN TSV SVEN TERN 
SRITT I 2 PETER VESSNV VIE SNDISNEERRENTERT 


Ostseegebiet: D3. 55. Bar Ay a TenD 52 ANETTE 
Nord-Mittelrussland: 52 47 54 50 49 49 56 50 54 48 53 49 
Südrussland: 55 49 55 42° 53 546249 50 50° 5143 
Polen-Ungarn: 9% 51 55 34 "ALFHM 50ER 5 2mAS TA lEEH> 
Deutschland: er een Bere ae a ee 
Alpengebiet: 56, 52,59 54745 5585174875341 252062 
Italien: b2 49753 1627479057 957 59,58, 52654760 
Skandinavien: 66 57 49 43° 51 52 51 60 67 50 55 54 
England: 447,49 ,.49,97 4,471055.59,. 53,55: 53-54 55 
Niederlande: 56.56. 45°. 53.,46. 55 52 62.48. 51,52 47 
Frankreich: 44” 54 62 54 50 67 51 53 52 52 60 59 
Ostamerika: 571.51.47054-53.,62 53 531 50 00554247 
Contin. Amerika: 50 53 46 50 55 53 50 63 54 53 46* 55 


Die jährlichen Perioden in den 20 jährigen Abschnitten stelle ich 


hier gar nicht zusammen. 


12. Die jährliche Periode der Erhaltungstendenz des 


zwölftnächsten Monates. 


Viel interessanter als alle vorhergehenden jährlichen Perioden ist die 
jährliche Periode der Erhaltungstendenz nach Ablauf eines Jahreseyelus oder 


des zwölftnächsten Monates. Es ist schon Dove') aufgefallen, „dass oft in 
!) Citirt bei Köppen: Die Aufeinanderfolge der unperiodischen Witterungserschei- 
nungen, p. 219. 
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einer langen Reihe auf einander folgender Jahre hindurch das Zeichen der 
Abweichungen desselben Monats dasselbe bleibt“. Auch Köppen') bemerkt 
auf Grund der 138jährigen Beobachtungsreihe von Berlin, dass „die be- 
deutende Tendenz zur Wiederkehr gleichartiger Witterungszustände nach 
Ablauf eines Jahreseyelus sich hauptsächlich bei den Sommermonaten 
findet, der Art, dass man nach diesen Beobachtungen mit 2 gegen 1 
auf den Charakter des nächsten Sommers nach demjenigen des heurigen 
wetten kann“. 

17 DI DIN VIENIEVDERE ER RT RI 

sch eo EDV VIE VITSVDTETRERT RT XI 


Östseegebiet: 50 57 49 42° 43 47 52 48 49 51 42* 46 
Nord-Mittelrussland: 52 56 47° 48 54 48 57 51 54 48 45* 52 
Siüdrussland: 45° 51 48 49 52 43° 64 51 51 9 6L 55 
Polen- Ungarn: 44 57 45 36° 45 42 52 48 46 49 48 41° 
Deutschland: 52 48 54 55 497 55 54 54 58 A747 45° 
Alpengebiet: 48 54 53 Al 44 46 53 39 60 45 47 48* 
Italien: 47* 51 59 60 58 50* 58 55 57 50 56 58 
Skandinavien: 58 47 46 33° 47 50 67 53 69 44 40* 50 
England: 48 50 51 48 48° 48 57 58 53 56 59 56 
Niederlande: 47 48 46° 49 51 48 56 55 52 47 46 43 
Frankreich: 51 49 51 61 61 58 48° 54 57 52 51 52 

54 52753 54 

1 


Ostamerika: 50 51 48 52 65 56 54 53 
Contin. Amerika: aa Jar 
Die jährliche Periode in den 20 jährigen Abschnitten ist: 


FEAR SVEN ZSV ENTE VDE BEREITET 


Petersburg: 


et aan Aa Era 35 32 A AT 
a 9A 37 58 58 37 58 61 40 53 32753 42784 
1815—1834 47 61 41° 47 68 41 98 37 26° 47 53 58 
1835 — 1854 93: 67 53 4730741765 53 aaa 58 427 
1555 —1874 68 42 61 417 53 42 42 47 42 58 32° 47 


1) 1.c. p. 234. 
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. LA DIN NENNEN IN DER RIERU RN 


Katharinenburg: 


1836— 1554 38,190. .47%.61.0697 33, 702617 33,0227738 750 
1855 — 1874 58 58 24° 58 24 61 76 47 68 68 47“ 53 


Nikolajew: 


1835—1854 42* 53 53 58 42 42 7A 58 58° 58 61 53 

1855—1874 ai aan ae ae 
Warschau: 

1835 —1854 982.08 532 3. HDEDbr An Bitasseee5sen 

18551874 47250730747 453 52T: 


Die jährliche Periode von Deutschland, wie dieselbe in der obigen 
Zusammenstellung verläuft, ist sehr undeutlich, da die Maxima und Minima 
sehr schwach ausgebildet vorkommen. Die Ursache dieser Erscheinung ist 
die, dass einige Stationen von geringerer Bedeutung, wie Trier, Darmstadt, 
Augsburg und Peissenberg, ihre Maxima und Minima theils verspäthen, 
theils verfrühen. Bilden wir dagegen die jährliche Periode aus unseren vier 
Stationen, die die längsten Beobachtungsreihen aufweisen, nämlich Berlin, 
Wien, Breslau und Prag, so erhalten wir: 

54 49 56 53 50* 52 56 56 61 49 50 45* 

Wenn wir noch Wien als eine der südlichen Stationen ausscheiden 
und nur die drei nördlichen berücksichtigen, was vielleicht auch angezeigt 
wäre, so haben wir: 

55 48 57 55 49* 54 56 56 6 51 51 44 

Mit diesen jährlichen Perioden stimmen auch die der 20jährigen - 
Abschnitten auf den entsprechenden Stationen, wie dies die folgende Zu- 
sammenstellung bestätigt: 


31. 2 A IV ENDEN EV TIER RESTE 


Berlin: 
1756—1774 53 61.167 178 D6 903 72 61 6 aß rel 53 
1779—1794 I Tee A A ee 


1795—1814 58 47 68 68 47° 74 53 68 61 61 61 47* 
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1-17. ER EVZENE SVEN IV RE X RT. XIT 


1815—1834 53 47.47 68 42758 53 61 61 68 53° 74 
18355 — 1854 68 47 37 58 42* 42 68 58 42 42 37 32° 


Prag: 


, 1775—1794 a7 47 68 32* 47 61 68 53 42 37° 47 47 
1815—1834 53: 68. 98 74 30 AQ 53: 53,61 55 47 618 
1835— 1854 58-38 Au 53 537427617 58061 302687322 

Wien: 
1775—1794 53 47 68 26 61 47 61 61 53 42° AT 58 
1795—1814 582:58..53. 580 61° 42761763 2 aa 
1815—1834 42 68 53 61 37 37° 53 53 61 42727 53 
1835 — 1854 47 42 53 47 68 50* 61 61 53 26° 58 26 
1855— 1874 127394726: A7 Al 53, 30 5305842558 


Im Alpengebiete fällt das erste Maximum schwach aus und der 
Grund dessen ist der Umstand, dass 5 Stationen dieses Maximum im Februar, 
die anderen 5 dagegen dasselbe im März aufweisen. Die übrigen Wende- 
punkte der jährlichen Periode stimmen auf allen Stationen mit der obigen 
überein. Die beiden Gipfelstationen bilden eine jährliche Periode wie die 


übrigen, nämlich: 
56 65 55 40° 56 47 53 36° 62 64 4A7* 56 
Dabei muss ich noch bemerken, dass das anormale Maximum im 


Juli, welches auf allen Alpenstationen vorkommt, auch auf vielen deutschen 
Stationen zu finden ist. 


202 TIRATITTVE SV VERVATEENVSTDETRFEEREITTERTE 

Mailand: 
1775— 1794 475 475972676468 71 ATZE AT 83053 
1295-1814 81, AuU242, 258053 587 476 53 
1815—1834 42* 58 63 61 68 47 68 58 58 42 47 53 
1835—1854 42758 61 742787 262258718, 787420610831 
1855 — 1874 58.3370 74: 61 58: 427617737761. 7582 53053 
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N: 
London: 
1775—1794 61 
1795 —1814 47 
1815— 1834 42 
1835 — 1854 38 
Paris: 

1815—1834 53 
1835 —1854 58 

Zwanenburg: 
1755 —1774 42 
1775—1794 61 
1795 —1814 47 
1815—1834 33 
1835— 1854 68 
1855—1874 8) 

New Haven: 
79H 184 58 
1815—1834 58 
1835 — 1854 53 

New Bedford: 
1815—1834 44 
1835 —1854 44 


Ladislaus Satke, 


Untersuchen wir noch diese jährliche Periode für Wien 


mour’s Methode, so erhalten wir: 


1 
KK-WW 13 
kk—- ww 9) 
Ww-—-wW 16 


at 
14 14 13 13 
Hl) 458720515 
4 2 Ss 


10 18 
ea 87 
I ee 


[42] 


AT EATTTESTIVZERVZSVTRVERTSVRTTETRTORESTERIT 
472587267 0615425587 610537 68 7A]! 
82.68 20727258258, 6 53 er, 
26 ANETTE 
37 26 v37 61 417 7A 37 258.58 74 42 
wi 5a a Se ara ae ee 
3 ee 2 De ae art aa ee 
4125714037 29927687 22553779 E68 5353 
3U 58 232761753768 84 716 597595597 
A ee er 
a a ee a der ee 
al a le a an al a Se 
gti a ea es Seen 
bI=A7Z 6856 26ER IT 
IB HH AI 2 A 
61 50 68 61 50* 53 58 58 58 74 58 
53. 37° 42 56 56 47 37* 42 58.53 74 
A am ar 5 Se ee Tal Ai 


nach Planta- 


. LEI IV SV SVEN DDETRE RESTE 


11733. 6 
yerle 16 
le) 
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1... 0 SIVGV, SVEMERVIDEEER OT ERE RT 


Kk—kRK 11.1312 12741670177167235 21842135712 
WK—KW 12,10, 21 2ER aiets 
kw— wk 15 419 15,15. IH Z14 10 TE 
Wk—kW 12715 15713, 1171522107932 10717229729 
Kw— wK 11° 17419 14° 14 95- 9522510713 22716 


Fassen wir die vier ersten Reihen zusammen, so erhalten wir die 


folgende jährliche Periode: 
49 52 45* 46 57 45° 58 48 63 43* 50 49 


Hier dürfen wir eigentlich nur von zwei Maximis im Mai und Sep- 
tember und von zwei Minimis im ‚Juni und October reden, was aber nicht 
gänzlich mit den jährlichen Perioden der anderen deutschen Stationen über- 


einstimmt. 


1. 


Die Erhaltungstendenz der Temperatur nach zwei und 
drei Monaten. 

Nach den obigen Untersuchungen lag die Frage nahe, in welcher 
Art verändert die Dauer einer Abweichung die Aussichten für die Zukunft, 
oder, wie verläuft die jährliche Periode der Erhaltungstendenz der Temperatur 
nach zwei, drei oder mehreren Monaten gleichen Charakters? Diese Unter- 
suchungen aber sind sehr mühevoll, deshalb beschränkte ich dieselben nur 
auf drei Stationen: Wien, Berlin und Zwanenburg, und auf die drei und 
vier unmittelbar aufeinander folgenden Monate. Uebrigens glaube ich 
auch, dass ein allzuweites Eingehen darauf zu zweifelhaften Resultaten 
führen würde. 

Ich untersuchte somit zuerst die Zeichen eines jeden dritten Monates 
und die der beiden vorhergehenden, wenn dieselben gleiche Zeichen der 
Temperaturabweichung hatten, und berechnete die Wahrschemliehkeit gleicher 
Zeichen in den drei Monaten, die ich im nachfolgenden in der Reihe „be- 


obachtet* wiedergebe. Die zweite Reihe „berechnet“ entstand durch folgende 
20* 
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Rechnung. Wenn zwischen drei Grössen /, 7, ” die Wahrscheinlichkeit 


gleicher Zeichen zwischen 5 und 7 — « ist, zwischen z und » — B, so 
ist die Wahrscheinlichkeit gleicher Zeichen für /, z und vr = aß. 


Auf Grund also dieser Berechnungen und Beobachtungen erhalten 
wir die folgende jährliche Periode für drei unmittelbar aufeinander folgende 


Monate: 

I. 1 II WIE VENVIENMIIBS NZ 
I I IV V VENEN ERTRIET 
.-IL.IV.V VENEN IRRE 
Wien: ber. 35 36: 31° .32 3788 52 32: 34 35. 35.32 
beo.35 36 34. 3342 37 4107327387327 30,32 
. her..39. 37 31 287 37.447367 297 27.732. 3334 

Berlin: 


2 
beo. 383 39 33 30* 44 43 41 28 26° 34 33 34 
Z ES ber. 38: 37 29. 2b 2035736320 32224 
WanERINE: neo. 37 40 31 29* 32 39 38 35 36 32 21* 26 
Wir sehen somit, dass wir auch in dieser jährlichen Periode zwei 
Maxima und zwei Minima haben; die ersten entfallen auf Februar - März- 
April und auf die Sommermonate, die anderen auf die Frühlings- und Herbst- 
monate. Sodann bemerken wir, dass die berechneten und beobachteten 
jährlichen Perioden in den Wendepunkten gänzlich übereinstimmen, dass 
aber zugleich die Erhaltungstendenz derselben Temperatur besonders in den 
wärmeren Monaten in Wirklichkeit grösser ist, als sie nach der Berechnung 
ausfällt. 
Da es aber von Wichtigkeit ist zu erfahren, wie viel der gleich- 
bezeichneten Monate mit dem + Zeichen und wie viel mit dem — Zeichen 
vorkommen, so gebe ich hier die Grössen derselben an, wie sie roh den 


Beobachtungen entnommen sind. 


Anfangsmonat: . I. IL.IM.IV.V.VIVILVIILIX.X.XLXIO 

a 132222019 5 1 17 1 16 2 m 2 2 
E 297 3016.15: 18er 
L+2 35 32 97 24 33 32 27 19 19 26 28 32 
Berlin: 3 m # 3 = 5 
7221 1716 052er ee 
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Anfanesmonat:2 7.416. SR SPEEFAEVESNE SVEN DIVE IRTEXTI 
+++ 27 32 25 23 22 25 27 27 29 26 17 19 


7 
A ne 27 23 19 18 16 10 14 


18) 
m 


Durchgehends also überwiegt die Erhaltungstendenz der positiven 
Zeichen die der negativen, besonders aber in den Combinationen, die die 
kälteren Monate enthalten. Da aber, wie bekannt, die positiven Temperatur- 
abweichungen besonders in den Wintermonaten vorwiegen, so scheint dies 
der Grund der vorigen Erscheinung zu sein. 

Nicht weniger wichtig werden auch diese Untersuchungen sein, die 
den Wechsel des Zeichens des dritten Monats behandeln, wenn die beiden 
vorhergehenden die gleichen Temperaturabweichungen hatten, also wie gross 
die Wahrschemlichkeit einer positiven oder negativen Temperaturabweichung 
des dritten Monats ist, wenn die beiden vorhergehenden Monate negative 
oder positive Zeichen hatten. Für unsere drei Stationen erhalten wir in 


dem Falle folgende Zusammenstellung: 


Antanesmonat: . 1. IS RVZV VE VIESVIEIEBRO RO IXIRTI 


Wien: 22225 207 217222257 24225 
Berlin: 24 24 25 22 10726 23 28 25 16° 25 20 
Zwanenburg: 22268 2622217 4207 2172721895. 24736 


Wir sehen demnach, dass wir auch hier eine jährliche Periode mit 
vier Wendepunkten haben, und dass wir einen Zeichenwechsel der Tempe- 
raturabweichung in Wien am sichersten im April und August, am wenigsten 
im Juli und im September erwarten können. Die drei letzten Wendepunkte 
stimmen mit denen in der vorigen Zusammenstellung überein, das erste 
Maximum aber widerspricht derselben. In Berlin und Zwanenburg endlich 
dürfen wir auf einen Zeichenwechsel rechnen im Mai und im October am 
sichersten, die geringste Hoffnung aber auf denselben können wir haben im 
Juli und im November oder eventuell im December. 

Vergleichen wir aber diese Zusammenstellung mit der auf der vorher- 
gehenden Seite, wo wir die Wahrscheinlichkeit gleicher Zeichen in den drei 


aufeinander folgenden Monaten dargestellt haben, so finden wir darin den 
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besten Beweis für die Erhaltungstendenz der Temperatur; denn ausser den 
zwei letzten Combinationen in Zwanenburg treffen wir überall auf die 
Erscheinung, dass die Wahrscheinlichkeit gleichbezeichneter Temperatur- 
abweichungen um vieles, selbst um das Doppelte und das Dreifache die der 
entgegengesetztbezeichneten übertrifft, wie z. B. in Zwanenburg die Com- 
bination VI, VII, VIII; in Berlin V, VI, VII und X, XI, XI; in Wien 
V, VI, VII und VII, VIII, IX. Wenn also zwei unmittelbar aufeinander- 
folgende Monate, besonders wenn Februar, März oder Juni, Juli gleiche 
Temperaturabweichungen vorzeigen, so dürfen wir getrost selbst mit 2 
gegen 1 wetten, dass auch der dritte Monat die gleichbezeichnete Temperatur- 


abweichung haben wird. 


Untersuchen wir jetzt die Zeichen der Temperaturabweichungen für 
je vier unmittelbar aufeinanderfolgende Monate, so kommen wir zu ähn- 


lichen Schlüssen wie bei der vorhergehenden Untersuchung. 


Zuerst erhalten wir die folgenden jährlichen Perioden für die Wahr- 


scheinlichkeit der gleichbezeichneten vier Monate: 


1.12 IE IEEUIV IN EYE VER TH 
DI HIT SEV ORV HVENIIVIN RER ZEN EH 
KIT EV VI ANY LVEININ IR ER ERSTER 
IN. EV: VLVIENDL TIER RER TAN 


ber 20E19 18T 2 0E DZ 20 E19 E18 22020 


Wien: 
beo. 23 21* 23 27 7 26 2a 1F 21 21 19 21 
ber. 23 19 16* 19 24 25 18 15* 16 17 20 2i 
Berlin: 


beo. 28 23 23* 27 28 28 25 15° 18 19 21 23 

A ber. 22 19 147 15 17 27 19 19 15 14 714720 
Zwanenburg: R { x ä Re 

beo. 22 22 19° 21 23° 24 24° 25 207197212777 

Wenn wir hier sogleich die jährliche Periode des Zeichenwechsels 

im vierten Monate vorführen, im Falle dass die drei vorhergehenden gleich- 

bezeichnet waren, so erhalten wir für dieselben Combinationen der Monate 

die folgende Zusammenstellung, worin ich, wie schon vorhin, der Kürze 


wegen nur den Ausgangsmonat anzeige: 
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>17. 17. TIL. IV V SVEMDEGEIRER XI XI 


Wien: a I ee ea le 7a an et 
Berlin: 12017 7,97 2515 1 Isle 
Zwanenburg: 19219,12 ,8 10,14 19 102152165.187 29 


Diese beiden Zusammenstellungen ermächtigen uns zu analogen 
Schlüssen, wie bei den vorhergehenden Untersuchungen, und die ich des- 


halb nicht wiederholen will. 


1DnE 


Ueber den Zusammenhang der Temperatur aufeinander 
folgender Jahreszeiten. 

Obwohl die Frage nach der gegenseitigen Beeinflussung der ‚Jahres- 
zeiten schon öfters behandelt worden ist, so konnte ich doch bei dieser 
Gelegenheit diese wichtige Untersuchung nicht mit Stillschweigen über- 
gehen, schon deshalb, weil solche Studien aus praktischen Rücksichten 
höchst interessant sind. Da aber mein eigentlicher Zweck die Unter- 
suchung des Zusammenhanges der Monatstemperaturen gewesen ist, SO ver- 
steht es sich von selbst, dass ich die Frage nach dem Zusammenhange der 
Jahreszeiten nicht so vollständig bearbeiten konnte als die vorhergehende. 
Ich beschränkte mich somit bei dieser Untersuchung nur auf einige Stationen, 
nämlich: Warschau, St. Petersburg, Prag und Wien, und trachtete dabei 
theilweise andere Wege einzuschlagen als meine Vorgänger. 

Die 50 jährigen Beobachtungen in Warschau theilte ich in vier 
Gruppen zu 12 und 13 Jahren, die ich als sehr warm — W, warm w, 
kalt —=k und sehr kalt —K bezeichnete. Die Untersuchung dieser Frage 


ergab nunmehr folgende Resultate. In je 100 Fällen folgte auf einen 


sehr warmen Winter warmen Winter 
25 mal ein sehr warmer Sommer 3l mal ein sehr warmer Sommer 
Doms E warmer: - Sa EwWarmer 
lu ankalter: 2 Daekalter 


I eschrakalter n DOT Zehn kalter 


150 Ladislaus Satke, [45] 


kalten Winter sehr kalten Winter 
23 mal ein sehr warmer Sommer 17 mal ein sehr warmer Sommer 
SE almen : Ba warmer R 
DS alter: a 42 „ ,„ kalter a 
31 „ „ sehr kalter 2 8 „ „sehr kalter 


Fassen wir diese Resultate kurz zusammen, so dürfen wir nach 
einem warmen Winter in je 60 auf 100 Fällen einen warmen Sommer und 
nach einem kalten Winter in je 60 Fällen einen kalten Sommer erwarten; 
besonders aber ist nach einem sehr warmen Winter ein warmer Sommer 
fast gewiss, denn die Wahrscheinlichkeit beträgt 0,83, sodann folgt nach 
einem kalten Winter in 69 Fällen ein kalter Sommer. Wenn der Winter 
dagegen nur warm gewesen ist, so ist eher ein kalter als ein warmer 
Sommer zu erwarten; nach einem sehr kalten Winter ist der folgende 
Sommer unsicher. : 

Wenden wir dieselbe Methode bei der Untersuchung der Temperatur 
des folgendeu Winters aus der des laufenden Sommers an, so kommen wir 


zu den folgenden Resultaten: Es folgte auf einen 


sehr warmen Sommer warmen Sommer 

36 mal ein sehr warmer Winter 15 mal ein sehr warmer Winter 
DU 0202 6 anne: 2 SlesEEEwWarmer: P 
DI. late: 5 DA nr, ı kalter), „ 
10 „ „ sehr kalter a sehräkalter " 

kalten Sommer sehr kalten Sommer 
31 mal ein sehr warmer Winter 17 mal ein sehr warmer Winter 
Sur warmer & Dar WARME „ 
iD kalter . SE alter. n 
46 „ „ sehr kalter er 42 „ „ sehr kalter 


Im allgemeinen ist nach einem warmen Sommer die Wahrschein- 
lichkeit eines warmen Winters 0,54, nach einem kalten Sommer eines kalten 
Winters — 0,56, es ist also der Schluss vom Winter auf den nachfolgenden 


Sommer viel sicherer als umgekehrt, was somit mit den Resultaten von 
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Hann und Eisenlohr vollkommen übereinstimmt. Die obigen Zahlen aber 
widersprechen theilweise den Resultaten von Hellmann, denn es ist viel 
wahrscheinlicher, dass nach einem sehr warmen Sommer auch ein warmer 
Winter folgt, als dass nach einem nur warmen Sommer ein eben solcher 
Winter zu erwarten wäre; doch ist es auffallend, dass nach einem warmen 
Sommer kein sehr kalter Winter folgt und dass die Wahrscheinlichkeit eines 
warmen und kalten Winters in dem Falle 0,55 beträgt. Endlich muss ich 
auch darauf die Aufmerksamkeit lenken, dass nach einem kalten und sehr 
kalten Sommer die Wahrscheinlichkeit eines sehr kalten Winters 0,46 und 
0,42 beträgt, also relativ sehr gross ist im Vergleiche mit den anderen 
Gruppen. 

Die Untersuchung der 50 jährigen Beobachtungsreihe von Prag er- 


giebt folgende Resultate. Es folgt nach einem 


sehr kalten Winter kalten Winter 
38 mal ein sehr kalter Sommer 15 mal ein sehr kalter Sommer 
23: ud kalter R. 1a kalter 5 
DEE TE wWanmer A DU a m Arahkie 
8 „ „ sehr warmer. 37 „ „. sehr warmer 

warmen Winter sehr warmen Winter 

33 mal ein sehr kalter Sommer 15 mal ein sehr kalter Sommer 
kalter: 5 Dar kalter 
25 „ „ warmer 2 Do WARMER 
Da erZschriwarmers r 38 „ „ sehr warmer 


Es ist also viel wahrscheinlicher einen Treffer zu machen, indem 
man von einem sehr kalten oder sehr warmen Winter auf den nächst- 
folgenden Sommer schliesst, der eine gleichbezeichnete Temperaturabweichung 
haben wird wie die laufende Jahreszeit, als wenn man dies von einem nur 
warmen oder kalten Winter thut. Es ist selbst eher zu hoffen, dass nach 
einem kalten Winter ein warmer Sommer folgt, als umgekehrt, während 
jeder Schluss von einem warmen Winter unsicher ist. 


Sodann haben wir wieder: nach einem 
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sehr warmen Sommer warmen Sommer 

31 mal einen sehr kalten Winter 15 mal einen sehr kalten Winter 
Se „ kalten 4 N „ kalten 

Sl „ warmen a la „ warmen 5 
che „ 'sehr warmen "„ anleer „ sehr warmen „ 

kalten Sommer sehr kalten Sommer 

9 mal einen sehr kalten Winter 46 mal einen sehr kalten Winter 
— IE: „ kalten x 20 kalten = 
AS = „ warmen n OR „ warmen 2 
4 „ „ sehr warmen „ 2a „ sehr warmen „ 


Das Ergebniss ist somit, dass nach einem sehr kalten und sehr 
warmen Sommer ein kalter Winter wahrscheinlich, dass aber nach einem 
nur kalten Sommer die Wahrscheinlichkeit eines warmen Winters in 
910/, erfolgt. 

Die 100jährige Beobachtungsreihe von Wien ist zwar schon von 
Hann in der Beziehung behandelt worden, ich habe aber diese Frage noch 
nach der Methode Plantamour's angegriffen und eine fast vollkommene Be- 
stätigung gefunden. Der Winter und der nächstfolgende Sommer waren 


nämlich in 


10 Fällen WW 3 Fällen WK 
7 KR 1 Falle KW 
13 n kk oder ww 9 Fällen Wk oder kW 
16° „. Wwo: WW HE FERN ei 
16 = RR Er kR ) „a law 2; ‚wk 


Es ist also nach einem warmen oder kalten Winter in 62°/, ein 
eben solcher Sommer zu erwarten, besonders aber wenn der Winter sehr 
kalt oder sehr warm gewesen ist. 

Umgekehrt war der Sommer und der nächstfolgende Winter in 

9 Fällen KR 8 Fällen WK 
Ders WW Dr RW 
15 ,„  kk oder ww 12 , kw oder wk 
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13 Fällen Ww oder wW 14 Fällen Wk oder kW 
10 2 Kk +  laI&8 Ss 2 Ki 


Nach einem warmen oder kalten Sommer ist also nur in 52 Fällen 
auf 100 ein gleicher Winter zu erwarten und der Schluss von einem extrem 
kalten oder warmen Sommer auf den nächstfolgenden Winter ist ganz 
unsicher. 

Bei der Untersuchung des Zusammenhanges der Temperatur einzelner 
Jahreszeiten in Petersburg schlug ich einen anderen Weg ein. Bei der 
Befolgung der Methode von Plantamour kommt es oft vor, dass man ge- 
zwungen ist, gleiche 'Temperaturabweichungen zu verschiedenen Gruppen 
hinzuzuzählen, was unvortheilhaft die Resultate beeinflusst. Ich habe somit 
bei Petersburg den Winter sehr kalt benannt, dessen Mittel wenigstens um 
2:0° unter dem allgemeinen Mittel, sehr warm dagegen, wenn dasselbe 
wenigstens um +2'0° über dem Mittel sich befand. Winter, deren Tem- 
peraturabweichungen zwischen + 10° und +2°0° schwankten, habe ich zu 
den warmen, die aber zwischen — 10° und — 20°, zu den kalten gezählt; 
alle übrigen Winter benannte ich „mittelmässig“. Sodann sind die Sommer 
sehr kalt, deren Temperaturabweichung wenigstens — 10° beträgt, sehr 
warm wieder, wenn ihr Mittel wenigstens 17,2° betragen. Sommer, deren 
Temperaturabweichungen zwischen + 0,5° und + 1,0°, oder zwischen — 0,5° 
und —1,0° schwanken, sind als warm resp. als kalt zu betrachten; die 
übrigen nannte ich mittelmässig. Wenn ich nun die mittelmässigen Jahres- 
zeiten nicht beachte, so besteht zwischen unseren Gruppen ein bedeutender 
Unterschied und die gegenseitige Beeinflussung wird desto schärfer her- 
vortreten. 

Berechnen wir somit auf diese Weise die Wahrscheinlichkeit der 


einzelnen Gruppen, so folgt nach einem 


sehr kalten Winter kalten Winter 
26 mal ein sehr kalter Sommer S mal ein sehr kalter Sommer 
De Keanllurerr £ ee eikalter n 
26 „  „ waılmer a Ale waimer = 
lo sehn warmen, , As sechriwarmersee 
26 „  „ mittelmässiger „ 43 „  „ mittelmässiger „ 


21% 
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mittelmässigen Winter 


21 mal ein sehr kalter Sommer 10 mal ein warmer Sommer 
kalter: A 35 . „sehr warmer Sommer 


14 mal ein mittelmässiger Sommer. 


warmen Winter sehr warmen Winter 
21 mal ein sehr kalter Sommer 32 mal ein sehr kalter Sommer 
— kalter: = er rallter: 5 
16 „ ,„. warmer = 9 warmer = 
107, , sehrswarmer _, 427, #3 sehr;warmern >, 
53 „  „ ittelmässiger „ 41 „ „ mittelmässiger „ 


Im allgemeinen folgt auf einen kalten Winter: ein kalter Sommer 
in 27%,, eim warmer in 39°%,; auf einen warmen Winter: ein warmer 
Sommer in 24°%,, ein kalter m 29%. Petersburg also verhält sich anders 
in der Beziehung als andere Stationen Europas, denn hier ist eher ein 
Sommer mit entgegengesetztem Charakter zu erwarten als mit gleichem. 
Besonders fällt dies nach einem sehr warmen Winter auf, da hier in 32 
Fällen ein sehr kalter Sommer folgte, während auf einen sehr kalten Winter 
42 mal ein warmer Sommer zu hoffen ist. 

Wenn schon die obigen Resultate sehr unsicher sind, so sind die 
Schlüsse vom Sommer auf den nächstfolgenden Winter noch zweifelhafter. 


Es folgte nämlich auf einen 


sehr kalten Sommer kalten Sommer 
15 mal ein sehr kalter Winter 22 mal ein sehr kalter Winter 
Sspkalter: * Do akalter n 
14 „ „ warmer = Zoe walicmer R 
27 „ „ sehr warmer „ —  ,„  „ sehr warmer „ 
27 „ „ mittelmässiger „ 33 u „ Mittelmässiger „ 
warmen Sommer sehr warmen Sommer 
12 mal ein sehr kalter Winter 55 mal ein sehr kalter Winter 
187 kalter: E —,, , "kalter : 


Carr „ warmer n De „ warmer 5 
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36 mal ein sehr warmer Winter 14 mal ein sehr warmer Winter 
25 „  „ mittelmässiger „ 29 „ „ mittelmässiger „ 


mittelmässigen Sommer 


12 mal ein sehr kalter Winter 24 mal ein warmer Winter 
(Swekalter: 4, 15 „ „sehr warmer Winter 


28 mal ein mittelmässiger Winter 


Im allgemeinen folgt auf einen kalten Sommer: ein kalter Winter 
in 35%, ein warmer auch in 35°/,; auf einen warmen Sommer: ein warmer 
Winter in 41°%,, ein kalter in 32%,. Es wäre also ein warmer Winter auf 
einen warmen Sommer viel wahrscheinlicher als ein kalter, und doch 
ist die Wahrscheimlichkeit eines sehr kalten Winters nach einem sehr 
warmen Sommer 0,33, was bei der hier angewendeten Methode ziemlich 
viel zu bedeuten hat. 

Ich besorgte aber, diese so unsicheren Ergebnisse könnten vielleicht 
der ungewöhnlichen Untersuchungsmethode zugeschrieben werden; daher 
berechnete ich auch den Zusammenhang der beiden Jahreszeiten nach der 
schon oben bei den anderen Stationen benutzten Weise, was aber zu keinem 
besseren Erfolge führte. Dies würde zugleich beweisen, dass die Resultate, 
die wir bei der Untersuchung in Warschau, Wien und Prag erhalten haben, 
einen begrenzten, vielleicht nur auf Mitteleuropa, Umkreis haben. Es 


folgten nämlich auf einen 


sehr kalten Winter kalten Winter 
ein sehr kalter Sommer in 27% ein sehr kalter Sommer in 28% 
„ kalter E » Alk „ kalter a „12% 
„ warmer 5 „ 23% „ warmer R „360 
„ sehr warmer „ 253% „ sehr warmer „ 2 ANın 
warmen Winter sehr warmen Winter 
ein sehr kalter Sommer in 12% ein sehr kalter Sommer in 35% 
„ kalter a „oa „ kalter R „12980 
„ warmer 5 le „ warmer £ nn uk 


sehr warmer . „ 40% „ sehr warmer , „15% 
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Dagegen folgte nach einem 


sehr kalten Sommer kalten Sommer 
ein sehr kalter Winter in 28% ein sehr kalter Winter in 21% 
„ kalter 3 „ 24% „ kalter = „ 29% 
warmer E 116070 „ warmer = „ 29% 
sehr warmer . ae „ sehr warmer „ aldi 
warmen Sommer sehr warmen Sommer 
ein sehr kalter Winter in 20% ein sehr kalter Winter in 35° 
„ kalter 2 320 „ kalter n - 11995 
, warmer R „ 24% „ warmer " 227.39 
7 sehr warmer „ „ 24% „ sehr warmer „ a 


Es sind also, wie wir schon bemerkt haben, die Ergebnisse sehr 
zweifelhaft: doch dürfen wir auch daraus schliessen, dass auf einen kalten 
Winter ein warmer, auf einen warmen ein kalter Sommer eher folgen wird, 
als umgekehrt. Die Schlüsse vom Sommer auf den nächstfolgenden Winter 
sind gänzlich unsicher. 

Ausser den obigen Untersuchungen befasste ich mich noch mit der 
Frage: wie beeinflussen die Frühjahrs- und Herbstmonate den nächst- 
folgenden Sommer und Winter, und auch umgekehrt, was für ein Zusammen- 
hang zwischen diesen Jahreszeiten und den folgenden Monaten besteht. 

Wenn wir also die Bezeichnung kalt und warm im gewöhnlichen 
Sinne auffassen, so ist in Warschau die Wahrscheinlichkeit eines warmen 
Sommers nach kaltem März, April und Mai = 0,43, nach warmen dagegen 
— 0,56; ist April und Mai warm, so ist der Sommer warm in 54 auf 
100 Fällen, sind dieselben kalt, so ist er warm auch in 54 Fällen. Sind 
September, October und November kalt, so ist der Winter warm in 33%, 
sind dieselben warm, in 67%; nach kaltem Oetober und November folgt 
in 36° ein warmer Winter, nach warmen aber in 73”, ein ebensolcher 
Winter. Die Monate Mai und November einzeln genommen üben keinen 
Einfluss auf die folgenden Jahreszeiten aus. 

Umgekehrt haben wir nach einem warmen Winter einen warmen 


März in 44°, April in 48°, Mai in 40%, zu erwarten; dagegen folgt nach 
) ei! [o} 
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einem kalten Winter warmer März in 56%, April in 52%, Mai in 60°. 


Auf einen warmen Sommer wieder ist die Wahrscheinlichkeit eines warmen 


Septembers — 0,56, Octobers 0,60, Novembers — 0,60, auf einen kalten 
Sommer dagegen eines warmen Septembers —- 0,44, Oetobers 0,40, 
Novembers — 0,40. 

Diese Ergebnisse stimmen somit vollkommen mit denen anderer 
Forscher überein. 

Thheilen wir die Mitteltemperaturen der Jahreszeiten und Monate in 
Prag in vier gleiche Gruppen, s0 finden wir: nach einem sehr warmen 
Winter ist die Wahrscheinlichkeit eines warmen März — 0,77, April — 0,45, 
Mai — 0,62, nach einem warmen Winter folgt ein warmer März in 33%, 
April in 42°, Mai in 50°; nach einem sehr kalten Winter dagegen folgt 
ein warmer März in 45°, April in 55%, Mai in 55%, nach einem kalten 
Winter warmer März in 50%, April in 58%, Mai in 33%. War der Sommer 
sehr warm, so ist der folgende September warm in 77 Fällen, October in 69, 
November in 45; war er nur warm, so ist der September warm in 62, 
Oetober in 45, November in 62 Fällen. Es ging sodann ein sehr kalter 
Sommer voraus einem warmen September in 23°, Oetober in 31%, No- 
vember in 38°, ein kalter Sommer wieder einem warmen September in 
42°, October in 58°, November in 58°. 

üs ergiebt sich also daraus, dass nach einem sehr warmen Winter 
ein warmes Frühjahr, nach einem nur warmen Winter eher ein kaltes 
Frühjahr wahrscheinlich ist; nach einem kalten und sehr kalten Winter ist 
das folgende Frühjahr unsicher. Viel sicherer sind die Schlüsse vom Sommer 
auf den nächstfolgenden Herbst, denn nach einem warmen und sehr warmen 
Sommer dürfen wir einen warmen, nach einem kalten nnd sehr kalten 
Sommer aber einen kalten Herbst erwarten. Ueberdies können wir uns 
aus der obigen Zusammenstellung überzeugen, dass der Einfluss der Sommer- 
temperatur auf die nächstfolgenden Herbstmonate desto geringer ist, je weiter 
die betreffenden Herbstmonate vom Sommer entfernt sind, und dass diese 
Beeinflussung desto bedeutender ist, je höher die Sommertemperatur ge- 


wesen Ist. 


Endlich haben wir: 
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wenn März, April, Mai warm, Sommer warm in 63% 
» „ kalt, “ „ „ 12% 

x 2 „arm, A 4 65 
5 5 kalt, & e ri 
„ April, Mai warm, 5 5... 42h 
Mr Pr ” kalt, „ En ” 37° 
„ Mai warm, = a 
8 Er kalt, S 4 „ 40% 
„ September, October, November warm, Winter „ „ 5890 
kalt, 5 R „ 43° 

. warm, r a - Sach 

3 . kalt, a A „369 

„ October, November warm, Rn » „ 60% 
„ 2 „ kalt, = „ 43% 
November warm, 5 „ 92% 
kalt, 5 n EAST 


Es ist also nach einem warmen Frühlinge und desto mehr nach 
einem warmen Herbste ein ebensolcher Sommer und Winter zu erwarten. 

Ueberdies bemerke ich noch, dass nach einem kalten und besonders 
schneereichen (über 30 Schneetage zählenden) Winter die Wahrscheinlichkeit 
eines warmen März 0,53, April 0,63, Mai 0,50, des folgenden Sommers 0,44 
beträgt; nach einem warmen und schneearmen (unter 25 Schneetage) Winter 
ein warmer März in 73, April 45, Mai 55 Fällen folgte, ein warmer 
Sommer in 64%. Wir haben somit nach einem kalten Winter ein warmes 
Frühjahr und eimen kalten Sommer zu erwarten selbst in dem Falle, wenn 
während des Winters viel Schnee angehäuft wurde, dessen Schmelzen viel 
Wärme im Frühlinge verbrauchen sollte. Die relative Kälte des nach 
einem solchen Winter folgenden Sommers wäre also mit grossen Schnee- 
massen nicht zu erklären, da dieselben, wie ersichtlich, selbst auf die viel 
näher liegenden Frühjahrsmonate keinen Einfluss ausüben. 

Zu ähnlichen Resultaten führen uns die Untersuchungen derselben 
Zustände in Wien. 


Es folgt nämlich nach einem 
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warmen März, April, Mai ein warmer Sommer in 65° 
kalten £ a A e r L -. al, 
sehr kalten 5 n „ ganz ungewisser Sommer 
sehr warmen & e „ warmer Sommer in 66° 
kalten : e B n e 2a 
warmen 2 = n 5 A „ 64° 
sehr kalten Mai 3 > „ 32% 
sehr warmen „ > 5 > . oh 
warmen 3 > 5 N Ay 
kalten x = e » RX 


Ebenso folgt nach einem 
warmen September, October, November ein warmer Winter in 67% 
kalten n 5 > 5 5 = e3alo 
sehr kalten October, November „ sehr kalter „ „ 50% 
sehr warmen ,„ 5 „ warmer > „ 07% 


kalten oder warmen October, November Winter ungewiss 


sehr kalten November ein kalter Winter in 63% 
sehr warmen x „ warmer . Era, 


kalten oder warmen November Winter ungewiss. 
o© 


Der Einfluss der Jahreszeiten auf die nächstfolgenden Frühjahrs- 
und Herbstmonate ist aus der folgenden Zusammenstellung ersichtlich. 

Nach einem nur warmen oder kalten Winter sind die Frühjahrs- 
monate ganz ungewiss; aber nach einem sehr warmen Winter war der März 
warm in 52%, April in 48%, Mai in 72%, und nach einem sehr kalten 
Winter folgte ein warmer März in 46 Fällen, April in 50, Mai in 42. Es 
ist also eine geringe Tendenz zur Bildung entgegenbezeichneter Temperatur- 
abweichungen. 

Eine viel bedeutendere Beeinflussung übt der Sommer auf die 
folgenden Herbstmonate aus, denn nach einem sehr warmen Sommer ist 
die Wahrscheinlichkeit eines warmen September 0,80, October 0,60, No- 
vember 0,56, nach einem sehr kalten Sommer dagegen eines kalten Sep- 
tember 0,64, October 0,50, November 0,64. 


Nova Acta LXXI. Nr.4. 22 
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Diese Ergebnisse stimmen hiermit vollkommen mit denen Dr. Hann’s 


und mit den im II. Capitel erwähnten überein. 


IV. 
Die Ursachen der Erhaltungstendenz. 

Nieht minder interessant als die obigen Erscheinungen sind gewiss 
die Ursachen, die dieselben hervorbringen. Wenn es aber keine leichte 
Sache gewesen ist, diese verschiedenen Combinationen zu ordnen und daraus 
Schlüsse zu ziehen, so ist es desto schwieriger, diese Umstände heraus- 
zufinden, die einen gewissen Einfluss auf diese Erscheinungen ausüben 
dürften. Das Auffinden der Ursachen, die Erklärung der obigen Erschei- 
nungen verursachte mir noch dadurch eine gewisse Schwierigkeit, dass ich 
in der Beziehung keine Vorgänger hatte, die sich mit der Frage befassten. 
In den Werken und Abhandlungen, die mir zu Gebote standen, fand ich 
nur zwei kurze Erwähnungen über die möglichen Ursachen und beide 
stammen von Dr. Köppen. In seiner Abhandlung „Die Aufeinanderfolge 
der unperiodischen Witterungserscheinungen* S. 219 und in der kurzen Mit- 
theilung: Meteorologische Zeitschrift 1889 S. 311 glaubt Köppen, den Wind- 
verhältnissen die hauptsächliche Ursache zuschreiben zu müssen, wenn zwei 
aufemanderfolgende Sommer oder Jänner und Mai im Innern des Festlandes 
gleichbezeichnete Temperaturabweichungen so häufig aufweisen. Ausserdem 
lenkte noch Dr. Köppen in mehreren Briefen meine Aufmerksamkeit darauf, 
dass man auch in der Bewölkung und in den Luftdruckverhältnissen den 
Einfluss auffinden könnte, den dieselben auf die Erhaltungstendenz der 
Temperatur aller Wahrscheinlichkeit nach ausüben. Diese Gründe sowie 
meine geringe Uebung in Erklärung meteorologischer Erscheinungen werden 
mich genügend entschuldigen, wenn ich im nachfolgenden die Ursachen der 
vorhergehenden Thatsachen nur flüchtig berühre und die Erschöpfung der 
Frage Geübteren überlasse. 

Ich untersuchte zuerst, was für einen Einfluss die Bewölkung auf 
die Erhaltungstendenz der Temperatur ausübt. Zu dem Zwecke verglich 
ich die einzelnen Monatsmittel der Bewölkung mit dem vieljährigen Mittel 


und bezeichnete dieselben als positiv oder negativ, je nachdem sie von dem 
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allgemeinen Mittel abwichen. Sodann berechnete ich die Wahrscheinlichkeit 
gleicher Zeichen wie bei der Temperatur. Da ich aber nur über ein ge- 
ringes Material verfügen konnte, so berechnete ich nur die Wahrscheinlich- 
keit gleichbezeichneter Bewölkungsabweichungen für Wien, Prag, Tarmopol, 
Augsburg und Bayreuth, glaube jedoch, dies werde vollkommen genügen, 
den Zusammenhang zwischen der Bewölkung und der Erhaltungstendenz 
der "Temperatur zu beweisen. 


Wir erhalten nämlich: 


SSR VE NVDIEVDIRV ET IR X ER TEXITT 


Tarnopol 
Temperatur: 55 65 55 52 36* 43 53 48° 66 57 60 58 
Bewölkung: «0 70 54 54 48° 48 78 54° 74 73 62 54 
Wien 
1795—1814 
Temperatur: 655,.305552502 7060773 65. 55° 60 70, 58 
Bewölkung: 61 42 56 38° 70 50 70 65 70 61* 76 72 
Wien 
1815—1834 
Temperatur: 59 0 55 45° 75 80 50 55 60 45° 65 58 
Bewölkung: 47 60 50 50* 55 65 58° 61 65 65 79 59 
Prag 
1800— 1839 
Temperatur: 5» 58 98 47° 60 73 60 70 58 50* 72 59 
Bewölkung: 60 45 61 55 55 53* 55 57 49 54 59 
Bayreuth 
1817—1878 
Temperatur: 50 64 58 49 51 54 62 50 4748 61 55 
Bewölkung: 45° 51 61 64 82 68 84 72 57° 61 87 63 
Augsburg 
1813—1878 
Temperatur: 49° 47 66 63 53 55 50* 55 62 46° 63 60 
Bewölkung: 53° 59 63 53 50* 52 59 61 4448 70: 62 
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Auf gleiche Weise: 
I... Ir, IVoVi NED IV IB 
IV VA NENDELVDEI RER 


Tarnopol 
Temperatur: 45 31° 37 45 57 59 65 59 59 53 46° 54 
Bewölkung: 50* 59 62 50 44° 68 77 52 70 67 54* 61 
Wien 
1795 —1814 
Temperatur: 507657165, 60 55, ,20. 55.720.265. 53 42268 
. Bewölkung: 38 37° 55 50 80 55 b5 72761 55° 59 50 


1815—1834 


Temperatur: 60 70 65 60 45° 55 55 30° 60 74 78 58 
Bewölkung: 47 50 45 40 37° 60 50° 53 68 67 58° 67 
Augsburg 
Temperatur: 49 61 50 61 42* 61 62 55° 63 59 6A 47 
Bewölkung: 69 56 50 52 42° 60 42 61 55 58 32* 60 
Ebenso 
7 I I7I 39V °V NENVDNIERSER FEN 
VENLVILVILIX RSS IT DEI SEN 
Tarnopol 
Temperatur: 52 60 39 53 46 47 57 48 41° 60 68 48 
Bewölkung: 48 37* 74 43° 46 64 60 64 52* 64 73 56 
Wien 
1795 — 1814 
Temperatur: 70 65 45* 55 80 65 65 60 47° 58 47 53 
Bewölkung: 65. 4776561 65 55 56 52253, 507702530 
1815— 1834 
Temperatur: 55 50 60 50 50 40* 60 50 58 42* 60 45* 
Bewölkung: 53 560 53 45 45° 55 44 50 53 58 28% 
Augsburg 
Temperatur: 45 61 58 42* 61 51* 53 66 51 44* 53 50 
Bewölkung: 57 43° 65 55 61 39* 44 64 75 40* 56 60 
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II INIEV.  V EEVEENV DIES RN 
EV SV VERTSVEBNT RX. XII TIRSITRSTV] 


Bayreuth 
Temperatur: 5l 57 56 34° 64 46° 48 53 53 47 59 48 
Bewölkung: 82 53° 67 61 71 49 64 66 65 82 66 61 
Ebenso 
IS ETERDVZ ENGEN TEVTISVIILIX., XXX 
SNAIEN DIENEN RER XI... 12...I00, IV MV 
Tarnopol 
Temperatur: 27° 35- 53 70 55 34° 43 48 45 43 46 41° 
Bewölkung: 52 56 69 63 46 41* 62 54 8 67 52* 9 
Endlich 
IS ISSTEIHIV EV NV TEVEVILIRX /XT XII 
2 VIERTE ERERSEIRCT DOT EDE SIV INNE 
Tarnopol 
Temperatur: 48 50 53 61 48 34* 47 52 34* 47 50 50 
Bewölkung: 5048.61 487597577163 58 527 507387 39 
Wien 
1795 — 1814 
Temperatur: 6074075555745, 357 327 42758 58 63 63 
Bewölkung: 55. 31° 60-7272 61 6153 61 53° 7189 


1815— 1834 


Temperatur: 60 45 60 55 55 55 42° 42 58 58 47* 53 

Bewölkung: A742, 169, AU, 45 53,64 78 Ad 37 262172 
Augsburg 

Temperatur: 46 50 53 53 50 55 40* 61 50 43° 53 53 

Bewölkung: 53 55 56 68 54 44° 67 48° 68 46° 64 64 


Diese jährlichen Perioden überzeugen uns somit, dass unzweifelhaft ein 
inniger Zusammenhang zwischen der Temperatur und der Bewölkung besteht 
und dass wir daher die Ursache der gleichbezeichneten Temperaturabweichungen 
in den verschiedenen Combinationen in erster Linie im der Bewölkung zu 


suchen haben. Es ist auch ganz natürlich, dass die Wintermonate Jänner 
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und Februar oder Februar und März, wenn dieselben stark bewölkt waren, 
beide eine positive, wenn sie dagegen klar waren, beide eine negative 
Temperaturabweichung aufweisen werden.  Entgegengesetzte Schlüsse er- 
klären uns wieder die grosse Wahrscheinlichkeit gleichbezeiehneter Be- 
wölkungs- und Temperaturabweichungen in den Combinationen Juni und 
Juli oder Juli und August, vielleicht auch das dritte Maximum im No- 
vember-Deeember. Anders müssen wir schliessen bei den Minimis, welche 
uns überzeugen, dass die Monate April und Mai sowie auch September und 
Oetober meistens entgegengesetzte Eigenschaften, was die Bewölkung und 
die Temperatur anbelangt, haben; denn nach einem trüben, also kühlen, 
April folgt wahrscheinlich ein unbewölkter, somit warmer Mai und 
umgekehrt. 

Analog den obigen Folgerungen werden auch unsere Schlüsse beim 
drittnächsten Monate lauten; denn den Maximis oder Minmis in der Be- 
wölkung entsprechen ebensolche Maxima oder Minima in der "Temperatur. 
Eine einzige Ausnahme bildet nur die Combination der Monate: November- 
Februar in Wien und Augsburg. In dem Falle nämlich entspricht dem 
Minimum in der Bewölkung ein Maximum in der "Temperatur. Dies ist 
aber leicht zu erklären. Ist der November bewölkt und der Februar klar, 
so sind beide Monate kalt; giebt es aber im November eine geringe Be- 
wölkung und im Februar eine starke, so sind beide warm. 

3eim viert-, fünft- und sechstnächsten Monat treffen wir auch auf 
keine Schwierigkeiten der Erklärung, denn alle gleichzeitigen Maxima und 
Minima der Bewölkung und der Temperatur folgen aus den klimatischen 
Verhältnissen der betreffenden Stationen. Auch die den Minimis in der Be- 
wölkung entsprechenden Maxima im der Temperatur und umgekehrt sind 
leicht zu verstehen, wenn man nur die betreffende Monatscombination be- 
rücksichtigt. So z. B. haben wir im Februar-Juni eim Maximum für die 
Temperatur, ein Minimum aber für die Bewölkung; es soll also nach einem 
trüben Februar wahrscheinlich ein unbewölkter Juni oder umgekehrt folgen, 
während beide Monate im ersten Falle warm, im zweiten dagegen kalt sein 
werden. Eimen entgegengesetzten Fall haben wir wieder im der jährlichen 
Periode des fünftnächsten Monates in Tarnopol, und zwar bei December-Mai, 


zu verzeichnen. Hier treffen wir bei der Bewölkung ein Maximum, bei der 
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Temperatur dagegen ein Minimum. Es ist aber ganz natürlich, dass ein 
bewölkter December warm, ein bewölkter Mai jedoch kalt sem wird und 
umgekehrt. 

Wenn es hiermit schon keinem Zweifel unterliegt, dass zwischen 
diesen beiden Elementen ein inniger Zusammenhang besteht und dass die 
Erhaltungstendenz der Temperatur gänzlich von dem Bewölkungszustande 
der betreffenden Monate abhängt, so will ich doch noch einen Beweis 
liefern, der den Einfluss der Bewölkung auf die Erhaltungstendenz der 
Temperatur bestätigt. In den obigen Zusammenstellungen der jährlichen 
Periode der Bewölkung haben wir die Wahrscheinlichkeit des Bewölkungs- 
zustandes berechnet ohne Rücksicht darauf, ob zugleich auch gleichbezeichnete 
Temperaturabweichungen sich vorfinden. Berücksichtigen wir aber nur die 
Fälle bei der Bewölkung, die gleichzeitig den gleichbezeichneten Temperatur- 
abweichungen entsprechen, so erhalten wir folgende jährliche Perioden in 
Prozenten ausgedrückt. 


TORTE SITES NEN EV REVERSE NT 


Prag: 34 28° 32.34 34 44 34 38 30°%32 3830 
Bayreuth: 36° Ab 58 55. 78 56 79 64 38 36° AZ 42 
Augsburg: 33 56 60 46.40*48 63 52 39 297,63 48 


1 BOT RTTISETEVERRNVE RNALEVERE VADLIIRERTATERTR! 
FAN PRESS TESVERTESVLTE EREARSE ORT RT SE NENT 
Augsburg: 50 43 37752, 44 48 35 3833 45 26° 30 


INGE RVaE Vz, SV VEISVDEITR RC SXTEXTI 
VE RRVHTSNITETEREER CL RU IE DIE RN] 
Augsburg: 53 35° 55 44 70 32 30° 44 58 37 26* 44 


Vergleichen wir diese jährlichen Perioden mit den vorigen, so finden 
wir eine vollkommene Uebereinstimmung in allen Combinationen. 

Der Bewölkungszustand aber eines Ortes hängt unmittelbar von 
seinem Luftdrucke ab, denn ein hoher Barometerstand bedingt gewöhnlich 
einen klaren Himmel, ein niedriger dagegen einen bewölkten. Es war also 
‚angezeigt, auch in dieser Hinsicht weitere Untersuchungen zu unternehmen. 


Aehnlich den obigen Berechnungen in der Bewölkung suchte ich die Wahr- 
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scheinlichkeit der gleichbezeichneten Barometerabweichungen vom allgemeinen 
Mittel und fand die folgenden jährlichen Perioden: 
1. I. DEE SDVSVEVENIEVIEBSERZERTSSTT 
Il... IL. IV SSVEEV SVEN RER 


Wien 
1795-1814: 35" 60 53 74 70 60 50* 70 60 40* 45 58 
1815-1834: 50” 75 85 An, a5 53.58 4107255270, 100.74 
Bayreuth: 40* 60 52 68 45* 55 53 55 5l 57 43° 49 
Prag: 38* 55 62 43° 48 53 64 54 41° 49 56: 55 
T. - IE AEE EVD MV 7 VIE VIENVITEIR RR 
„ IV. V: VI SVE VDE RI RTER TER 

Wien 
1795 —1814: 53 70 50* 53 80 70 40 40 35°63 53 63 
1815—1834: 60 55 65 42* 70 65 53 45° 75 63 26° 42 
L- IHN IV VINEVINDER RENEN 
:V »VI-MELVII.DOX RESDESIeN: 

Wien 
1795 —1814: 55 50°%60. 68 50.60, 5074547737. 32 61 
1815—1834: 35. 50 47 735: 40: 150,,553, AbE5S AN 73251 
Bayreuth: 51 60 58 A451 5748748 62,54 7557392 


I PIE TIV V VENINVINTRERIERTERTE 
‚ VO. VIREN NEN 


Wien 
1795 — 1814: 35* 50 30 53740: 25 758. 53722 38787 242 
1815—1834: 37° 45 60 5055 70.,61.,47..,26°747 42753 


Vergleichen wir jetzt diese Zusammenstellung mit den jährlichen 
Perioden für die Temperatur und Bewölkung zuerst für den nächstfolgenden 
Monat, so finden wir, dass fast überall, mit geringen Ausnahmen, den Maximis 
in der Erhaltungstendenz der Temperatur und der Bewölkung eben solche 
Wendepunkte in der jährlichen Periode des Luftdruckes entsprechen, und 
den Minimis auch Minima im Barometerstande. Dies bietet auch keine 
Schwierigkeit im Erklären der Erscheinungen. Ist nämlich in Prag der 


Luftdruck im März und April hoch, sind also beide Monate weniger be- 
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wölkt, so erhöht die Sonnenstrahlung ungehindert die Temperatur beider 
Monate; ist der Luftdruck niedrig, so sind beide Monate bewölkt und zu- 
gleich kalt. Dieselben Vorgänge finden auch im Juli-August statt. Anders 
müssen wir folgern bei den Minimis des Luftdruckes im April-Mai und 
September-October. In dem Falle zeigt gewöhnlich der eine Monat einen 
hohen, der andere einen niedrigen Barometerstand, und dem entsprechend 
verhalten sich auch die Bewölkungs- und Temperaturzustände der beiden 
Monate. 

In den übrigen jährlichen Perioden des Luftdruckes treffen wir ver- 
schiedene Zustände an, erösstentheils aber entfallen die Minima des Baro- 
meterstandes auf die Maxima der Temperatur und Bewölkung, die Maxima 
dagegen des ersten auf die Minima der beiden anderen. Dies entspricht 
auch vollkommen den meteorologischen Gesetzen. Nehmen wir z. B. die 
Combination November-März in der jährlichen Periode des viertnächsten 
Monates. Die Wahrscheinlichkeit gleichbezeichneter Barometerstände beträgt 
in Wien in den beiden 20 jährigen Perioden 0,32, der Temperatur 0,47 und 
0,60, der Bewölkung 0,71 und 0,58, in Bayreuth wieder sind ‚die ent- 
sprechenden Wahrschemlichkeiten 0,55, 0,59 und 0,66. Dies bedeutet also, 
dass diese beiden Monate grösstentheils entgegengesetztbezeichnete Baro- 
meterabweichungen, gleichbezeichnete aber "Temperatur- und Bewölkungs- 
abweichungen hatten; denn em niedriger Luftdruck im November bedingt 
einen bewölkten und kalten Monat, ein hoher Luftdruck im Februar einen 
klaren Himmel und grosse Kälte. Zu denselben Folgerungen müssen wir 
gelangen auch bei der Untersuchung der anderen Combinationen. "Treffen 
wir aber auch Widersprüche an, so müssen wir bedenken, dass 20 jährige 
Perioden zu solchen Untersuchungen nicht gut geeignet sind; doch habe 
ich dieselben hier zusammengestellt um zu zeigen, dass selbst bei Ver- 
wendung so kurzer Beobachtungsreihen die gegenseitige Beeinflussung der 
meteorologischen Elemente hervortritt. 

Um dem Vorwurfe zu begegnen, dass die obigen jährlichen Perioden 
für die gleichbezeichneten Barometerabweichungen nichts beweisen können, 
weil dieselben nicht berechnet waren aus den Jahrgängen, in welchen die 
gleichbezeichneten Temperaturabweichungen auftreten, habe ich demnach 


für Prag nur die Fälle der gleichbezeichneten Barometerabweichungen be- 
Nova Acta LXX]I. Nr. 4. 23 
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rücksichtigt, welche gleichzeitig mit ebenso bezeichneten Temperatur- 
abweichungen vorkommen. Für den nächstfolgenden Monat erhielt ich somit 
folgende jährliche Periode der Erhaltungstendenz desselben Luftdruckzustandes: 

Prag (50 Jahre): 16 38 32 20* 24 36 38 44 26 22* 32 28 

Das stimmt vollkommen mit der oben angegebenen überein und be- 
stätigt somit unsere Folgerungen von der Beeinflissung der Erhaltungs- 
tendenz der Temperatur durch die des Luftdruckes. 

Wie schon oben erwähnt, haben wir für Wien zur Untersuchung nur 
die 20jährigen Abschnitte bei der Berechnung der jährlichen Periode der 
Erhaltungstendenz desselben Bewölkungszustandes und des Luftdruckes ver- 
wendet. Hier will ich jetzt die jährliche Periode der Erhaltungstendenz 
desselben Luftdruckes aus der 100 jährigen Beobachtungsreihe angeben ohne 
Rücksicht aber auf den Umstand, wie sich gleichzeitig die Temperatur ver- 
hielt. Für den nächstfolgenden Monat erhalten wir folgende jährliche 
Periode des Luftdruckes, dem ich des besseren Vergleiches wegen auch die 


der Temperatur hinzufüge. 
© 


1:11 IL. EeVENENDINIEERFRTER IT 


Temperatur: 56: 63. 5725455926360. 253760 E 576 
Luftdruck: 52 60 59 61 54 51° 59 61 53332748 59 


Diese Zusammenstellung widerspricht allen vorhergehenden, denn hier 
entfallen die Maxima des Luftdruckes auf die Minima der "Temperatur und 
umgekehrt; es wäre auch diese Erscheinung schwer zu erklären, da sie zu 
unseren obigen Schlüssen und Folgerungen nicht passt. Um mich also zu 
überzeugen, ob sich hier nicht ein Fehler eingeschlichen hat, berücksichtigte 
ich nur die Fälle der gleichbezeichneten Luftdruckabweichungen, die zugleich 
mit den gleichbezeichneten Temperaturabweichungen vorkommen und erhielt 
die folgende jährliche Periode der Erhaltungstendenz des Luftdruckes: 

28 43 37 37 32* 34 36 34 34 29° 30 37 

Dieses stimmt aber schon sehr gut mit der jährlichen Periode der 
Temperatur überein und wir finden darin somit die volle Bestätigung unserer 
früheren Folgerungen. 


Bei dieser Gelegenheit wollen wir noch auf eine Eigenschaft dieses 
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Zusammenhanges des Luftdruckes und der Temperatur die Aufmerksamkeit 
lenken. Berechnen wir nämlieh für die jährliche Periode des nächstfolgenden 
Monats, wie viel mal für eine jede Combination mit gleichbezeichneten Luft- 
drucksabweichungen auch zugleich gleiehbezeichnete Temperaturabweichungen 
im gleichen und entgegengesetztem Sinne auftraten, so erhalten wir folgendes. 


Die Abweichungen beider Elemente hatten in beiden Monaten die Zeichen: 


Luftdruck Temperatur ES DIESEN EV. VIEV DIV IT. IX XXI 
-—o | -- Sek 00191512, 11 10 .9,,.26 


=] 


ie ste ir 30 DS ee ee 
_ — ++ A 8 7 8 WW BEN 
++ | —— Delle 35 3: 3107 6er 
oder 
Luftdruck Temperatur Winter . Sommer . Differenz 
= = _ - 46 67 +21 
tech + BB) 70 +15 
—_ — ar 41 44 I 5 
++ _—— | 62 26 — 36 
> 204 207 +3 


In 100 Jahren also folgten die Temperaturabweichungen den Luft- 
druckabweichungen im allgemeinen 411 mal, d. i. in 30%, und zwar im 
gleichen Maasse während des Winter- und Sommerhalbjahres; 238 mal im 
gleichen, 173 mal dagegen im entgegengesetzten Sinne. Sodann müssen 
wir schliessen, worüber uns auch die Erfahrung belehrt, dass ein niedriger 
Luftdruck eine niedrige, ein hoher dagegen eine hohe Temperatur eher im 
Sommer als im Winter bedingt, dass aber im Winter viel öfter ein niedriger 
Luftdruck mit einer hohen "Temperatur vorkommt als im Sommer. Ueber- 
dies belehrt uns diese Zusammenstellung, dass niedrige Luftdruckzustände 
im Winter, hohe dagegen im Sommer öfters auftreten. Endlich folgern wir 
daraus, dass der Luftdruck und die Temperatur im gleichen Sinne abweichen 
am öftesten von April auf Mai und von Juli auf August, am seltensten von 
März auf April und von November auf December, dass ihre Abweichungen 
dagegen im entgegengesetzten Sinne am Öftesten von Februar auf März und 

23* 
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von November auf December, am seltensten aber von Juli auf August statt- 
finden; es sind eben dieselben Zeitpunkte, wo die jährliche Periode der Er- 
haltungstendenz der Temperatur hauptsächlich, vielleicht auch einzig, von 
eben solcher Periode der Erhaltungstendenz des Luftdruckes abhängt, und 
wir sollten somit in der Zukunft nieht nach der Ursache der ersten, sondern 
nur der letzteren forschen, da diese uns zugleich die Ursache der Erhaltungs- 
tendenz der Temperatur erklären wird. 

Zu allerletzt will ich noch die jährliche Periode der Erhaltungs- 
tendenz gleichbezeichneter Windverhältnisse und Niederschläge im nächst- 


folgenden Monate für Prag und Bayreuth zusammenstellen. 


I. IE. MI. IV 2%. VEN DERSERTRTTIEN 


Windverhältnisse von Prag. 


Nord- 68 41° 58 447 45,45 61 531762 767,.69751 
Ost- 55 38* 43 61 41* 53 62 61 50° 67 54 66 
Süd- 57 51 67 61.251 553-497 337667 72753733 
West- 59 43* 51 58 51° 56 72 54° 597 59 61 65 


Windverhältnisse von Bayreuth. 


Nord- 55 -47* 52 62U69 7A 6% 45753 263 47256 
Nordost- 0 ar aa ee ae li 
Öst- 56 64 63 49773 6477266 165 163 107883 
Sidost- 53 59 71 67 4% 56 53 61 63 51 51* 62 
Siüd- 64 71 68 45776 52° 98 39 7250000 
Siidwest- 63 52 5° 54-71 60 4% 75 63 63 64 68 
West- ber 57 A567 58 70037 DPA DDR 
Nordwest- 56 45* 60 65 68 53 58 60 48° 66 70 64 


Niederschlagshöhe in Prag: 
57 60 51 41% 4950750 556 33° 617756563 


Tage mit Niederschlag in Prag: 
52 56 62 40* 43 55 57 52 38° 64 60 44° 
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aulnengall: 
48 Jahre. 1828 — 1875. 


= N = .— er =n —- . & 
De ns 
Em > ae ee, (oz 
Januar AH 49 50 (HE AHbZ2TE 56T 146 ab 
Februar 61 70 FEIERN I Na en 
März 62.617 53 6 IRA HE HE EEE Re 
April 60.50 31 58 44 49 65 50 43 


Mai 61 4 


oo 
SU 
& 


St 
{or} 
Su 
{or} 

» ve > 
IH 6 
ol Qt ot 

je 
St 
je 


3 SB Be Br IS Sri 
GG Dy SID SI 


Juni 48 47 E Hiakhbr abs 
Juli (Hl 60 5851 46 46 744 
August Ser BB) 5 5: ) 
September 52 51 656 44 46 51 5) C 
October h7 ı DOREH3MEISEE DIE 48 48 53 
November a are ae 5 ee ee 
December KR re ea) ai 52 ee a 
4. Baltischport. 
37 Jahre. 1839 — 1875. 

aa = ED ee es 

Ss "Bra dEsn are 
‚Januar 47 BB IE HE IE ES Ah ZEHSrh 
Februar 56 HET AZ 


6344. 57 4705 


März 40 
April 44 


Mai 63 

Juni 54 

Juli 60 

August 53 

September 45 

October 5 

November 45 [ 
December 47,58 51 53.60.43. 40750746 bemalt 


[71] Web. d. Zusammenhang d. Temperatur aufeinander folgender Monate u. Jahreszeiten. 175 


5. Riga. 


63 Jahre. 1795 — 1814, 1824— 18531, 1840 — 1848, 1851 — 1875. 


= Su See 

= Bun een 
‚Januar 57 > 6 0 Ze Be 
Februar 59 a ara Br A 
März 49 a en nl 
April 46 4187487607 607 620553 
Mai 60 Da ae en 5 
Juni Bil 5 161 I) aa 
Juli ai ’ DEAD AEG 
August BB) 55 51 54 
September 46 52 52 163 52 46 
October D5 >. 80 Su 5) || 
November 49 A Sl Br 3 
December 62 a 32 ae 

6. Mitau. 
53 Jahre. 1823 — 1875. 

= - SEEN wa N = 5 S 

nano 265 
‚Januar DIESE OTEA GEN GELD EA AEEAD 65 507 5953 
Februar 54 Q ro Pe N 1 | 
März 53 L 54 59 68 59 67 
April 42 
Mai 61 
Juni 62 
Juli 54 
August 56 947738 42 45 
September 53 46 57 47 55 
October 62 61 58 52 Hm 
November a) al 5 53 53.62 
December GO ORNA EA T3 33355527 HIPASTEAN 
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47 Jahre. 1819 —- 1866. 


I a eg en 
‚Januar DAsenh IrAU7 Ib ey Era Erz 013 51 467 0 
Februar 49 7557 | 160.66 WAZ RAO FA3 A043 7A en 
März 44.053 ,4371.60. 0945 53 247 57 043760 7605563 
April 49749153 743190: 60 
Mai 59053 156 
Juni 40 49 44 
Juli 43.53 749 
August b6ı 56 42 
September 585 53 58 
October Zi A 28 
November AyEG62 53 40 40 
December 55:40 AI TB 50T A 9 AS 48 aan 


8. Danzig. 


45 Jahre. 1810 — 1838, 1850 —1865. 


EEE LE ee 

SE er ante ze 
‚Januar 50:1:.60 51.515518 49 739743766 507 60558 
Februar 60 64.160.160 E53 7 747 02557248 A860 
März 52739745 60 44.57 .:39 48 5653 
April 50 45 52 39.741 450° 57 SHE 
Mai D5sE50 52 a 49 61 59 2 64 53 
‚Juni 587.60 751 497744 51 266259 527 29523 
Juli 193053. .47 50 #152 7164 > 57 
August Dumme 51 1, AU ER8 i 
September AER0EH8 553 756 - 
October 655497 AD u 51 5 
November „ı 35 Aa er il 45 
December en rer er 5er 


ou 
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9. Archangielsk. 
61 Jahre. 1814—1831, 1833—-1875. 


= oe, 32.35] Sera oe 
Januar 45 51 Ananas ale 43, 52h 5a Dan 
Februar 4A HZ 53 53 ao 45 49 54 39 45 49752 
März 49 62 Diesanr 500 53 53 6 658 
April 46 52.58 35 497766, 6450 
Mai 51 46 45 4» 54 46 57 
Juni A395) 607 57° 54763 
Juli 52 44 44 3 46 50 42 59 
August 47. 47 45 50-53 42 54 54 Dann 
September He 1530 1530 58, 4893197253 
October HZ 53 AST AT A953 
November A El, Bel Sl 3090 
December 7 KAT 153,59 505066, 41956167 

10. Ustssyssolsk. 
50 Jahre. 1818 — 1867. 

E83. 3a 85 

See 
‚Januar 55, 507 48° 52943747. 56 4646 
Februar 40 IeHb 56, 1387 A752 918 
März a a TB b5 Ay AT Ha 52754 
April 46 58 60 54 52 42 
Mai 54 52 45 55 60 49 
Juni 58 46 48 47 6 
Juli 44 64 49 57 |\58 
August 49 47 47 £ Amen: 
September a a re N en 
October 5793216005522 6360747 59 
November AD SEA 530 A6= 56 
December 57 60 53 44 45 50 49 53 57 49 48 53 
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11. Katharinenburg. 


40 Jahre. 1836—1875. 
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13. Moskau. 
53 Jahre. 1821—1858, 1860—1875. 


a ee u de 
Januar ale 3er au dl ar ia Dr ae ao ee il 
Februar A re a. 0) Br ala ae) lo el 1 
März 567.56. 4520617 2427750775507 547 561 60 4960 
April 48 AA BEER E36 De Hl Sl or. Si 
Mai an aa a 5 50 49 
Juni 500550 77455 Ei 0 Bil 
Juli 43 47 46 48 barsaıl 
August AU FAIR DEN 6) 52 51 
September 38 Kh0n534 9 56 47 56 
October u 02 mr 20) 28 50 28 52 h) 
November 4846 TAITAN 5268 A912 : 
December 712 061, 3562 HAAN B E53 Oele 

14. Slatoust. 
39 Jahre. 1837 —1875. 

Ela SRan een 

SuSE, Be Sa ee 
‚Januar Honda a re aa A a A ea ae A 
Februar HORWHSNED: „u ei Ja ie Fa di Al 
März 35 45 I re el 
April 43 4 30) 5 u ber 50 ei ie 
Mai 48 0 3 59,263 47 54 
Juni 33138 AZ 56 46 50 
Juli AT 50 46 49 52 59 45 
August 5 ae 65 47 
September 391385163, 2605551 U 5 
October a5 AT E50 il 36 6 
November 30. Sr ee er 0e 
December DAS AI SAT 150171 TAI EHI EFT 
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15. AWalno 
60 Jahre. 1816—1875. 


= = Sen zEo Sun = 5 
Januar HL 56 Ira bl 75358053 
Februar 42 za! 59 54 55 49 48 46 47 47 49 61 
März 54:58 53] 003. 250755405520059 00997607 982460 
April 40 42 59 25122407 2954061 613547260 
Mai 60 48 46 GOFEITEEHB. 55 46, 055 
Juni 45: 53 0 base 3093 Dt, oil, 48 193 
Juli 51 54 756 60723 52.9, B5 
August 40 44 47 56 52 ; 59 47 49 
September 40 DL BED SH 55.0796: 6A 
October 46 56 AG A955 N Faber A7 584955 
November 47 55 156 VAN 53 AT BO DFAG53 SE GN 
December 54 531 49753 1746 753 045 7507887 60152 

16. Kiew. 

55 Jahre. 1812—1845, 1855 —1875. 

= = Sue ZZ m u) = ee = So 
Januar 46]? 56: 54:50 45 58.54.54 A5 bIWist 
Februar Sy: 49 45 44 42 45 41 62 48 47 
März 59 61 45 053. (91. 1580 2528002 
April 53 55 HL,Ni65. 610 
Mai 58 60 6121693 55577 168 
Juni 55 bl: 59 46 St 
Juli 48 585 54 7 55 
August 56 ..69 bl SE IH BE 62 
September 60.252. 52 AI Ts a rs 
October Bu 53:47 ı 5155 149 744 55 
November 55 A5 59 55 44 45 46 44 54 
December 65056156 44 AV AAT AG HL IS BT EA 
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1227 Eugan: 
39 Jahre. 1837—1875. 


ei) = u > [>] 
‚Januar HBasmA6 Ahr 3605 
Februar 54 41 50 50 46 
März aame3T 39: Aenag 
April 
Mai 
Juni 
Juli 
August 
September 
October 
November 
December 
18. Nikolajew. 
52 Jahre. 18241875. 

2 ben en ee 
Januar 4858.59 752760 7587 4675271527 6349063 
Februar 54 4 52 158746560054 763 2355 
März 53 ) 55 47 45 61 58 44 46 
April 56 45 3 a) 50. ae 8 
Mai 56 46 He aa 
Juni a2 als) ABI er ea) 58 60 43 5 
Juli HSEe55n 116463, 7477757 66 
August oA DIET EA 
September DOBEHDRASBFAT ATS IE: 
October 53 60.55.56 A4 54 5A 545 
November Dase56 155 MAG 3856 A hd 
December 65 52 65 2 AS 43 52 54 42 55 Al 59 
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19. Ssimferopol. 
40 Jahre. 1821—1853, 1866 — 1872. 


LE ER ee Be Ben u are 
Be EFF EeE TE nu 
‚Januar 41. 61 6 LIT Til 250 Far 
Februar 45 65 54 7 EA EI 5 ee 
März DIR 27 GE Een DE 
April 41 2.52. 1.43 60763 en Bir El een 
Mai 45. 56 59 47 
Juni 48 47 56 44 
Juli AI AA AT BT 
August 38 nA 6! 
September 45 60 44 53 
October 507 a5 Eh 
November 54 40 44 58 
December 57.44 053 0233. 1:50 847 BEI E55 Feet 
20. Astrachan. 
37 Jahre. 1837—1842, 1845—1875. 
= E SEE SE we Einen see ee 
Er een an 
‚Januar 42.54 162 Abb 52 TE AS 5 2 A Fa 
Februar 47 Ab WA MA ED IFA TE 2 AN 5 
März 39.56 39] 74748 a8 752740 792735 A6TAS 
April 581.53. 42.7551] 55. 246 742 526 5 5035, 
Mai 68 59 61 32 b7 262743760 
Juni HSmınb 58 FA2 43 
Juli BnmEB4 1 14.52 34 
August 52 50 45 30 46 
September 42 47 58 48 


Se a Be 58 50 
a ee ke ee el 
December 6 EATESE 70 739 ZA Bee 


Qt 
— 
er) 


October 


u 
(or 
et 


November 
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21. Warschau. 


50 Jahre. 1826—1875. 


BE ee RE i ER Eee 
‚Januar 5175473645505 0527059018359 7759 753190, 
Februar Haan AATEATEE5IE 570 61 556 
März 48 U Be Dr A aa ei 50 5 
April 47 Sal ae) 
Mai 49 3% 67 502587753 
‚Juni Dl f DE 51 59 49° 56 
Juli en ee ei) 43 55 59 52 
August a ae ae a 55 53 59.52 
September 585 48 55 35 45 60 54 64 45 BB) 
October DOES AA TA DA GEH DD 59 
November DASEIN EHI AT IE 
December Dal 37 WAS a DA N Ir 271 SS 


227 Kalkan! 
35 Jahre. 1851-1885. 


ie N en ee Be 
Januar 2 Er Er LEI De 2 ze 58 
Februar 50 3 ae ie ae a 57 
März 56 BT ah rl Sr De. Dr. 88 
April 52 AU DI EALERST 765358 
Mai 47 Se Ber a le 
‚Juni 44 a 0 ee a A 
Juli 50938. 50/055 753. 053 420332 61550 
August 44 56 44 64 59 59 55 57 57 
September 50 48 42 41 45 42 65 52 42 |52 
October 050 098. 158 an ehar AT oHl7 233 
Novanııar ı 59 Bear a Puzzle 5) 6 
December a ehe ar ee ee 
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23. Tarnopol. 
31 Jahre. 1861—-1892. 


Em „DE Br 
Januar A055 0.52 45 52027 048 550 740 40 6 
Februar H0REB37. 165 65 31 EU FB 52 Barret 
März 50750 533 | 55 7341 IB 7 7 AST 
April ar AllERBPESE 2035: 31 
Mai 33 Wr 
Juni bahn 52 
Juli AT A051 
August 44 52 32 
September 41 45 34 
October 53 60 43 
November 61 46 68 
December Hear 154 

24. Alvavaralja. 
35 Jahre. 1851—1885 

in DS Verg 8 5 5 E & 
Januar 381.62 32 42 764722 Ar 244 2475 
Februar 48 „> 33 Sa a a ae al ee il 
März 58 53 153 056 249 060 76527603 
April 56 34.1455 729 959-241 27253 505556 
Mai 44 52 58 36 173 062.756. 597507 162 
Juni 1203974269559 5 
Juli 1838 50 3 
August 39 41 44 58 64 
September 48 59 56 48 45 
October ya 9 Aa Aa 
November 58 56 50 39 48 


December 58 62 44 48 36 58 41 53 41 41,59 7,32 
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25. Pressburg. 
35 Jahre. 1851 —1885. 


S = gie ce a. de Da = S 
Januar 47,68 41 53 7 .AL AT 44 39 47 53.68 
Februar 42 5705952495 1917566 43 7652252 
März 67 a) Bla 250, 6b ara 
April 55 34 62 54 57 57 
Mai 42 43 50 51 54 54 
Juni 44 45 De 71 55 50 56 44 
Juli 61 47 47 47 59 42 50 a 
August 45 41 41 65 53 39 44 : 
September 43 55 58 55 51 50 51 
October 61 56 44 44 44 61 3 45 
November 587,565 7567 AI 3 IA: 55 
December 59.657.535 741 7472485756 "AT 42 352 INA 


26. Hermannstadt. 
35 Jahre, 1851 885: 


FB A << syn Zune 
‚Januar 2 a ee a Al Zu Dil 
Februar »0555921,03°.632. 5022008535 45 60 
März 65 44 Han AuıEH2 57 40 
April 4, LUSESH Al 46 52 46 63 
Mai Glrole 4545 BORD 50 56 
‚Juni 447759750750 59 49 47 
Juli 57 50 54 46 56 57 56 | 52 48 
August Sa. Er Se 5 42 48 
September 44.53 50 38 61 44 59 38 160 54 49 
October 2385.595:38 750, 739756, 750 EI A Ag 
November DOZERIT 56. AA AST AITZASTEH 650 AI: 
December 59.68 47 A1 39 65 36 59 4A1 4 © 32 
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27. Berlin. 


136 Jahre. 1719 — 1866. 


a ee ee $ 
Januar 981762 ba 60 zT Bar 56 As Age 
Februar 56.37] 63 56 50 56 57 54 48 51 54 59 
März 50 5075 1 46 60 49 56 
April 52 52 55 
Mai 50 50 47 
Juni 50 52758 
Juli 45 50756 
August 52 45 55 
September 48 48 47 
October 5 Sl 
November 53 49 55 
December Domes 50) 

28. Breslau. 
74 Jahre. 1791 —-1866. 

= E = ae Be SE 8 E55 
Januar 54.1463,7 50.56, 52'756. 56, eb Fb "6 Dat 
Februar 53 5256 55a eig aan 
März 45 h) 0 59 45 55 53 48 47 49 
April 43 45 bl 49 WA5 60, 75577160 
Mai 58 54 50 Mal 65, 53 63, 5. 
Juni AT Hab 
Juli 44 45 58 
August 47 44 52 
September 60 49 61 
October 3 Dal 
November 33) A 5 5 
December 53 59 E54 4546 52 6 HL AgrelEe3t 


[83] 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 


50 
58 


29. 
93 Jahre. 


63 524453 
50| 58 44 
54 55 

41 54 

Dane! 
45 45 41 
45 53 45 
44 47 42 
b4 50 39 
SB a. 2) 


30. 
100 Jahre. 


) = S = April 


48 56 42 
DET Bis) ER) 
4 53 49 
45 52 50 
58 57 42 
48 46 50 
48 62 60 
49 59 48 


Prag. 
1771 — 1865. 


Juni 


Ser (ed © 
> © ie 


al 

h: 
Sn 5 
64 55 
56 53 
Dane 57 
DRAN 
50.52 
Wien 


&: Mai 


TEEN 
1 .& 


Juni 


naar mn © 
co EB DD le won 


= Ba $ 
BAD © 
> Da Da Bl 
53 61 56 64 
bL..6E 52 60 
n5 49 49 63 
H7 56 62 50 
» Sl Bi 
70 57 57 
56 51 163 
> Du (8 
5 a0 Be A 
50 57 59 58 
Be Sa rl 
= 
Seen © 
GE ASE 56 AS 
0. Ba ai 5 
53 55 52 58 
60 44 51 59 
65 54 67 51 
53 58 512 
Sl 
54 54153 51 
58 5: 60 
4653.46 
al: 
9 48 


45 56 
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feet 


DD 


SUESTEHLEES 
"> 


N 


185 


54 


186 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 
December 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 


= = S = SZ "=; .-_ 
53lı 52 50 44 56 61 58 
Mur) 57 48 638 61 85 
55 55 5 57 
49 ; 47 
47 ; 60 
61 3| 60 
51 55 5 5 55 
59 47 & 5 55 
DB 5 5 Bl A 5569 
61 49 47 49 49 49° 49 
7 5759557 57 MN 
5IREAT 49. 5er 
32. Darmstadt. 
36 Jahre. 1830 — 1866. 
= Er NS a ae 
50| 58 47 56 49 46 57 
49 42| 51 56 M 58 53 
43 50 42|64 53 39 56 
49 42 50 49| 50 36 42 
40 47 4 37 4 58 
60 56 47 54 60 57 
51 56 42 43 51 
46 47 56 40 51 
54 56 36 51 40 
41 54 31 41 56 
46 42 56 60 43 
Bl 56 58 37 43 54 37 
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31. Peissenberg. 


54 Jahre. 


1792 — 1850. 


a a rn ST CITE OTLET 
S! Oo. HM Alm 10 


(0) 
{e} 


Aue. 


on © 
SI SI 


(ES 
OT oO Ww 


ar Eee 


[54] 
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33. Hirier: 
43 Jahre. 1788-1801, 1806-1816, 1849—1866. 


Eee es 
3.2 da eo zZ 8 
Januar Al Be ae a ae 
Februar DEMO H2E 3 len 
März a en a ar er 5 
April Gm 6375169 558 750 
Mai 4576255765 54 60245 
Juni 20, E6 025720. 627 GI SEE 
Juli ) ) 
August 56 
September 42 58 47 54 56 57 63 
October HOME HE AI AH 4 
November 487 53. 55° 617607497 54 52 
December HOME HH 73 AO FE BASE AITFAIEE 54 71420497246 
34. Augsburg. 
52 Jahre. 1813—1837, 1850—1862, 1866—1878. 

= Be, 

= ae 
‚Januar 52 44 64 47 68 50 
Februar 51 a el 
März 60 HI AI 
April 45 Auye 5 522 Dass 
Mai 30 43063, HE He) 
Juni 49 53 
Juli 40 Di 
August 53 55 
September 47 59 
October 57 54 
November 45 5% 


December 55 
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35, Bayreuth. 
47 Jahre. 1816—1834, 1851—1878. 


a a ie Ber ee we 
Januar 51, 50..43155322519060715327521.59 5 23 
Februar 55 657.547597759 148073760, 52 Ei 
März 44 55 55: = 57 1049055059754 60 16 
April 53. 59356 IN TATEN 3STTAOFE SIEH FA Et 
Mai 49 44 53 & 
Juni 53 57 42 
Juli 44 36 38 
August 38 50 40 
September 52 53 52 
October 53 45 38 
November 60 50 58 
December 56 52 49 

36. Kremsmünster. 
36 Jahre. 1850—1885. 

LE N ea ed Be ae 
Januar 49, 58.40 74351671250: 74€ HC 40 Bannag 
Februar 54 422761 ı751 54 1651760 
März 59 Jr een, & 
April 65 > AN 262 353, #55 
Mai 43 49 6a pAToN54 51 756 
Juni 42 52 5% 44 


Juli 46 34 
August 34 40 
September AT An 
October 50 50 
November 61 48 


December 65: 162: 58427 AAu Ab HArzaTT2  BIeagrn 
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37. Alt-Aussee. 
35 Jahre. 1851—18%. 


u RE ee 
Januar 48153 47 42 70 52 34 4i 44 47 45 61 
Februar 38 Aue 2 60523450 
März 56 ) Ar ie a 82 el 
April a) ! \ 4574:8 726750, 652 5265 
Mai 397 42 48 34 5209977537 597 507, 52061 
Juni 45 45 55 50 53 34|44 65 50 50 55 42 
Juli Damals AAEEnSHEHS. bl bbrrb) 58 66247 
August Au 359 41666617 36 4 Bi AT Al 
September el ae IE 47 8749 053 
October BERISEBSEE 295 50 156 56 
November 6394155552500 312750634761 >52 58 
December AT IE ET SIE RAD EFAE A Ha A ATI 

38. Basel. 
35 Jahre. 1851—1885. 

a Be a er 
‚Januar HONRAAEE387 53, 597427 53. 50 39 42701555 
Februar 51 BZ IE LATE 0T 58 656 een 
März Ol 55 AA Hl 67 50 505 
April DIAS 47 52 39 75 59738747 
Mai AAO EA 2 M 50 41 58 49 51 54 
Juni ya als Ban hr 5b 5 5l 43 46 
Juli BIEESIERA2E53 390 52 47 56 2465550 
August Ab AT 42 62 58 39 53 4 Y 50 
September 51 51 62 51 44 56 55 42 
October DomADAT 5 2532,99 30 49 
November 59 2 59 55 53 29 45 49 41 56 56 | 57 
December 38 Aglı 537 391 53 47 42.55 34 62056 Al 


190 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

‚Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 
December 


‚Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 
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39. 


Innsbruck. 


35 Jahre. 


= — zZ 

SEES: ES 
- je > 
50, 63 51 


SU St SI St 


> 
1 
I 
IE 
1 
tz 


[bj | 
oO 
30 
St 
H> 
_ 


59 50 50 
50 35 4 
3 A 
59 50 50 
61 74558 
41 56 56 


= Apr 


4). 


35 Jahre. 


70 
36 
37 
bb 385 48 
38 Ad 45 
ul 08 (ol 


I) 58 8 


IE A Ami 


0 
69 
56 
42 
56 


40 


1851 — 1885. 


25 58 
5l 54 40 
37 40.37 
37 46 49 
37 46 60 


Graz. 


1851 — 1885. 


in Se 
rei) 
30 


44.753 50 


auawaoR . 
Ge Ser Aug 


50 


50 


50 


Sept. 


an 
SC S) 


& 


Ha 
m m He 


lo 
Br 


44 


[88] 


[59] Ueb. d. Zusammenhang d. Temperatur aufeinander folgender Monate u. Jahreszeiten. 38 


41. Klagenfurt. 


36 Jahre. 1850 —1885. 


Eee nn 

Beeren 2 
‚Januar OT IE 3 IEE507 50 HAT 
Februar ) Anm gH FAT 653 AB Hr 
März 50 sea And 6 Hasena 
April 52 E AH 50 BAR 
Mai SOREAER HAN 60 55 50 63 
Juni AbERASEE in ) 
Juli Da Ba ir Bo 5% 
August 7 Ep ame 10 5] oa 01° Basar 4 
September 4) 585 65 64 50 
October 5 5 A 5 Al 2 
November 74959 98:592810062.192 53 
December DOES SEIEN DL 55h 550265746 

42. Saifnitz. 
35 Jahre. 1851 — 1885. 

Se u Te ge, eh) ne ee 
‚Januar Su Na 2 re ri 
Februar 56 nmel ngerna hr 52, 5 aeg 
März 64 3958385059768 59 
April 47 4 47 62 36 64 54 51 51 
Mai Se 3) 47 41 02 
Juni aa Aa 55 66 
Juli 5 3953 55 
August 47 4 42 50 
September 5087567761 166 
October 02017039850 


November 6 
December 4 


Nova Acta LXXl. Nr. 4. 
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Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 
December 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 
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43. Bozen. 
36 Jahre. 1850—1885. 
EB gerne 
541,53 021022 A6 BET 
a 69 43 47 538 41 
59 56 70 49 61 
AT 0 49 70 
43 49 ) 
40 46 
61 39 
44 44 
49 54 
57 ‚si 
HOT 
60 54 
44. Genf. 

35 Jahre. 1851— 1885. 
DEREN DE 
44| ul 53 bie Sr 28 
DO: 49 AU 49 53 
61 40 ) 3 51 65 
49 43 56 ) 62 
53 58 58 51 
12587253 58 
HIEESH AI TO ET 62 
Hr Be ee. 3 
3 ie er me ar Tl 
592527058 258 15838 
Se 5er re 
HH 0 OA EAN, 


euDept: 


a Qu 9 ao 
x U 9 u Qu 


oa 


So 
je 


[90] 


oo 
En Seo, 


OU EN EEE 
6, E) Er) (SYS) 
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45. Laibach. 


35 Jahre. 1851—-1885. 


ee an. a Eee 
Januar 50 DIE 337 507 537, 561. 46). 654. 45 Dr 59 
Februar 42 Ha 680 58 61 47 48 53 38 25845 
März 64 36. 45.47.42 59 59 56.45 
April 58° 47 Hill 48, 6611, 45,167 ‚62 Ass 
Mai 33, AHA E 7 3: 
‚Juni 30) 4.601, Dass rl 7 
Juli 68 36. 52 45 55 
August 48 41 47 57 7 
September or Ha, 6855 59 963 
October 9985 5522.3055 As, A2I DIE 470 2 557138 
November 627752 758°.45,,4845.,50 48,59 
December A525 082 5OEE 37, Ale ALLEN 5 32 330116438 

46. Hoch-Obir. 
30 Jahre. 1851-1870, 1873—1875, 1879—1885. 

Sauer enuden © Z A 
‚Januar 56.2102 5057 528263#.68.7 457 ,.55.2507 59 410252 
Februar 23 6652. 9025 54525227.37. 743. 59 43 .432.63 
März 48 54 66 48 41 50 48 63 66 
April 50 48 67 53 59 60 54 53 
Mai 33 64 50 46 59 54 48 50 
Juni 505539 
Juli 58 44 58 67 60 65 49] 
August 50 52 62 67 44 54 
September 4862.60 ,62. 75: 64 
October D4we4 152 A652 63, ,561,.65 
November Br Ai Bi Xo Bi (02 
December 46 56.65 63 40 42 


26* 
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47. St. Bernhard. 
35 Jahre. 1851-—-1885. 


EEE Tel ie Ba 
Januar 56 47 50 42 38 55 20 57 44 62 49 50 
Februar m Do a 3 a er en 
März 42 A953 0 Al 55 
April AI 3 GE 59,79 977727262 Am 
Mai 41 61 42 Sn to U ER ar 
Juni 4 55 49 60 63 a an 35 
Juli 47 42 42 62 53 66 AN. 367 65 
August 3305.02 50 753 Aare 62 
September 385 47 47 58 44 61 70 45 
October b2r PA) #62 A949 
November 53 45 49 53 66° A744 
December 5 BAT ea ae 

48. Udine. 
40 Jahre. 1803—1842. 

Ei nee 
Januar 46 45 43 48 48 45 43 50 60 53 63 43 
Februar 54 58. 53 63 760 748755 50 6a A 
März 5 all 3 333 
April 08° 
Mai 
‚Juni 
Juli 
August 
September 


Oetober 


November 


December 
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49. Mailand. 
100 Jahre. 1771—1870. 


= = Seile See Wo! a z S 
Januar "Gı Da 25 BU ee Bi 5 en 2 5 
Februar 52 53.53.46, 56 557 587 56° 50 Has 
März ASSE AB Hiälr 6550:507°53, 2620 475 50 757 4452 
April 40 46 62 5 DE DO DA nad 
Mai AUEE5, hi: Has 63. Aa! 
Juni Ana Dt hi Si a > 
Juli A) 2 oa a (oa 54 54 55 
August Dar AS 4905992052 ae 
September Dam 4835 57786.193.57:5863 DINEHINIES2 
October Ara Hr Ayo 5A 53 AYN:5A 5053 
November eo DB Bi IB al Be De A Ale ) 
December Aal A) Bo Al 5 ee 
50. Rom. 
32 Jahre. 1828 —1859. 
u A SEE = Rn Sr er Z & 
Januar Alyy, Zul 96 5 66 Zul zul ee 
Februar 52 D2BE 5 9EE 4705537530553. 256, 2560859 
März 48 HOHr LS H3E 1242 53:7.597 AA aan 
April 50224022 807661 5583564 7.581,.68. 61 58 64552 
Mai 42 64 68 563: 5627567 417259763 
Juni 68H AH TAIE60 69 
Juli 5 a al or Be 
August D81E DHL EZ IEZASE TAN 42 
September 2 42 52 57 48 74 
October DlS2 ER SEEA7 2527245 
November re u Se ne HE 0 E55 
December 61885202.6142.670 2585 1717764 0 640764 AnrEige6 


Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 


December 


‚Januar 
Februar 
März 
April 

Mai 

Juni 

Juli 
August 
September 
October 
November 
December 
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Hl. Palermo. 
66 Jahre. 


een en 
aka il 
43 ) 7 40 


DEE» 43 51545 
bien 571 ,.58.554 
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1791 — 1857. 


Scene 
Ss a. zZ 8 
A Hl e53 507487556 
a Seel. 0 
43 43 565 
52 5 


92. Cheistlanda. 


ER) Ei un ae 
56, 59 48 64 52 59 
49 7 4 48 59 
51 6 64 66 
49 50 


7 B 
BIBI HIT LBS RATEAA 
150056 OB TEE 
49 40 30 40 49 56 


1837 — 1880. 


u aan 
nude a ze 
57 48 57 59 64 66 
4352757 59 73652 
2) 8 SAN a ae Al 
43 A857 65 45,48 
) LE 10) 
55 48 
57 50 
52 45 
DU 88) 

9 (7 58 HUlEEH 


51 >#47' »AA ol 
49053 156, AyEHerr33 
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Januar 
Februar 
März 
April 
Mai 
Juni 
Juli 
August 


September 


October 
November 
December 


Januar 
Februar 
März 
April 
Mai 
Juni 
Juli 
August 


September 


October 
November 
December 


53. Kopenhagen. 


"44 Jahre. 


= N: 
Se 
55 52 57 
53] 70 57 
51 42] 59 
bl 47 37 
47 51 56 
57 60 8 
37 42 42 
35 44 40 
42 42 47 
47 42 28 
47 51 56 
42 37 51 


1837 — 1880. 


= 5 5 
36 58 59 
45 56 41 
52 63 57 


SU 
IV oo 


47 48 
44 55 
535 52 
44 57 


54. Gordon Castle. 


47 Jahre. 
5) = 
Bi < 


& ©: März 
q 


48 44 
He 
38 0 
AA 59 
Glas 
Dr 
49 59 
5256 


1781—1827. 


= 5 4 
A654 
22056 
42 44 
59 56 


SL El Eu Cr € 
) IE) Sl Si 


Aug. 


SL 
N 
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55. Edinburg. 


56 Jahre. 1795 —1850. 
En En ee 
SsBezee ern Se 

‚Januar 49 + 49 61 MA2 56 743 6A. 56 66 
Februar 51 512 60 750 762 756 746 Fa 757 56 Ada) 
März 37.852 73 59 48 47 60 58 57 64- 51 


> 
B 


April lesen 61 68 


Si 
{or} 


9] 
Mai 50 54 49 44 48 475 259753 55 
Juni 46 743 57146 53 56 58 70 55 62 
Juli 58 »47 57 42 66 56 5) 
August 53 02259516 5 le 
September 56 60 759 1/53 57 56 49 56 
October . BAT Mol 004 29 52 50 56 60 
November 54250 E57 Ti52 FAT al 54 75a 57 
December 63 ıu6l #53 150 555 157 TR 56 5er 


56. Stromness und Sandwick. 
33 Jahre. 1827-1859. 


58 48 
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56 47 3) 

Mai 56 b3 Mb H63 52 
‚Juni 6252 f 70 1939653 158 63 
Juli 47 Can a 964 ar An ) 63 67 8 
August 47 55 50 48 59 47 a, (Dil 
September b3 48 ©h6b Wabi 59 585 67 32 
October ae ee a (oe 53 58 

November a er ae 5 ee 
December Sa En 5 38 
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‚Januar 54 
Februar 47 
März 49 
April 42 
Mai 45 
‚Juni DR) 
Juli 49 
August 54 
September 54 
October Bil 
November 48 
December 65 

= 
Januar 41 
Februar 61 
März 55 
April 46 
Mai 50 
Juni 68 
Juli 59 
August 50 
September 57 
October 9m 
November 50 
December 61 
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57. 
94 Jahre. 
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59. Zwanenbureg. 
133 Jahre. 1743—1875. 


a ee 

> ke Fa a 7 a oe 
Januar 53 1059. AI AT 249 256 756 550 553 55° Baal 
Februar Hl Ent 65 097 Kal 760 5er, A 496 
März 54 0244 555 1,57 253 158 558 202 5583 58753756 
April 48 2.48 153,47 1:51 259 456.745 E53 97 57044 
Mai 42,052 ) 56 51 50a 
Juni 50 752 53 597 7547552 
Juli 48 52 HınaT 53 ale 
August 44 48 ) = 60 160 56 58. 59 
September 48 46 47 49 52 57 59 56 55 |54 59 53 
October 53) 650 #2 250 749 759 752 755 92253 
November AA 53 #56 FAT Fb: 755 #4 ET 59 
December 52 1.89 "AA 52 155 44 1.59 #46 245 57 „45,745 

60. Paris. 
67 Jahre. 1806—1872. 

u N ee a en ee 
Januar 50148 49 49 40 57 48 48 92 50 63 48 
Februar 49 36 58 552750 755 51 AUTzaE 
März 50 : 52 56 748 A155. 251 #65 2.52 
April 48 48 58 3 Dosena 
Mai le 58) 45 47 
Juni 52 52 597256 
Juli 47 50 58 54 
August 50 49 47 
September 54 50 + 57 
October 47 50 36 45 
November A R 
December A049 +51 48 51. 059 148 752,756 766 Tas 
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63. New York. 


33 Jahre. 1822—-1854. 
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64. New Bedford. 


47 Jahre. 1813—1859. 


3, HH PS urn 
Be gene ge 
50 jet 9, ua) Dr 
55 48 br Hear 
64 59 57 64 
48 57 37 Sl 
miW53 51 59 
PRO: 53 72 
>) 3% 52 
al Sa Be 57 
30 5 a ee er 


> 
1 
St 
m 
H= > 
00 
OT 
de) 
SUIINTZESZST 
O2 


ID SI 


HIT AG RSLEEH8 49 


SU I OT Ol Qt 
> IV 


ERAEE ESopt: 


SrEisent. 


3 (Sl LS) 
jurt 


Vet. 


FF» (Oro DD DM OU DD DD OT OL wm 
0 Ess SEEN LEferiuNeFENo ZEN on 


[100] 


aan PB He © Dec 
SCOQHDD C 


o 
- 
= 
— 


HT ICHTEI ET 
MM 0 


— 
er 
> 


[101] Web. d. Zusammenhang d. Temperatur aufeinander folgender Monate u. Jahreszeiten. 203 


65. New Haven. 


86 Jahre. 1780—1865. 


-| E S e= = ei = En ae = > 
een Eee = 
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66. Fort Monroe. 


30 Jahre. 1825—1854. 


Januar 
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67. Marietta. 
36 Jahre. 1827—-1862. 


BIS. 5 Bo 
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Januar b3 53 37 44 50 
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68. St. Louis 


32 Jahre. 1833—-1864. 
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69. Fort Gibson. 
28 Jahre. 1827—1854. 


ve See Te 
Januar 50152 48 52 78 58 46 52 74 54 44 44 
Februar 3D BB Di aa ee ae 
März 38 DB ® A BI ee a a 
April 46 50 54 152050, 46 48 56 31 48748 
Mai an Eon 12,50 A, 52-7 5 627 An2 
Juni 60 48 60 44 68 
Juli en Ber 
August 44 48 74 48 
September 4 56 57 48 
October 42 46 58 58 
November U az So 
December 6063,.°340°56 

70. Fort Snelling. 
37 Jahre. 1819 —1855. 
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October 49 46 54 49 49 57 62 56. 56 
November 5b3 44 47 42 58 97 


37 
53 60a 
December HS 6 6 6 AT 37 32710 32 AV 


. 

A 
za " 
PS 22 

ö je 
u A ’ 
u « 
» I) 13 
Fe 
“s. 
RT, | 
u 
Ne IIRR “ 
Fr Di 4 


ni An 
[3 I 
‘ v 
, 
er 
- u En 
a wr uf 
= [ne = 
47 


rs ” | 4 + ae‘ 


a Tg i ‘ - rule 
DENE wer k Kun 


nn u un nenne 


oe 
Fra TS ’ y Er 


7 Iras wo UN a 
id N BR 


BT, 


LT 0 


“ „ | S Alt ' E > Br Fr 

a Nu Be: 77, 
g 5 ee 

Br) us (kr RN Zen 

ir . Mr 2 


>) i } Ms Mr g AR 


NOVA ACTA. 


Abh. der Kaiserl. Leop.- Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher 


Band LXXI. Nr. 5. 


Geometrisch-analytische Theorie der symmetrischen 
S-Funetionen mit einem einfachen Nebenpunkt, 
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Inhaltsübersicht. 


Einleitung . 08 : Bu: 

Das specielle Beispiel A 1, u= 9, DR 1 

Analytische Definition der $-Funetionen mit einfachem Neheununkt 

Allgemeine Eigenschaften der S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt 

Der specielle Fli=u=v=o 

Die „symmetrischen“ S$-Functionen mit ofnfachemn. Nebenpunkt 

Neue Hülfssätze aus der Theorie der Kreisbogendreiecke ohne an mit 
drei reellen Winkeln = a 

Neue Hülfssätze aus der Theorie der Per Sieegendieiecke ohne Knolonpunkt mit 
theils reellen und theils rein imaginären oder mit drei rein imaginären Winkeln 

Die drei Methoden zur Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt . : 

Construction der Kreisbagendreiecke nit; Einfache Re otonnunkt a sollen 
Winkeln nach der ersten Methode 6 : 

Die zweiten Grenzbereiche der nach der ersten Methode onsteninten. N 
dreiecke mit einfachem Knotenpunkt und reellen Winkeln 5 : 

Construetion der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und reeiten 
Winkeln nach der zweiten Methode. Die zweiten Grenzbereiche 

Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, zwei reellen 
und einem rein imaginären Winkel nach der ersten Methode . 2 

Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt. einem reellen 
und zwei rein imaginären Winkeln nach der ersten Methode . 2 

Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und drei rein 
imaginären Winkeln nach der dritten Methode . 

Existenzsätze der allgemeinen Funetion S (x, «) im Hauptfalle BR 

Die symmetrischen $-Funetionen des Hauptfalles und ihre ee 
unter Ausschluss ganzzahliger Exponenten . : 6 er. 

Erweiterung der Betrachtungen des vorigen een für ganzzahlige 
Exponenten 
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$ 18. Die symmetrischen S-Funetionen des Ausnahmefalles und ihre Kreisbogen- 


drereckes ee ee ee a EEE 32 
$ 19. Das Verhalten der symmetrischen S-Functionen beim Uebergang zum zweiten 

Grenzdreieck . . . . a A : ars . 84 
$ 20. Die Uebertragung der Beinschiungen des vorigen Bareeanhen auf den nDesiellen 

Kale—u=v —o0. 2. ..88 


$ 21. WUeberblick über alle Kreisbogendr dlecke mit KRnotenpunkt für beliebig Torgegehene 
Eixpanentene A; (2, 12 Fo EEE Er SE 9 


Einleitung. 


Unter einem gewöhnlichen Kreisbogendreieck verstehen wir einen 
einfach zusammenhängenden Bereich in einer Ebene oder auf einer Kugel, 
der, allgemein zu reden, von drei ein Dreieck bildenden Kreisbogen 


begrenzt wird und in seinem Innern keinen Verzweigungspunkt und auf 


seinem Rande mit Ausnahme der Eeken keinen Windungspunkt') enthält. 
Es sei ein specielles Kreisbogendreieck mit den Ecken @, Ö, &ı und den 
Winkeln ix, ix, !x gegeben (Fig. 1). Die Eeken sollen bei positivem 
Umlaufen in der Reihenfolge <,, 4,, a, eyklisch auf einander folgen. Wir 
denken die Kreisbogenseite c, Ö, über den Eekpunkt , hinaus längs ihres 
Kreises als Einschnitt in den Bereich hinein fortgesetzt. Den so ent- 
stehenden neuen Bereich stellt Fig. 2 dar, in der wir der besseren Ueber- 


!) Unter einem Windungspunkte auf dem Rande eines Kreisbogenpolygons verstehe 
ich allgemein den Scheitel eines Winkels, der entweder von x verschieden ist oder aber, 
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sicht wegen die beiden Ufer des Einschnittes etwas von einander getrennt 
gezeichnet haben. Der Bereich besitzt in den Eeken a,, d,, c, bezw. die 
Winkel Ya, x, ;x. Der Endpunkt 4, des Ein- 
schnittes soll als „einfacher Knotenpunkt“ be- 
zeichnet werden. Unser Bereich ist gleichfalls 
von Bogen nur dreier Kreise begrenzt; wir 
nennen ihn ein „Kreisbogendreieck mit ein- 
fachem Knotenpunkt“. 


Aus diesem Beispiel schöpfen wir folgende 


Fig. 2. 


allgemeine Definitionen: 


Ein Punkt auf dem Rande eines von Kreisbogen be- 
grenzten Bereiches ist stets dann und nur dann als ein 
„einfacher Knotenpunkt“ zu bezeichnen, wenn die in d, zuU- 
sammenlaufenden Kreisbogen der Begrenzung demselben 
Kreise angehören und den Winkel 2x mit einander bilden. 


Allgemein gesprochen verstehen wir unter einem 
„Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt“ einen 
einfach zusammenhängenden Bereich, der von Bogen dreier 
Kreise begrenzt wird und in seinem Innern keinen Ver- 
zweigungspunkt, auf seinem Rande mit Ausnahme eines 
einfachen Knotenpunktes d, und dreier Ecken a, d, c, mit 
den Winkeln Az, ur, vz keinen Windungspunkt besitzt.') 


Wir wollen die auf der positiven Seite der Axe des hReellen 
gelegene Halbebene eines Argumentes z kurz als die „Halbebene 7* 


falls er gleich x ist, von zwei sich berührenden Kreisbogen gebildet wird. — Selbst- 
verständlich sollen sogenannte „Faltenbildungen“ im Innern unserer Bereiche stets aus- 
geschlossen sein. Ein Bereich mit einer Falte wird beispielsweise entstehen. wenn wir auf 
die Fläche eines Kreises ein Ringgebiet auflegen, das von dem nämlichen Kreise und einem 
kleineren concentrischen Kreise begrenzt wird, und beide Gebiete längs des grösseren Kreises 
vereinigen. 

') Ist ein Winkel des Kreisbogendreiecks rein imaginär, so ist die ihm entsprechende 
Ecke verloren gegangen und an ihre Stelle ein sich unendlich oft zwischen den zwei be- 
treffenden Kreisen der Begrenzung windendes Kreisband getreten, wie wir in der Arbeit 
selbst noch näher sehen werden (vgl. pag. 44). 


[9] Geometr.-analyt. Theorie der symmetr. S-Funetionen mit einf. Nebenpunkt. 215 


bezeichnen. Die Aufgabe, die Halbebene 7? (Fig. 3) so auf die Fläche 
eines gewöhnlichen Kreisbogendreiecks mit den Winkeln 4x, ur, v,x ab- 
zubilden, dass die Ecken des letzteren bezw. dreien auf der Begrenzung 
der Halbebene /? gelegenen „singulären 
Punkten a, 6, e“!) entsprechen, wird 
"a dureh die Schwarz’sche Function: 


ja b € A 
u 

gelöst. Dieselbe lässt sich definiren als Partieularlösung der folgenden 
gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung: 


d’s l d?s \ 

(d.) dans, de? |  inerR UBER m Aun (alm Dad 
ds 2A ds (2— a) (e—b) (2 — €) 2 2—a 
% (®) LE 


1— u b—e)(b—a)  1— 1? (e—a) (c—b) 
er 2 Br ie 2 Ve 


Die Grössen A, w, », nennen wir die den singulären Punkten a, d, c zu- 
gehörigen „Exponenten“. 


Wir vermögen nunmehr den Inhalt der vorliegenden Arbeit kurz 
anzugeben. Wir wollen diejenigen „symmetrischen S-Funetionen“ 


!) Im Anschlusse an die Arbeit Riemann’s „Beiträge zur Theorie der durch die 
Gauss’sche Reihe F'(«, ß, y, x) darstellbaren Funktionen“, Gesammelte Werke, Nr. IV, p. 67ff., 
Leipzig 1892, ist die Bezeichnung so gewählt, dass wir bei positivem Umlaufen der Halb- 
ebene P die singulären Punkte in der Reihenfolge c, b, a antreffen. 

2) In Betreff eines eingehenderen Studiums dieser Verhältnisse sei vor allem auf die 
für dieses ganze Untersuchungsgebiet grundlegende Arbeit des Herrn H. A. Schwarz verwiesen: 
„Ueber diejenigen Fälle, in welehen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische 
Funetion ihres vierten Elementes darstellt“, Journal für reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 75 (1873), p. 2932—335, sowie gesammelte Abhandlungen Bd. II, p.211—259, Berlin 1890. — 
Im Anschlusse an eine Arbeit des Herrn Klein: „Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen 
Reihe“, Ann. Bd. 37, p. 579ff. (1890) habe ich in meiner Abhandlung „Beiträge zur geo- 
metrischen Theorie der Schwarz’schen s-Function“, Ann. Bd. 44, p. 161—260 (1894) von den 
im Text erwähnten gewöhnlichen Kreisbogendreiecken eine anschauliche geometrische Dar- 
stellung zu geben unternommen. Man sehe insbesondere die $$ 1 und 14—20. Im Folgenden 
wird indess nur die Kenntniss des $ 14 vorausgesetzt. Ich werde diese Arbeit ferner kurz 
als „Beiträge“ eitiren. 
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näher studiren, welche die Halbebene ?/ so auf die Fläche 
eines Kreisbogendreiecks mit einfachem Knotenpunkt und 
den Winkeln Az, ux, »z abbilden, dass den singulären Punkten 
abe, der Halbebene- die! Ecken! 2,.4,.72,.d esuKzeisphoeen- 
dreiecks entsprechen. Der Knotenpunkt 4, stellt das Abbild eines 
gleichfalls auf der Axe des Reellen gelegenen vierten singulären Punktes d 
dar. Letzteren bezeichnen wir als „einfachen Nebenpunkt“ Der 
zu ihm gehörende Exponent ist gleich 2 entsprechend dem Winkel 2x des 
Bereiches im Punkte 4.. 

In seiner Arbeit „Ueber einige Abbildungsaufgaben“') hat Herr 
H. A. Schwarz die allgemeine Aufgabe behandelt, die Fläche einer Halb- 
ebene auf die Fläche einer von Kreisbogen begrenzten Figur abzubilden. 
Nach dem allgemeinen, daselbst abgeleiteten Resultate muss die Function 
S(z) ‚einer Differentialgleichung der folgenden Form genügen: 


(2.) 


SS 3 Su 
93 ( RL 


2 

) — ne)! 

wo Ä(z) eine noch zu bestimmende rationale Funetion von z bezeichnet. 
In der genannten Arbeit des Herrn H. A. Schwarz sind auch bereits alle 
Mittel angegeben, die Function X(z) zu berechnen. Es geschieht dies mit 
Hülfe der Reihenentwicklungen der S-Function in der Nähe der singulären 
Punkte. Man findet, wie wir nicht näher ausführen wollen: 


, na Zn, SE ‚1-42 (a —b)a— c)(a—d) 
CORE (@—a)(@ —b)(<— 0) (2 —d) | 2 Ben 
+ aha, 12 DI A| 


2 z—b 2 26 2 2—d 
Die von z unabhängige reelle Grösse 4 bezeichnen wir mit Herrn Klein 
als „accessorischen Parameter“ der Differentialgleichung. Sie ist eine 
Funetion des Nebenpunktes @, die im $ 2 bestimmt wird. 


1) Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 70 (1869), p. 105 —120; Ges. 
Abhandlungen Bd. I, p. 78, Berlin 1890. 

2) Man vergl. Ritter, Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte Null, 
Ann. Bd. 41, p. 14f. (1895). Daselbst ist die Berechnung der rationalen Funetion auf der 
rechten Seite einer analog gebauten, allgemeineren Differentialgleichung gleichfalls an- 
gegeben worden. 
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Meine Arbeit bildet ein Beispiel, wie sehr geometrische Anschauung 
functionentheoretische Untersuchungen zu beleben und zu befruchten vermag. 
Wenn auch die Differentialgleichung den Ausgangspunkt unserer Be- 
trachtungen bildet und uns manche Resultate analytisch aus ihr abzulesen 
gestattet, so steht doch das geometrische Studium der durch die S-Funetion 
vermittelten eonformen Abbildung im Mittelpunkte unseres Interesses. 


Vor allem haben wir eine eigenartige Eigenschaft der S-Funetionen 
zu nennen, welche die Aufmerksamkeit in noch höherem Maasse ihnen zu- 
wenden dürfte als es das Interesse vermag, das allgemein neue Funetionen 
gewähren. Am Beispiel einer ganzen Gruppe von Functionen lernen wir 
hier eine Möglichkeit bei einem gewissen Grenzübergang kennen, die in 


der allgemeinen Functionentheorie abgesehen von wenigen Andeutungen 


in einer Arbeit Ritter’s!) — bisher wohl nirgends näher studirt sein dürfte. 


Wenn wir nämlich im Beispiel unserer Fig. 2 den Einschnitt in 
den Bereich längs des zugehörigen Kreises weiter und weiter fortsetzen, 
so wird schliesslich der Knotenpunkt d, die Seite z, c, im Punkte c,* 
erreichen (Fig. 4). In diesem Augenblicke zer- 
fällt der Bereich in ein Kreisbogendreieck ohne 


2 EL 
32 


und in ein Zweick c, c,‘ mit zwei gleichen 


= SEE En x 
Knotenpunkt a, ö, c* mit den Winkeln 9» 


er N 2 BEER er 
Winkeln 9 Was wird bei diesem Grenzüber- 


gang aus unserer abbildenden Funetion S, die 


wir als Function von z und d aufzufassen 
haben? Es liegt zunächst nahe zu vermuthen, 
dass sie in der Grenze ihren Sinn verliere. Doch dies trifft keineswegs 
zu. Anstatt indess die betreffenden allgemeinen Resultate meiner Arbeit 
bereits hier anzuführen, ziehe ich es vor, um sogleich eine Vorstellung von 
dem Verhalten der S-Funetionen bei dem erwähnten Grenzübergang zu ge- 


währen, im ersten Paragraphen ein einfaches Beispiel zu behandeln. 


1) „Die Stetigkeit der automorphen Funetionen bei stetiger Abänderung des Fun- 
damentalbereiches“, Theil II, Ann. Bd. 46, $ 11, p. 239, 1895. 
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Es erübrigt noch einige Literaturhinweise zu geben. Wie unsere 
ganze Fragestellung durchaus sich auf dem Riemann’schen Ideenkreise auf- 
baut, so finden wir auch bereits bei Riemann selbst zum ersten Male 
Funetionen angewendet, die zu unseren S-Funetionen in sehr naher Be- 
ziehung stehen. An einer Stelle in den nachgelassenen Papieren, nämlich 
in der Abhandlung „Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener 
Begrenzung“,') findet sich eine der Riemann’schen ?-Function ganz analog 
gebildete O-Funetion, welche ausser den drei singulären Punkten a, 6, c 
noch zwei „einfache Nebenpunkte“ besitzt. Diese O-Function verhält sich 
aber zu der S-Function ebenso wie die Riemann’sche /-Function zu der 
Schwarz’schen s-Funetion, wie wir hier nicht näher ausführen wollen. Wir 
verweisen vielmehr auf die sogleich zu nennende Arbeit Ritter’s. Ferner 
hat dann Herr Klein in seiner Vorlesung über die hypergeometrische 
Funetion auf das Auftreten von Nebenpunkten hingewiesen.?) Vor allem 
aber habe ich eine Arbeit meines verstorbenen Freundes E. Ritter zu 
nennen: „Ueber die hypergeometrische Function mit einem Nebenpunkt“, 
auf die ich auch noch später hinzuweisen Gelegenheit nehmen werde.?) 

Ich spreche auch an dieser Stelle Herrn Professor Dr. H. von Mangoldt 
meinen verbindlichsten Dank aus für die freundlichen Rathschläge, deren 
ich mich bei der Redaction dieser Arbeit von seiner Seite zu erfreuen hatte. 


!) Gesammelte Werke Nr. XVII, p. 323. Leipzig, 1892, 
2) W.S. 1893/94, insbesondere sehe man p. 226 ff., sowie p. 373 ff, der autographirten 


Bearbeitung. 
3) Diese Arbeit, die sich in Ritter’s Nachlass vorfand, ist in Math. Annalen Bd. 48, 
p- 1— 36, 1897, veröffentlicht. — Was die gegenseitige Beziehung unserer beiden Arbeiten 


betrifft, so sei bemerkt, dass wir unabhängig von einander auf die Untersuchung der vor- 
liegenden Fragen geführt wurden. Wir haben uns dann im Juli des Jahres 1895 unsere 
Resultate gegenseitig mitgetheilt. Ich hatte damals den geometrischen Theil der vorliegenden 
Arbeit vollendet. Ritter gebührt, wie ich gern anerkenne, für alle seine Resultate die Priorität, 
da er dieselben bereits seit längerer Zeit besass. Dass seine Untersuchungen indessen an 
manchen Stellen noch der Ergänzung bedürfen, darauf habe ich bereits in einigen der Arbeit 
Ritters hinzugefügten Anmerkungen hingewiesen. Die Verschiedenheit der Wege, auf denen 
wir in das Gebiet der neuen Functionen einzudringen suchen, dürfte aus unseren Arbeiten 
leicht hervorleuchten. Man vergl. insbesondere die Anmerkung auf p. 1 der Arbeit Ritters, 
sowie den Text auf p. 15/16 daselbst.. 
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Se 


Das specielle Beispiel 2= 1,2 = 3,» = 1. 


Man versehe die schlichte Ebene der complexen Variabein S längs 
der Axe des Reellen vom Punkte d, — —e, wo E den Ungleichungen 
o<o< x genügen möge, bis nach +x mit einem Einschnitt. Der so 
entstandene Bereich, den Fig. 5 mit theil- 
weise willkürlicher Begrenzung ver- (S)- Ebene 
anschaulicht, sei als specieller Fall \ 
eines Kreisbogendreiecks mit einfachem 
Knotenpunkt angesehen, und zwar mögen 
als Eeken der Punkt 4, = x und die 
auf dem positiven Ufer des Einschnittes 
liegenden Punkte «4 — 0, 4 —1, ferner als Knotenpunkt der Punkt d 


gelten. Den Winkeln an den Ecken z,, ö,, c, entsprechend sind die Ex- 
ponenten 2, u, » bezw. gleich 1, 2, 1. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die auf der positiven Seite der Axe 
des Reellen gelegene Halbebene (x) (Fig. 6) so auf diesen Bereich ab- 


zubilden, dass die Ecken a, 6, c, bezw. 


ö (&)- Ebene 
den Punkten a0, 5== oe, ce 1 aufder AUT, 
< NIT N N 
Begrenzung der Halbebene (x) entsprechen. N S 
5 . . a=0 C=7 — b-o 
Da die Abbildung auch in der Umgebung 1 
> > te) Fie. 6 


der Punkte 0 und 1 eine conforme ist, 
so besitzen letztere nicht mehr singulären Charakter; doch ist unserem 
Zwecke diese Eigenart des ausgewählten Beispiels nicht nachtheilig. ') 

Die abbildende Funetion S(x) bestimmt sich am einfachsten folgender- 
maassen. Wir setzen: 

w—yS+e. 

Die Function w bildet den Bereich der (S)-Ebene (Fig. 5) auf die Halb- 
ebene (w) auf der positiven Seite der Axe des Reellen ab. Den Punkten 


!) Ein zweites Beispiel, welches diese Besonderheit nicht darbietet, doch auch nur 


algebraische Functionen zu seiner Behandlung erfordert, ist etwa dasjenige mit den Ex- 


panatenı3=u=v—=!. 
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S 0, 1, & entsprechen hierbei bezw. die Punkte w — +yo, +yY1+o, *®. 
Die Abbildung der Halbebene (w) auf die Halbebene (x) (Fig. 6) endlich 
wird durch die lineare gebrochene Function 


aw + B 


EE— oa 
geleistet. Die Coeffieienten «, 8, y, d bestimmen sich aus der Bedingung, 
dass den Werten w — +yeo, +Y1i+o x die Werte x—0, 1, © ent- 
sprechen sollen. Es wird: 

a:ß:y:6 = 1:—Ve:0:(Yi+e — Vo). 
Durch Substitution erhalten wir daher die gewünschte Function in der 
Formel: 


8) 2 = -———— oder 
Q 


a) S=[Wi+e—Voz+Vel —e 

Den Wurzeln Ye und Yı+o ist das positive Vorzeichen zu geben. 
VS+oe= w in Formel (3) hat für alle Punkte des Bereiches der Fig. 5 
eine nicht negative zweite Coordinate und für die Punkte seiner auf der 
positiven Seite der Axe des hReellen gelegenen Halbebene eine nicht 
negative, für die Punkte seiner auf der negativen Seite der Axe des Reellen 
gelegenen Halbebene eine nicht positive erste Üoordinate. 

Dem Knotenpunkt d, entspricht der im Intervall ac der Axe des 
Reellen der (x)-Ebene gelegene Nebenpunkt: 


d=-— saVA0L. =; 
MozVlSHo 


Wir nehmen jetzt folgende beiden Grenzübergänge mit dem Kreis- 


()- 


bogendreieck der Figur 5 vor. 

I. Es möge zunächst sein Einschnitt sich mehr und mehr zusammen- 
ziehen, bis schliesslich der Knotenpunkt d, mit der Ecke a, zusammenfällt. 
Convergirt dementsprechend g gegen 0, so geht die Formel (4) über in: 


Irgend welche Singularität bietet dieser Grenzübergang nicht dar. 
Das Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt ist in ein solches 
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ohne Knotenpunkt übergegangen, das die Exponenten 
A=iA+l=23 ss =u=3 nn =v—1 besitzt. Dementsprechend wird 
die abbildende Function jetzt ss — x, d.h. diejenige s-Function, 
welche die Halbebene des Argumentes x (Fig. 6) in der be- 
stimmten Weise auf das Kreisbogendreieek ohne Knoten- 
punkt abbildet. 


U. Der Einschnitt möge sich längs der Axe des Reellen in den 
Bereich hinein weiter und weiter fortsetzen, bis schliesslich der Knoten- 
punkt d, die Ecke 6, erreicht. In diesem Augenblick ist unser ursprüng- 
licher Bereich in das Kreisbogendreieck «a, Ö, c, ohne Knotenpunkt mit den 
Exponenten ,— 4, » =u— 1,» —» (d.h. in die auf der positiven Seite der 
Axe des Reellen gelegene Halbebene) und in die auf der negativen Seite 
der Axe des Reellen gelegene Halbebene zerfallen. Lässt man e unendlich 


werden, wie es der geschilderte Grenzübergang verlangt, so ergiebt sich 


WeH- 


4") im$=lm = . A Reg u 


0=2 0x 


für endliche Werthe x: 


Lässt man ferner erst x und dann e unendlich werden oder um- 
gekehrt, so wird S entschieden unendlich, Dagegen lässt sich kein be- 
stimmter Grenzwert S angeben, wenn man x und e gleichzeitig gegen 
x convergiren lässt. 

Der entsprechende Grenzübergang in der Formel (3) gestattet diese 
Verhältnisse noch klarer zu überblieken. Uns interessiren allein diejenigen 
Werthe, die S innerhalb des Bereiches der Figur 5 annehmen kann. Wir 
wissen, für die Punkte S auf der positiven Seite der Axe des Reellen ist 
dem reellen Bestandtheile des Ausdrucks 18 +l= Ye das positive Vor- 


x EN 


zeichen zu geben. Für sie wird daher: 


BU lim x = lim 
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Für die Punkte S auf der negativen Seite der Axe des Reellen ist dem 

reellen Bestandtheile des Ausdrucks | „ 5 +1l= 7 das negative Vorzeichen 
70 (Q 


zu geben. Für sie wird daher: 


Yekası 
(3".) rar lim HOME 
0=» 0=» | N ar N 
= — 


Für endliche, aber sehr grosse Werthe von E entspricht die auf der 
negativen Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene (S) der Figur 5 dem- 
jenigen durch eine Parallele zur Axe des Imaginären abgegrenzten Gebiete der 
(x)-Ebene, dessen Punkte nach Gl. (3) der Ungleichung Na) < a 
genügen, wo N(x) den reellen Theil des Argumentes x bezeichnet. Wächst 
e dann über jede Grenze hinaus, so zieht sich dies Gebiet mehr und mehr 
auf einen Theil der unmittelbaren Umgebung des Punktes x — x zu- 
sammen, (wie man am besten erkennt, wenn man das Argument x anstatt 
in der Ebene auf der Kugel deutet). Das Eigenartige des zweiten 
Grenzüberganges beruht demnach geometrisch darin, dass 
die Punkte der negativen Halbebene der Figur 5 in der 
Grenze ihr Abbild sämmtlich in demselben Punkte v— x 
finden. 

Wir werden uns der Ausdrucksweise bedienen, von dem Bereiche der 
Figur 5 habe sich bei dem zweiten Grenzübergang die auf der negativen 
Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene „abgeschnürt“. Dies findet 
seine Berechtigung in dem Umstande, dass das in der Grenze bleibende 
Dreieck a, d, c, d.h. die auf der positiven Seite der Axe des Reellen 
gelegene Halbebene, der allein noch in Betracht kommende Theil des 
zerfallenden Bereiches ist. Dementsprechend berücksichtigen wir auch 
analytisch nur die für endliche Werthe x gefundene Grenzfunetion 
lim S— 5, — x und vervollständigen sie durch die willkürliche Fest- 
setzung, dass dem Werth x — x allein der Werth S — x entsprechen 
soll. Wir gewinnen somit das Resultat: 

Auch bei dem zweiten Grenzübergang geht das Kreis- 
bogendreieck mit Knotenpunkt, freilich unter Abschnürung 
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eines Theiles des Bereiches, in ein solehes ohne Knoten- 
punkt über, das dieExponenten == 1, m, =u-l=-,,n=v—1 
besitzt. Die abbildende Function wird ,=x, d.h. diejenige 
s-Funetion, welche die Halbebene des Argumentes x (Fig. 6) 
in der bestimmten Weise auf das Kreisbogendreieck ohne 
Knotenpunkt abbildet. — 

Das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt, das sich bei unserem 
ersten oder zweiten Grenzübergang ergeben hat, wollen wir als erstes 
oder zweites Grenzdreieck bezeichnen. Hervorgehoben sei, dass in 
beiden Grenzübergängen die Function 5 des allgemeinen Falles in die- 
jenige Function s übergeht, welche die Halbebene der Figur 6 auf das 
betreffende Grenzdreieck abbildet. 

Was den Nebenpunkt 7 betrifft, so gilt nach GI. (5): 

für den Grenzübergang I lim d—=a—(, 

: “ lee Im, 6 Sossd. he: 
Dem Uebergang vom ersten Grenzdreieck zuden Kreisbogen- 
dreiecken mit Knotenpunkt bis zum zweiten Grenzdreieck 
entspricht die continuirliche Wanderung des Nebenpunktes 
dimIntervall ad der Axe desReellen vom singulären Punkte 
a bis zum singulären Punkte 2. 


8 2. 
Analytische Definition der S-Functionen mit einfachem 
Nebenpunkt. 


Wir bezeichnen die reellen Theile der in der folgenden Unter- 
suchung auftretenden Grössen A, «a, » (mit oder ohne unteren Index) mit 
2, «, »‘, ihre imaginären Theile mit 2“, iu“, iv“ In die vorkommenden 
Differentialgleichungen treten nur die Quadrate der Grössen A, u, » ein. 
Dies schafft uns die Berechtigung zur folgenden Festsetzung: Jede der 
Grössen A, u,» soll (falls sie nicht gleich 0 ist) so gewählt sein, dass, 
wenn ihre erste Coordinate nieht verschwindet, diese positiv ist, wenn die 


erste Coordinate aber verschwindet, dann die zweite positiv ist. 
Nova Acta LXXI. Nr.5. 30 
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Den Ausgangspunkt unserer allgemeinen Untersuchung bildet die 
bereits angeführte gewöhnliche Differentialgleichung 3. Ordnung. 
BES ze - 1 [1-22 (a—b) (a—e) (a—d) 
u) ZU en ee, | SYR, za 


ri =: u (b—e) a (b—d) 3 = v2 (c—a) a (ed) 3. (d—a) (d—b) (d—e) ip A|: 
z—b 2—C 2 z—d 


(2.) 


Wie wir nochmals anführen wollen, bezeichnen a, ö, c, d die „singulären 
Punkte“, 2, «, », 2 sind die zu ihnen gehörenden „Exponenten“, 4 ist der 
„accessorische Parameter“. Wir setzen voraus, dass die Punkte a, d, c, d 
sämmtlich im Endlichen gelegen sind. 
Ferner nehmen wir zunächst an, dass d von a, ö, c verschieden ist. 
Wir machen den für die Umgebung der singulären Stelle 2 gültigen Ansatz: 
(6.) —= dloeg —d + — N) "?+d@—-N)"'"+ + d(z—d+... 
Die Coefficienten 6, d,, d,, dy... seien von z unabhängige Grössen. Durch 
einfache Ausrechnung ergiebt sich zunächst: 
Sum Tun 2 c 
a u En > — (1 is 0) we 
wo in jedes folgende Glied ein neuer Coöffieient 6; linear eintritt. Wir 
entwickeln auch die rechte Seite der Differentialgleichung (2) nach Potenzen 
von (<—d). Die dies leistende Rechnung ist zwar an und für sich einfach, 
jedoch etwas umständlich. Wir begnügen uns, sogleich das Resultat an- 
zuführen. Wir führen zu dem Zwecke folgende Abkürzungen ein: 


& = (d—b) (d— c) + (d—c) (d—a) + (d—.a) (d—b), 


eg Be? en: 
1 — 6b) (a—c) + ee. b—c(b—a) + — ul 


5 e—.a) (c—b), 


71 = (a—b) (a—c) (d—b) (d—e) + (b—.c) (b—.a) (d—e) (d—a) + (c—.a) (c—b) (d—a) (d—b), 


72 —= 1? (a—b) (a— c) (d—b) (d—c) + u? (b— c) (b—.a) (d — c) (d— a) 
+ 22 (e— a) (e—b) (d— a) (d—b), 
1 
— d-a)(d—b)(d— og 
(d—.a) + (d—b) + (do). 


r 


“ 


Man überzeugt sich leicht, dass die Identität besteht: 
(Y) 2—en—-39 =0. 
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Die rechte Seite A (z) der Differentialgleichung (2) ergiebt jetzt die folgende 
Entwickelung: 


3 1 I 1 
2 (£&-d)? z—d 


3 M—Nı 3 
Ried) = SEE ss + | MR (An) Ge 2 I. 


Durch Coöfficientenvergleichung der beiden Potenzentwickelungen 
erhalten wir nachstehende Gleichungen: 


(484391) — ee =) 
\ 8 2 


Durch Substitution des Wertes von 6, aus der ersten Gleichung in 
die zweite kommt: 


oder unter Benutzung von Gleichung (7): 


ea2 
A net: | rw DE 
Wir verlangen jetzt, dass der Coöffieient d verschwindet, d.h. dass 
das logarithmische Glied im Ansatz (6) fortfällt. Diese Forderung besagt 


mit anderen Worten: Der singuläre Punkt @ soll nach der Bezeichnungsweise 
des Herrn Klein ein „einfacher Nebenpunkt“ der Differentialgleichung sein.') 

Dann erhalten wir die folgende Bedingungsgleichung für den 
accessorischen Parameter 4: 


4 < uw\2 
o: 5 I ; : ‚ ATS 
1) Es sei die allgemeine Differentialgleichung —, — ( : ) — R,(z) gegeben, wo 


SEE 2. S% 
R,(z2) eine beliebige rationale Function von 2 bedeute, deren Unendlichkeitsstellen 
sämmtlich im Endlichen gelegen sind. Ferner bedeute P(z—d) eine nach ganzen posi- 


tiven Potenzen von (2 


d) fortschreitende Potenzreihe, deren constantes Glied gleich 1 ist, 
und m eine ganze positive, von O0 und 1 verschiedene Zahl. Eine U nendlichkeitsstelle 
d der Function R,(2) ist dann ein „(m— 1l)facher Nebenpunkt“ der Diffe- 
rentialgleichung, wenn es eine Particularlösung 8, giebt, welche in der 


Umgebung von d die Entwickelung gestattet: 9, — @_d) ".Ple-d). 


30* 
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1 1 
oder @) An „Et m 


Wir stellen nunmehr folgende Definition der S-Functionen auf: 

1. Eine Function des Argumenteszisteine „S-Function 
mit einfachem Nebenpunkt“, wenn sie für bestimmte Werthe 
der Grössen a,b,c,d,A, u,» einersolchen Differentialgleichung 
(2) genügt, deren accessorischer Parameter Adie Bedingung 
(8) erfüllt. Nach Analogie der Riemann’schen Bezeichnungsweise der - 
Function bezeiehnen wir, wenn wir ausführlich sein wollen, die S- Function 
durch das Symbol: 

| «bed 4 | 
Be 77 


Der Umstand, dass die Bedingung (8) eine Quadratwurzel enthält, 
findet seinen Ausdruck in dem Satze: 


2. Für jede Lage des Nebenpunktes d bei gegebenen 
Werthena,b, c, A, a,» lassen sich, allgemein gesprochen, zwei 
verschiedene Differentialgleichungen aufstellen, deren 
Partieularlösungen S-Funetionen sind. Nur für diejenigen 
beiden Werthe des Nebenpunktes d, für welche m ver- 
schwindet, ergiebt sich eine einzige Differentialgleichung. 

In der ganzen folgenden Untersuchung setzen wir als selbst- 
verständlich voraus, dass der accessorische Parameter der Differential- 
gleichung (2) die Bedingung (8) befriedigt. 

Fällt jetzt in der Ditferentialgleichung (2) d im speciellen Falle mit 
einem der singulären Punkte, etwa mit a, zusammen, so geht die Gleichung 
in die folgende über: 


(2) 79 -: el 228 NS MIN NE NG 
DNS: @—-a)@—-b)@—e) | 2 2—q 


ei VENEN NE 
2 2—b 2 2—C Ik 


wo auf der rechten Seite, der Wurzel der Bedingung (8) entsprechend, das 
obere oder das untere Vorzeichen gültig ist. 
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Wir verstehen unter /3—ı! die Grösse 1-4, wenn 4'<I1, 2—1, 
wenn 4/>1, i4“, wenn 4—1 ist. Vergleichen wir die Differentialgleichung 
(2*) mit der Differentialgleichung (1), so gewinnen wir den Satz: 

3. Ist d mit a zusammengefallen, so definirt die sich 
ergebende Differentialgleichung (2*), je nachdem das obere 
odierssunteres Vorzeichen auf ihrer ‘rechten Seite ct, 
s-Funetionen mit den Exponenten A+1,«» oder s-Functionen 
mit den Exponenten !2—-1l,w,». Entsprechendes gilt, wenn 
d mit d oder c zusammenfällt. 


83. 
Allgemeine Eigenschaften der S-Funectionen mit einfachem 
Nebenpunkt. 


Im Folgenden stellen wir zunächst einige Eigenschaften der 
S-Funetionen zusammen, die sich unmittelbar aus der Differentialgleichung 
ableiten lassen. Sie finden ihre Analoga in der Theorie der s-Funetionen. 
Da die Beweise der Sätze keine neuen Methoden erfordern, gehe ich der 
Kürze wegen auf dieselben nicht näher ein. 

4. Ist S, eine Partieularlösung der Differentialgleichung 
(2), so stellt sich das allgemeine Integral S derselben als ge- 
brochene lineare Funetion von S, mit beliebigen, doch von z 
unabhängigen Coefficienten dar: 

«So +8 
YSo +6 


Ss = 


5. Unter den Partieularlösungen befindet sich eine 
ausgezeichnete S,. Dieselbe gestattet in der Umgebung 
des singulären Punktes a, falls der Exponent A nicht ganz- 
zahlig ist, die folgende Darstellung: 

Sa = (2e— a)r. Pu (2 — A), 
falls aber 4 ganzzahlig ist, eine der folgenden beiden Ent- 
wicklungen: 
Sa = log (e—a) + «—a)-+.P.@— a) 
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oder Sa = (£e—-a)—*. Pı @— a), 


wo P,(@—a) stets eine nach ganzen positiven Potenzen von 
(z—a) fortschreitende Potenzreihe bezeichnet, deren con- 
stantes Glied gleich 1 ist. Wenn A ganzzahlig ist, nennen wir a 
einen „Ausnah mepu nkt“ der Differentialgleichung und zwar, falls die 
zweitletzte Potenzentwicklung gilt, einen „Ausnahmepunkt erster 
Ordnung“, falls die letzte Potenzentwicklung gilt, einen „Ausnahme- 
punkt zweiter Ordnung“.') Das Analoge gilt für eine Partieular- 
lösung S, bezw. S,; an Stelle der Grössen a, 2 treten die Grössen 5, u 
bezw. c, ». 

6. Jeder Zweig S,* einer beliebigen Partieularlösung 
S, besitzt an allen von a, d, c verschiedenen Stellen den 
Charakter einer rationalen Function. Ist z= d keine Un- 
endliehkeitsstelle von .S,*, so kommt in der für die Umgebung von z — d 
gültigen Potenzentwieklung der Function nicht die erste Potenz, wohl aber 
die zweite Potenz von (z—d) vor. Ist aber z — @ eine Unendlichkeits- 
stelle, so wird die Funetion dort unendlich von der zweiten Ordnung. (Vgl. 
die Entwiekelung auf p. 18 ff. im Anschluss an den Ansatz 6). Ist ferner 
die von a, d, c, d verschiedene Stelle =, keine Unendlichkeitsstelle des 
Zweiges S5,*, so kommt in der für diese gültigen Potenzentwieklung die 
erste Potenz von (z—z,) vor.) Ist aber z, eine Unendlichkeitsstelle, so 
wird die Function in ihr unendlich von der ersten Ordnung. Diese Sätze 
geben mit anderen Worten die Thatsache wieder, dass die Differential- 
gleichung ausser a, 6, c, d keinen singulären Punkt besitzt und dass d ein 
einfacher Nebenpunkt ist.‘) 


!) Ein „Ausnahmepunkt zweiter Ordnung“ hat überhaupt seinen singulären Charakter 
verloren, wenn A=]1 ist. Ist 2 >1, so ist ein „Ausnahmepunkt zweiter Ordnung“ zugleich 
ein „Nebenpunkt“. Vgl. die Anm. p. 19. 


\ z 1 
2) Ist z, = &%, so hat man an Stelle von (z—2,), wie bekannt, zu lesen. 


3) Angenommen, wir verlangten von einer Function S,(2) nur, dass sie die im 
Abschnitt 6 ausgesprochenen Eigenschaften besitzt und ferner eine eonstante Ooäffieienten 
besitzende, gebrochene, lineare Verbindung einer Function S,, sowie eine ebensolche einer 
Function $, und einer Function S, ist, wo für die Funetionen S., 8;, 8. bezw. in der Nähe 
der Stelle a, b oder ce je eine der im Satze 5 gegebenen Arten der Potenzentwicklungen 
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Aus dem Satze 6 folgt sofort: 

U. Besitzt ein Ziweis‘sS, veiner Partieularlösung S;- in 
einem bestimmten Gebiet der Ebene (z) unendlich viele 
Unendlichkeitsstellen, so kann eine Häufigkeitsstelle der- 
selben in keinem von a, 5, c verschiedenen Punkte liegen. 


8. Führt das Argument z einen vollen positiven Umlauf 
um einen der singulären Punkte a. d oder c aus, so geht ein 
Zweig S* einer beliebigen Particularlösung S, in einen 
neuen Zweig über, der sich durch eine gebrochene lineare 
Substitution mit von z unabhängigen Ooäfficienten aus S,* 
ergiebt. Es sei z.B. S5,** derjenige Zweig der Partieularlösung S,, in 
den der Zweig S,* nach einer positiven Umlaufung des Punktes z über- 
gegangen ist. Falls der Exponent 2 nieht ganzzahlig ist, lautet die beide 
Zweige verknüpfende Substitution in der Normalform: 


wo a, a, die Fixpunkte der Substitution sind. Ist 2 gleich O0, so ist die 
Substitution eine parabolische. Ist aber 2 eine ganze, von O0 verschiedene 
Zahl, so kann man von vornherein nicht entscheiden, ob die Substitution 
eine parabolische oder eine identische ist. Wir gehen indess hier nicht 
näher darauf ein. Das Entsprechende gilt für die Substitutionen, welche 


S,* bei Umlaufung des Punktes ö oder c erleidet. 


9. Man kann das Argument z eines Zweiges S* nach 
einander je einen vollen positiven Umlauf um jeden der 


gelten soll. Dann kann man in ähnlicher Weise, wie Riemann in seiner bereits genannten 
Arbeit die P-Function einführt, sofort schliessen, dass eine solche Funetion S, auch wirklich 
existirt und eine S-Function mit einfachem Nebenpunkt ist. Ihre Differentialgleichung ist 
indess, wenn die Grössen a, b, c, d, A, u, v» gegeben sind, durch die genannten Eigen- 
schaften allein, allgemein gesprochen, noch zweideutig bestimmt, entsprechend dem 
doppelten Vorzeichen der Wurzel in der Bedingung (8). Man vergleiche die in der Ein- 
leitung diseutirte Forderung, dass eine Function die Eigenschaft besitzen soll, die Halbebene 
P auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt abzubilden. Wie man leicht erkennt, 
steht diese Eigenschaft mit den soeben genannten auf einer Stufe. 
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singulären Punkte a, d, c so ausführen lassen, dass der 
neue Zweig der Partieularlösung mit dem ursprünglichen 
identisch ist. Bezeichnen wir die drei Substitutionen, welche hierbei 
der Zweig S,* nach einander erleidet, mit A, B, 7, so besagt der letzte Satz 


mit anderen Worten: Die Aufeinanderfolge der Substitutionen 
A, B, I ergiebt die Identität. Dies drücken wir symbolisch durch 


die Gleichung aus: (D(B(n) —= 1. 


10. Die Gesammtheit aller linearen Substitutionen, 
welche ein Zweig S,* der einzelnen Partieularlösung S, er- 
leidet, wenn das Argument beliebige Umläufe um die singu- 
lären Punkte a, 6, c ausführt, bildet eine Gruppe. Die nach 


Satz 9 für den ausgewählten Zweig S,* erklärten linearen Substitutionen 


A, B, I mit der Bedingung (A)(B)(T) — 1 können wir als erzeugende 
Substitutionen der Gruppe betrachten — wir nennen sie dann die 
Fundamentalsubstitutionen —, d.h. jede Substitution der Gruppe 


lässt sich erzeugen, wenn man Substitutionen 4, B, 7 wiederholt auf ein- 


ander folgen lässt. 


11. Den Sätzen 8—10 entsprechend kann man, all- 
gemein gesprochen, das Argument z zweekmässig auf einer 
unendlichblättrigen Riemann’schen Fläche deuten; deren 
Verzweigungspunkte liegen an den Stellen a, ö, c und sind 
im allgemeinen von & hoher Ordnung. 

Wir kehren nun zur Differentialgleichung (2) zurück. Wir ver- 
einigen das in A enthaltene Glied 7 mit den entsprechenden Gliedern in 


= Se - 5 
der Klammer auf der rechten Seite und nehmen den Factor _ _, in die 


Klammer hinein. Es ergiebt sich: 


SR: > I I a le UN 0 ] (b—.c) (b—a) 
8 nr Tea) 0)@—A) \ge2 2—a 2—b 2 Se (2—b)? 
1—»? (c—a)(2—d) c—b 3 (d—a)(d—c) d—b 
I ee Au 
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Wir geben den Punkten a, 6, c jetzt die speciellen Werthe 0, x, 1.') 
Indem wir zugleich an Stelle von z und 7 bezw. x und ” einführen, er- 
"halten wir: 


SE 37 1SN\ 1 1-2? 1 1—-u 1—v? 1 
9 Zee ee  bren! > 
e) Su (=) 2. 2 — DE 2 2 au 21 
IN) A, \ En 
2 (a—n)? ° a—r|’ 
l yo 
10) A=—r+,+Vf 
und j 
(11) fo) = Wr? — A? + W—Vd)r +22 st. 
Damit der Werth » — x nicht eine Ausnahmestellung einnimmt, 


G r| aA = 2 2 ° 
setzen wir r — _ und betrachten an Stelle der Funetion /) die Form 


p(r,n) = n2.f@) oder: 
119) ol,n) = er? -@2 2 dnn + An? 
Die soeben ausgeführte Umformung der Differentialgleiehung beruht 
in ihrem Wesen darin, dass an Stelle des Argumentes z sein Doppelverhältniss 
mit den singulären Punkten a, ö, c als unabhängige Variable x eingeführt, d. h. 


EN, dementsprechend 
(2—b)(c — a) 


VENEN 


d—d)e-—a gel 11) 


1) Wir folgen hierbei Riemann, der in seiner bereits genannten Arbeit gleichfalls 
speciell a —0, b=», c—=1 setzt. 

2) Man kann natürlich die Bezeichnung der singulären Punkte «a, b, ce und entsprechend 
die ihrer Exponenten A, w,» noch mit einander vertauschen, ehe man den Grössen a,b, c die 
speciellen Werthe 0, &,1 ertheilt, was zweckmässig sein kann, wenn die genannten Grössen 
vorgegebene Zahlwerthe besitzen. — Unterwirft man überhaupt in der Differentialgleichung (2.) 
p. 18 die unabhängige Variable x und die singulären Punkte derselben linearen Transformation, 
so erhalten wir stets wieder eine Differentialgleichung derselben Form, d.h. eine solche, deren 
Integrale S-Functionen mit einfachem Nebenpunkt sind. Wir werden alle S-Functionen, die 
durch lineare Transformation der unabhängigen Variablen und eine solche der abhängigen 
Variablen in einander übergehen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, alle S-Functionen, 
deren Differentialgleichungen durch dieselbe lineare Transformation der unabhängigen Variablen 
und der singulären Punkte «a, b,c,d sich in einander überführen lassen, als nicht wesentlich 
verschieden ansehen. 

Nova Acta LXXI, Nr. 5. 31 
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Wir legen fernerhin allein die einfachere, wenn auch weniger symme- 
trisch gebaute Differentialgleichung (9.) mit der Bedingung (10.) unserer 
Untersuchung zu Grunde. Hierdurch geschieht, wie ich noch ausdrücklich 
hervorhebe, der Allgemeinheit der Betrachtung keinerlei Abbruch. In wie 
fern unsere bisher angeführten Sätze in Rücksicht auf die spezielle Form (9.) 
der Differentialgleichung zu modifieiren sind, brauche ich kaum auszuführen. 

Die auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene 
des Argumentes x bezeichnen wir im Folgenden kurz als „Halbebene %.“ 

Es sind folgende drei Fälle zu unterscheiden: 

I. Die Form g«r,r) verschwindet identisch, d.h. es ist 
21= u=»— 0. Diesen Fall besprechen wir sogleich im nächsten Para- 
graphen näher. 

I. Der Hauptfall: Die Gleichung g«ß,,r,) = 0 besitzt zwei 
von einander getrennte Wurzeln: 

Zar 


r,F En a 
+ —' undys+ =". Es ist: 
Fr 


1 


22 Et; wW—v’+ AL: +u =E v)(A — I v)(A —&+®) A+u —®) 


Ta) 7 a — 
(12.) bezw. 2u? 


B+ Wr + Va+u+N)a—u—na—utr)(a+u—n). 

Die Wurzel soll den Hauptwert annehmen. Die oberen Vorzeichen 
gelten für die Grösse »*, die untern für die Grösse »**. 

Wir deuten zweckmässig den Parameter » auf einer zweiblättrigen 
Riemann’schen Fläche, für welche die Punkte »* und »** die einzigen 
Verzweigungspunkte sind. Verschwindet einer der Exponenten A,u,», so ist 
der zugehörige singuläre Punkt nothwendig eine Wurzel der Gleichung 
$(r,7) = 0 und umgekehrt, d.h. 

12. An einer der Stellen 0,x,1 liegt ein Verzweigungs- 
punkt der zweiblättrigen Riemann’schen Fläche stets dann 
und nur dann, wenn bez. 2, „ oder » gleich Null ist. 


IH. Der Ausnahmefall. Die Gleichung g(r,r) — 0 besitzt 
eine Doppelwurzel »**. Dann muss einer der Factoren des unter dem 
Wurzelzeichen der Gleichung (12.) stehenden Ausdrucks verschwinden. 
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13. Der Ausnahmefall tritt stets dann und nur dann 
ein, wenn die Bezeichnung der Exponenten (nieht ohne Rücksicht 
auf die zu Anfang des $ 2 gemachte Festsetzung) sich so wählen lässt, 
dass die Gleichung besteht A=u+r. (Vgl. die Anm. 2 der Seite 25.) 
Diese Annahme über die Bezeichnung der Exponenten wollen wir im Aus- 


nahmefalle im Folgenden stets als erfüllt voraussetzen. Es ist dann: 


13) ri. 
u 
Die Bedingung (10.) zerfällt jetzt in die beiden: 
1 2 
Ada) A = —ü +ytalı 2) 
oder: 
1 1 
(146) A, = r+5 ur .) 


Wir haben im Ausnahmefalle (im Gegensatze zum Hauptfalle) für 
gegebene Exponenten A,» zwei analytisch völlig von einander verschiedene 
Bedingungen (14a) und (14b). Die ihnen entsprechenden Differentialglei- 
chungen unterscheiden wir bez. als Typus 4 und 5. Sie gehen indess für 


‚= r*—* in dieselbe specielle Differentialgleichung mit dem Parameter: 
u 


(14) A=— En 


u 2 
über. Wir nennen diese die Differentialgleichung des Uebergangsfalles. 


Wir deuten jetzt zweekmässig den Parameter » auf zwei einblätt- 


rigen Riemann’schen Flächen, die nur im Punkte »—r""" zusammen- 
hängen. 


14. Ist speciell „—=o (und damit 2=.), so ist der Punkt 1 
der Doppelpunkt; an den Stellen O0 und x dagegen kann der 
Doppelpunkt bei unserer Festsetzung niemals liegen. 

Die Differentialgleichung des Uebergangsfalles wollen wir sogleich 


noch etwas näher studiren. Ihre linke Seite können wir auch schreiben: 


d? u! 
— 100: s-;( 


dx? ( 


l NE 
1a Ice s‘) 
In diesen Ausdruck wollen wir: 


31* 
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einsetzen und das Ergebniss unter Benutzung der Identität 


1 ne 1 1 z 
L—iE ER Eee N E— 8 


vollständig in Partialbrüche zerlegen. Wir erhalten: 


1—32?1 v 1 1—»? 1 1 1 
Serie lin 12); = ee 
2 at,“ 2 ze 2 (2 — 1)? z. An 
3 1 12 —v? 1 
2 (2 — r***)2 1v ze 


Man überzeugt sich leicht, dass auch die auf der rechten Seite der 
Differentialgleichung stehende Function die gleiche Partialbruchentwick- 
lung liefert. 

15. Die Function S-x*(x—1)' stellt daher eine Parti- 
eularlösung der Differentialgleichungdes Uebergangsfallesdar. 


4. 


ur 


Der specielle Fall =2=»=o. 


Die Differentialgleichung (9.) nimmt die folgende einfache Form an: 


2 ee 1 et 1 3 re —ı) url 
2D rn, I at ne aa) 


Der linken Seite lässt sich wieder die Gestalt geben: 
TIERE | 77 N2 
— (log 9-;( - log s‘) . 


da? le 
Setzen wir in diesen Ausdruck 
„.r—l 
eh: 
ri 
ein und zerlegen das Resultat vollständig in Partialbrüche, so erhalten wir: 


1 r—1l1 1 1 r 1 


ıl 2r—1 1 
Far 


3 
r 5 2@ 12 1 5-1 2 (2 — rn)? F—D.r ar 


vw 


c 
Die gleiche Partialbruchentwieklung ergiebt sich auch aus der rechten 
Seite der Differentialgleichung. 
2 ö \ 5 ve = > 
16. Die Function S=— -le@—b)—logx ist daher ein 


partieuläres Integral der Differentialgleichung (9*.). 
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Es ist jedoch zweckmässig, dieser Partieularlösung noch eine Con- 
stante additiv hinzuzufügen. Wir betrachten die Function: 


r—1 z—1 vw Na 
15. N -1 — log —, 
( 5.) Sn rY ef le y 


Wir setzen fernerhin voraus, der Nebenpunkt » gehöre der Axe des 
Reellen an (vgl. Satz 17) und sei überdies auf das Intervall von 1 bis + x 
(einschliesslich der Grenzen) beschränkt'), so dass die Ungleiehungen be- 


stehen: 
l1<r<+x. 


Um einen bestimmten Zweig S,* der Function S, abzusondern, setzen 
wir fest: Das Argument r soll alle Werthe der Halbebene $ annehmen 


1) Wenn r nicht, wie im Texte angenommen wurde, im Intervall von 1 bis + x, 
sondern z.B. im Intervall von O bis 1 liegt, d.h. O<r<1 ist, so setze man: 
r—1 


z—1 
£= —- - und entsprechend » — 
L 


2 


ze u 
Die Function 2—= — -— bildet die anf der positiven Seite der Axe des Reellen ge- 
TE 


legene Halbebene (2) so auf die gleichfalls auf der positiven Seite der Axe des Reellen 
gelegenen Halbebene (z‘) ab, dass den Punkten 2 —0,1, x bez. die Punkte #“—=1,x,0 
entsprechen. Es ist umgekehrt: 


1 1 
2 = —— und r! = ——, und es gilt: 1I<r'<+ x, 
1—z l—r in 
d.h. die gleiche Einschränkung wie für » im Texte. 
2’—1 —1 : 2 Vor 
Setzen wir e—" und r—!/ in die Differentialgleichung (9*) ein, so geht 


u T% 
sie der Form nach in sich selbst über. (Vgl. Anm. 2, pag.25). Es wird daher die am 


zweckmässigsten auszuwählende Partieularlösung durch die der Formel (15) analog gebaute 
Formel 


c |! — 0 Mac 
155 Sı = ——-|1 = — — yo ze 
( ) l r 08 „7 08 r 3 ri 
gegeben. Setzt man in sie dann für r‘ und =’ die Werthe ein, so erhält man schliesslich: 
zs—1 L 
a5) S=(d—n)legı +rlog”. 


Man übersieht leicht, wie dann die im Texte an die Function (15) anknüpfenden 
Entwicklungen sich unmittelbar auf die Function (15*) und damit auf die Function (15**) 
übertragen. Analoges gilt, wenn r” im Intervall von — x bis 0 liegt. 

Die im Texte eingeführte Annahme, dass » im Intervalle von 1 bis + x gelegen 
sei, beeinträchtigt eben die Allgemeinheit der Untersuchung nicht, wenn schon von vornherein 
aus der Gleichheit aller Exponenten geschlossen werden konnte. 
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können, und es sollen für sämmtliche Logarithmen ihre Hauptwerthe ge- 
wählt werden. 
Setzen wir daher: : 
z=R.e'P, wo 0O<R<x und 
0<p<a ist, und 


so bestimmen sieh zunächst die Grössen 9 und „» eindeutig durch die 


Gleichungen 
o=\1+R?—2Reosp 
Reospg— 1 


cos a) — 
0 


und die Ungleichungen: 
Ste 
I<y<a. 


Der Zweig .S,* wird dann, nach unserer Festsetzung in seinen reellen 
und imaginären Bestandtheil zerlegt, durch die Formel gegeben: 


(a — + log ° log - +’ = vo+li 


Fr 
Um den Werth des Knotenpunkts d, zu berechnen, haben wir 


x—r (d.h. A=r, g=0) einzusetzen. Wir bekommen: 
ae dh Ane Worten: 
y 


Der Knotenpunkt 4 ist stets rein imaginär, er wandert 
auf der Axe des Imaginären continuirlieh von x nach OÖ, wenn 
sich eontinuirlich von 1 bis + x aufder Axe des Reellen bewegt. 

Die Abbildung, welche der Zweig 5” bei allgemeiner Lage des 
Punktes » im Intervall von 1 bis + x der Axe des Reellen von der Halb- 
ebene ® entwirft, ist, wie man sich mit Hülfe der Gleichung (15a) leicht 
überzeugt, ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt und den 
Winkeln Ar =ur=vr—=0 in der folgendermaassen zu beschreibenden spe- 
ciellen Lage: 

Die Kreisbogenseite ad, ist die Axe des Reellen, die 
Seite a,c, die Parallele zu ihr durch den Punkt :x, die zu- 
sammenfallenden Bogen d,d, und cd, endlich werden dureh die- 
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jenige Hälfte der Parallelen zur Axe des Reellen durch den 


Punkt =" gegeben, deren Punkte keinen positiven reellen Be- 
E 


standtheil haben. (Figur 7.) 

Fällt » mit einem der singulären Punkte 1 und x, etwa mit 1, zu- 
sammen, so zerfällt gewissermaassen unser Bereich wieder in 
2 Theile, nämlich in ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt a, d, c* 
mit den Winkeln aa =uwa=0, »ya—=xr und in diejenige Hälfte der ur- 
sprünglichen Seite a,c,, deren Punkte einen negativ reellen Theil besitzen. 


Dies sei durch Figur 8 angedeutet. 


go ——c 
[= Ns N 
DR d T 5 N N 'g 
SS N Se LEN \ N Da = 
bo \ N N NN \ N o 
23 Te 
‚b=o ‚0,=0 
ı 
Fig. 7. Fig. 8. 


Unsere Betrachtungen lassen sich ohne Weiteres auf eine allgemeine 
Partieularlösung S(x,7) übertragen. Ein Zweig von ihr bildet die Halb- 
ebene $ so auf ein Kreisbogendreieck mit oder ohne einfachen Knotenpunkt 
ab, dass die Begrenzungen demselben System dreier sich im gleichen Punkte 
berührender Kreise angehören und der Knotenpunkt 4, stets auf demselben 
zu ihnen orthogonalen Kreise (durch ihren Berührungspunkt) liegt. (Vergl. 
Satz 23.) 


N) 
S; . 
Die „symmetrischen“ S-Funetionen mit einfachem Nebenpunkt. 


Wir stellen die folgende analytische Definition auf: 

17. „Symmetrisch“ nennen wir eine S-Funetion mit ein- 
fachem Nebenpunkt, wenn dieinihrer Differentialgleichung (9.) 
vorkommenden Grössen 22, 2, »? und „, A, reelle Werthe haben. 

Diesem Satze entsprechend sind die Exponenten einer „symmetrischen“ 


S-Function entweder reell oder rein imaginär.') 


1) Entsprechend nennen wir eine s-Funetion symmetrisch, wenn ihre Exponenten 
reell oder rein imaginär sind. 
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Es sei x, ein beliebiger, doch von 0,x,1 verschiedener reeller 
Werth des Arguments x. Falls die im Satze 17 angegebenen Bedingungen 
erfüllt sind, existirt stets eine Partieularlösung S, der Differentialgleichung, 
welche in der Nähe des Punktes x, die folgende Entwicklung gestattet: 

S=GL:C@ A) r@G@ a) 15 
wo C. reelle, von x unabhängige Coeffizienten sind. Diese T’hatsache liefert 
sofort in Rücksieht auf die Sätze 4—6 pag. 21f. den folgenden Satz: 

18. Jede „symmetrische“ S-Function bildet die Halb- 
ebene ® auf ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knoten- 
punkt ab. 

In der Einleitung haben wir gesehen, dass umgekehrt jede Funetion, 
welche die im letzten Satze ausgesprochene Eigenschaft besitzt, einer Differen- 
tialgleicehung (9) genügt, deren Grössen 22, u2,»2,”, A, reell sind. Unsere 
Definition 17 erweist sieh daher identisch mit der bereits in der Ein- 
leitung aufgestellten Definition: 

17°. Eine „symmetrische S-Funetion“ mit einfachem Ne- 
benpunkt nennen wir jede Funetion, welche die Halbebene ® 
aufein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt abbildet. 

Auch die im vorigen Paragraphen behandelte S-Funetion mit den 
Exponenten 2= u — » = o ist eine „symmetrische“ ‚S-Funetion, wenn der 
Nebenpunkt » einen reellen Werth besitzt. Gerade diesen Fall haben wir 
dort näher untersucht. 

Zunächst wollen wir jetzt an die in den Sätzen 4, sS—10 p.21 und 
23. ausgesprochenen Eigenschaften einige Betrachtungen anknüpfen, die 
sich auf „symmetrische“ ‚S-Funetionen beziehen und durchaus analog sind 
den entsprechenden Entwicklungen in der "Theorie der symmetrischen 
s-Funetionen. Dem Satze 4 entspricht der folgende Satz: 

19. Zwei Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, 
die sich als Abbilder der Halbebene ® vermittelst je eines für 
dieses Gebiet erklärten Zweiges verschiedener Partieularlösungen 
derselben Differentialgleichung ergeben, stehen zu einander in 
Möbius’scher Kreisverwandtschatt, d. h. sie lassen sich durch lineare 
Transformation in einander überführen. Hieraus folgt die für unsere späteren 


rein geometrischen Betrachtungen wichtige Festsetzung: 
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20. Alle Kreisbogendreiecke mit einfachem Knoten- 
punkt, welche in „Möbius’scher Kreisverwandtschaft“ zu ein- 
ander stehen, wollen wir für unseren Zweek als nicht ver- 
schieden betrachten, da die Halbebene ® auf sie dureh Inte- 
grale derselben Differentialgleichung abgebildet wird. 

Es sei 5," ein für die Halbebene ® erklärter Zweig einer beliebigen 
symmetrischen ‚S- Function S,; ferner sei ‚S;* derjenige Zweig von ‚S,, der 
für die auf der negativen Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene (x) 
erklärt ist und aus S,* hervorgeht, wenn das Argument x einen halben 
positiven Umlauf um den Nullpunkt ausführt, und 5,”* derjenige Zweig von 
S, der aus ‚S,* hervorgeht, wenn das Argument x einen vollen positiven 
Umlauf um denselben Punkt ausführt. 

Wie der Zweig S,* die auf der positiven Seite der Axe des 
Reellen gelegene Halbebene (x) so bildet der Zweig S,* die auf der nega- 
tiven Seite der Axe des Reellen gelegenen Halbebene (x) auf ein Kreis- 
bogendreieck mit einfachem Knotenpunkt ab. Das Kreisbogendreieck des 
Zweiges ‚5,”, wie wir uns kurz ausdrücken wollen, hängt mit dem des 
Zweiges S5,* längs des ganzen Kreisbogens a, Ö,') zusammen, und zwar bildet 
ersteres einfach die „symmetrische“ Wiederholung des letzteren in Bezug 
auf den Kreisbogen a,Ö,.. Man wird jetzt auch verstehen, warum wir die 
speeiellen S-Functionen, welche die im Satze 17 oder 17* angeführte 
üigenschaft besitzen, symmetrische ‚S-Funetionen genannt haben. Sollte 
der Knotenpunkt 4, auf der Seite z,Ö, der Kreisbogendreiecke der Zweige 
Sunde S;: gelegen sein, so bildet nunmehr seine volle Umgebung die- 
jenige eines einfachen Verzweieungspunktes. — Das Kreisbogendreieck des 
Zweiges 5,” dagegen hängt wieler mit dem Kreisbogendreieck des Zweiges 
SH längs des ganzen Kreisbogens, der die Abbildung der Streeke ac dureh 
5,“ darstellt, zusammen und geht aus dem Kreisbogendreieck des Zweiges 
‚5,* hervor, wenn man auf letzteres die entspreebende, im Satze 8 erklärte 
lineare Substitution anwendet. Das Analoge gilt bei Umläufen um den 
singulären Punkt x oder 1. Der Anreihung einer neuen Halbebene (des 

1) Mit a, c,, bez. c, b,,b, a, bezeichnen wir in allen Fällen die den Strecken von O bis 1, 
von 1 bis + &, von — x bis OÖ der Axe des Reellen entsprechenden Kreisbogen, mögen die 


Punkte 0, x,1 selbst ein Abbild finden oder nicht. (Vgl. Anm. 1, pag. 8.) 
Nova Acta LXXI. Nr.5. 
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Ärgumentes entspricht die Anreihung eines neuen Kreisbogendreiecks in 
der Ebene der Funetion. Weiter wollen wir auf diese Verhältnisse nicht 
eingehen. 

Es sei im folgenden die Bezeichnung der Exponenten 2,u,» so ge- 
wählt, dass: 2 >u' >v' ist, 

und ">u">v“, 
wenn alle drei Exponenten rein imaginär sind. Welche Werthe sind für 
den reellen Parameter » zulässig, damit die Differentialgleichung mit reellen 
Grössen 72, u2,»2 symmetrische Funetionen definirt? Bei der Beanwortung 
dieser Frage unterscheiden wir wieder, wie auf pag. 26, den Hauptfall und 
den Ausnahmefall. 

I. Der Hauptfall. Die Möglichkeit, dass einer der Verzweigungs- 
punkte der Riemann’schen Fläche, auf der wir den Parameter » deuten, 
nach O0, x,1 fällt, wird in der folgenden Betrachtung leicht zu erkennende 
Grenzfälle ergeben, die wir nicht ausdrücklich anführen wollen. 

A. Es seien alle drei Exponenten Aw» reell. Die beiden 
Verzweigungspunkte 7*, »** sind: 

°) eonjugirt complex, wenn 2<a+» ist. Die quadratische 
Form g (7, 7,) in Gl. (11°) ist für = 0 positiv, und, da sie für keinen reellen 
Werth » verschwindet, so ist sie für alle Punkte der Axe des Reellen positiv. 

21. Für jede Lage des Nebenpunkts » auf der Axe des 
Reellen erhalten wir dem doppelten Vorzeichen der Wurzel der 
Bedingung (10) entsprechend zwei verschiedene Differential- 
gleiehungen mit reellem Parameter A, und also auch zwei ver- 
schiedene symmetrische S-Functionen.') 

%) beide reell (und natürlich von einander getrennt), wenn A>u+» 
ist. Da 9 (7,7) in den Punkten 0, x,1 positiv ist, so muss in jedem der 
drei Intervalle von O bis 1. von 1 bis +, von — x bis 0 der Axe des 
heellen eine grade Anzahl von Wurzeln der Gleichung (r,,7,) = 0 liegen. 
Nun ist # _ >1, da 22> 42 +22 ist, folglich liegt die Wurzel »* und 


xx 


damit auch »** in dem Intervall von 1 bis + x. 


!) Verschiedene Partieularlösungen derselben Differentialgleiehung wollen wir 
nicht als verschiedene S-Funetionen rechnen, vgl. Satz 20. 
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22. Nur wennr ein Punkt des ausserhalb der Strecke »*,** 
gelegenen Theiles der Axe des Reellen ist (d.h. des die Punkte 
0,&,1 enthaltenden Theiles), erhalten wir, da dann y(7,”) 
positiv ist, zwei symmetrische S-Functionen. (Ist gleich »* oder 
‚** selbst, so erhalten wir natürlich nur eine symmetrische ‚S- Function. 
Wir verziehten darauf, diesen selbstverständlichen, auch in den folgenden 
Sätzen sich ergebenden Grenzfall allemal besonders hervorzuheben.) 

B. Es seien zwei Exponenten, A und u, reell, der dritte, », 
rein imaginär. Da y(r.r,) für r—0,x positiv, für »—1 negativ wird, 
so muss nothwendig in den Intervallen von 1 bis + x und von OÖ bis 1 je 
eine Wurzel der Gl. (7, ”,)= liegen. 

23. Nur wenn > ein Punkt desjenigen Theiles * »* der 
Axe des Reellen ist, der die Punkte 0,» enthält, bekommen 
wir, dadann 9 (7,,7,) positiv ist, zweisymmetrische S-Funetionen. 

C. Es seien zwei Exponenten, « und », rein imaginär, der 
dritte, 2, reell. Da p(r,,>;) für z=x, 1 negativ, für »—0 positiv ist, 
so liegt jetzt in den Intervallen von — x bis 0 und von O0 bis 1 je eine 
Wurzel der Gleichung (7,7) — 0. 

24. Nur wenn » ein Punkt desjenigen 'Theiles * »”* der 
Axedes Reellen ist, welcher den Punkt O0 enthält, bekommen wir, 
da dann 9(7,,7,) positiv ist, zwei symmetrische S-Functionen. 

D. Es seien alle drei Exponenten rein imaginär. Die vor- 
liegenden Verhältnisse wolle man mit denen des Unterfalles A vergleichen. 
Die beiden Verzweigungspunkte 7*,"* sind: 

e) conjugirt complex, wenn A“<u“+»" ist. Da 9(7,;) für 
alle reellen Werthe » negativ ist, so giebt es überbaupt keine symmetri- 
schen ‚S-Funetionen. 

?) beide reell (und natürlich von einander getrennt), wenn 2" >u” + »“ 
ist. Da y(r1>,) jetzt für »—=0,x,1 negativ ist, so liegt in jedem Intervall 
wieder eine grade Anzahl von Wurzeln der Gleichung g(7,,7:)=0. Man 
überzeugt sich leicht, dass beide Wurzeln im Intervall von 1 bis + & liegen. 

25. Nur wenn + in demjenigen Theile »*,** der Axe des 
Reellen liegt, der die Punkte O,x,1 nicht enthält. bekommen wir, 
da dann run) positiv ist, zwei symmetrische S-Funetionen. 


32* 
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II. Der Ausnahmefall. Die Bezeichnung der Exponenten sei 
nach Satz 13 so gewählt, dass die Gleichung besteht: = u+». 

Der Fall »„—=0 (oder = u) ergiebt in der folgenden Betrachtung 
wieder leicht zu erkennende Grenzfälle, die wir nicht überall ausdrücklich 
anführen wollen. (Vgl. Satz 14.) 

A. Es seien alle drei Exponenten reell. 

26. Ist » gleich dem Werthe des Doppelpunktes ‚***, so 
bekommen wir nur eine symmetrische S-Function, für jeden 
anderen reellen Werth » zwei. 

B. Der Fall, dass zwei Exponenten reell, der dritte rein 
imaginär ist, ist als Ausnahmefall nicht möglich. 

C. Sind zwei Exponenten, 2 und „, rein imaginär, der dritte, 
», reell, so muss „= 0 und 7”—= u“ sein. Der Werth »—1 ist der einzige, 
der einen reellen accessorischen Parameter liefert. 

27. Allein für »=1 bekommen wir daher eine und zwar 
nur eine symmetrische S-Funetion (d.h. eine s-Funetion). 


D. Es seien alle drei Exponenten rein imaginär. Der 


Doppelpunkt „4 ist der einzige reelle Werth », der 9 (7,,) nicht 
u 


negativ macht. 
28. Allein für =r 


eine symmetrische S-Funetion. 


= pekommen wir daher eine und nur 


6. 


ur 


Neue Hülfssätze aus der Theorie der Kreisbogendreiecke ohne 
Knotenpunkt mit drei reellen Winkeln. 

Um die geometrische Untersuchung der Kreisbogendreiecke mit 
Knotenpunkt später nicht unterbrechen zu müssen, stellen wir in diesem 
Paragraphen einige Hülfssätze zusammen, die der "Theorie der Kreisbogen- 
dreiecke ohne Knotenpunkt angehören. Wenn in diesem und dem folgenden 
Paragraphen von einem Kreisbogendreieck die Rede ist, so ist selbstredend 
stets ein solches ohne Knotenpunkt gemeint. Für die folgenden Entwick- 
lungen setze ich die Kenntniss des auch ausserhalb seines Zusammen- 
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hangs leicht verständlichen $ 14 aus meiner Arbeit „Beiträge etc.“ voraus. 
Wir wissen, jedem vorgegebenen Tripel reeller oder rein imaginärer Grössen 
An, 4,», entspricht stets ein und nur ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln 
AoR, Hp, vr. Was unter einer „continuirlichen Aenderung“ der Begrenzung 
eines ebenen Bereiches zu verstehen ist, brauche ich wohl nieht ausdrücklich 
zu definiren. Im Folgenden ist indessen nur von solchen eontinuirlichen 
Aenderungen die Rede, bei welchen ein Bereich, der ursprünglich ein 
Kreisbogendreieck war, stets ein Kreisbogendreieck bleibt. 


Wir betrachten in diesem Paragraphen zunächst die Kreisbogen- 
dreiecke mit drei reellen Winkeln 2,x, ur, »y’r. Um uns bequemer aus- 
drücken zu können, deuten wir die Grössen 2), u, »,‘ als gewöhnliche recht- 
winklige Coordinaten x, y, 2. Da die Grössen 2,‘ 1, »,‘ nie negative Werthe 
haben, so kommt nur ein Octant des Raumes zur Darstellung unserer 
Dreiecke in Betracht. Jedem Punkte x, y,z entspricht ein Kreisbogendreieck 
und umgekehrt. Es sei ein Kreisbogendreieck mit den Ecken a, dc ge- 
geben, dessen Winkel die speciellen Werthe x, yız, 2,7 haben mögen. 
Ferner seien Ax,, Ay,, Az, 0 vier beliebige (von einander unabhängige) & 
kleine positive Grössen; 0 soll indess nicht kleiner als die grösste der 


drei anderen Grössen sein. 


a) Das Kreisbogendreieck a,Ö,c, mit den Winkeln a, yır, 2,7 sei 
ein Dreieck erster Art. Können wir dann nach dem in den „Beiträgen“ 


$ 14, p.211 auseinandergesetzten Processe I die Seiten 2,5, und a,c, je 


durch den Winkel Anz nach Aussen und darauf die Seite Ö,c, durch den- 


selben Winkel en z nach Innen drehen, ohne dabei auf irgend eine Schwie- 
rigkeit zu stossen? Dass das Hinausdrehen der Seiten a,5, und ac je 
durch den Winkel EL x stets ohne Weiteres möglich ist, ist selbstverständ- 
lich. Das hierdurch entstehende Dreieck mit den Winkeln (=, + 4z,).x, 
(n+S")z, (+2) x ist gleichfalls ein Dreieck erster Art. In einem 
solchen lässt sich aber jede Seite stets um den kleineren der anliegenden 


D h) . . Te. M . 
Winkel nach Innen drehen, falls dieser kleiner als — ist, oder um einen 
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Ru 
2 


beliebigen Winkel, der kleiner als — ist, falls jeder der anliegenden Winkel 


= ist. Also ist gewiss auch das Hineindrehen der Seite d,c, 


74 


grösser als 
durch den Winkel Zur stets ausführbar. Durch diese Betrachtung ist 
nachgewiesen, dass wir stets von einem Dreieck mit den Winkeln x,z, yız, 
z,x in bestimmter Weise zu dem Dreieck mit den Winkeln (x, + Av) x, yız, 
2, durch continuirliche Aenderung der Begrenzung gelangen können. Aber 
noch mehr: 

29. Alle Kreisbogendreiecke, die wir bei dieser Aende- 
rung passiren, werden in dem Coordinatensystem der x,y,2 
durch Punkte dargestellt, die innerhalb der um den Punkt 
X, 1,2 mit dem Radius 29 beschriebenen Kugel liegen. 

b) Das Kreisbogendreieck a,Ö,c, mit den Winkeln xx, yır, 27 Sei 
ein Dreieck zweiter Art. Wir setzen x,>y, und x,>z, voraus, so dass 
a&>yı+2 ist. Dass wir stets vom Dreieck mit den Winkeln xx, yır, 2% 
zum Dreieck mit den Winkeln (x, + Ax,)z, yız, zx” durch ceontinuirliche 
Aenderung der Begrenzung gelangen können, zeigt sofort die Anwendung 
des in den „Beiträgen“ $ 14, pag. 212 auseinandergesetzten Processes II. 
Und es gilt auch hier der Satz 29. — Handelt es sich aber um die Ver- 
mehrung eines der kleineren Winkel y,r,2,x des ursprünglichen Dreiecks, 
etwa des Winkels y,z um die Grösse Ayız, so unterscheiden wir die zwei 
Unterfälle: 

a) Aı Sa —N— 2: 
Bi av Ser ern 

Ade). Wir können zunächst nach dem Process I die Seite a,ö, durch 
den Winkel Ay, nach Aussen drehen; dies bietet keinerlei Schwierigkeit. 
Das entstehende Dreieck mit den Winkeln (x +4), 1, +ı)a, zır ist 
gleichfalls ein solches zweiter Art. Dann vermindern wir nach dem 
Process II den Winkel der Ecke a, um Ay, dies ist auf Grund der 
Relation « ebenfalls stets möglich. So gelangen wir zum Dreieck mit den 
Winkeln IN, (+ Ayı) IE) ZUR» 

Ad B). Wir setzen Ay, = Ay +4Y, wo Ay=a—y—z Sei. Durch 
eontinuirliche Aenderung der Begrenzung in der soeben geschilderten Weise 
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gehen wir zunächst zum Dreieck mit den Winkeln z,2, (y +4) x; zx über. 
Dieses Dreieck ist aber gerade ein Dreieck erster Art geworden. Folglich 
können wir in der bestimmten Weise, welche wir im Abschnitt a) angaben, 
von ihm dureh eontinuirliche Abänderung der Begrenzung weiter zum Dreieck 
mit den Winkeln x,2; (yı + (Ay, + Ay) a —=yı + Ayı) 7, 2x übergehen. — 

Aus unseren Entwieklungen ad «) und 3) folgt das gemeinsame Re- 
sultat: Wir können stets vom Dreieck mit den Winkeln z,x. yım, xx in be- 
stimmter Weise zum Dreieck mit den Winkeln z,x, (y + Ay) y, za durch 
eontinuirliche Abänderung der Begrenzung gelangen, und, wie man sich 
leicht überzeugt, gilt auch hier wieder der Satz 29. 

Dem Vorstehenden reihen wir zunächst die Folgerung an: Wir 
können auch von einem ersten Dreiecke mit den Winkeln „a, ya. zu 
einem zweiten, von dessen Winkeln einer. etwa x,x, um eine beliebig kleine 
Grösse Axız kleiner ist, durch continuirliche Aenderung der Begrenzung 
gelangen, ohne dass der Satz 29 seine Gültigkeit verliert. Denn wir 
brauchen die Processe, die uns vom zweiten Dreieck zum ersten führen, 
von letzterem aus nur umgekehrt anzuwenden. — 

Sollen alle drei Winkel des ursprünglichen Dreiecks bez. um die 
Beträge Ax,a, Ayız, Az, vermehrt oder vermindert werden, so werden wir 
nach einander zunächst den Winkel x,z um Ax,z, dann den Winkel yır 
um 4Ay,rz, dann den Winkel 2,” um 4Az,x vermehren oder vermindern. Wir 
erhalten folgendes allgemeine Resultat: 

30. Man kann ausgehend von einem Dreieck, das durch 
den Punkt z,y,z2, dargestellt wird, stets dureh eontinuirliche 
Aenderung der Begrenzung zu dem Dreieck gelangen, das durch 
den Punkt 4 +4, +4y,2+ 4a dargestellt wird, wo in jedem 
der drei Ausdrücke unabhängig von den übrigen das obere 
oder untere Vorzeichen gilt, und zwar in solcher Weise, dass 
alle Kreisbogendreiecke, die man auf dem Wege passirt, durch 
Punkte innerhalb einer um den Punkt a,y,z; mit 60 als Radius 
beschriebenen Kugel dargestellt werden. 

Es sei z,, y,, 2, irgend ein zweites Tripel specieller Werthe der Grössen 
x,9,2. Wir denken die beiden Punkte z,y,,2, und x, y,,z, durch irgend 
eine (vernünftige) Curve innerhalb des Raumoetanten verbunden. Es sei o 
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eine beliebig kleine positive Grösse. Wir bewegen eine Kugel vom Radius 
co mit ihrem Mittelpunkt der ausgewählten Curve entlang. Die Kugel be- 
schreibt hierbei ein bestimmtes röhrenförmiges Gebiet des Raumes, das nur 
soweit in Betracht kommt, als es dem Raumoectanten angehört. Als Folge- 
rung des Satzes 30 ergiebt sich dann, wie wir wohl nicht weiter auszu- 
führen brauchen, das wegen der späteren Anwendungen wichtige Endresultat 
dieser Betrachtung: 

31. Man kann ausgehend von dem Dreieck, das dureh den 
Punkt x,y,z;, dargestellt wird, stets durch eontinuirliche Ab- 
änderung der Begrenzung zu dem Dreieck, das durch den Punkt 
%,Y, 2, dargestellt wird, in solcher Weise gelangen, dass alle 
Kreisbogendreiecke, welche man auf seinem Wege passirt, ihre 
Abbildung durch Punkte innerhalb des soeben definirten röhren- 
förmigen Gebietes finden, wie klein auch der Radius o gewählt 


sein möge. 


ST. 
Neue Hülfssätze aus der Theorie der Kreisbogendreiecke 
ohne Knotenpunkt mit theils reellen, theils rein imaginären 
oder mit drei rein imaginären Winkeln. 


Es sei mir zunächst gestattet, mit wenigen Worten einige Resultate 
zusammenzustellen, die sich auf den „nieht-Euklidisch“ zu messenden 
Winkel zweier sich nieht reell schneidender Kreise auf der Kugel (oder in 
der Ebene) der eomplexen Variabeln s beziehen. (Man vergl. die „Beiträge“, 
Schluss des $ 1.) 

Das Doppelverhältniss von vier Grössen f, fa». 9 

iD, A 

er 
sei durch das Symbol (f.£,p,g) bezeichnet. (Die analoge Bezeichnung, 
was die Reihenfolge der Grössen betrifft, gelte auch für das Doppelverhältniss 
von 4 Strahlen oder 4 Ebenen eines Büschels). Der Ausdruck (f.f,».q) 
ist reell, wenn 4.f.p.g als Punkte der Kugel der complexen Variabeln s 


gedeutet auf einem Kreise liegen. 
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Die zwei sich nicht reell schneidenden Kreise auf der Kugel seien 
mit X, und X, bezeichnet. Durch die Schnitt- 
gerade ihrer Ebenen legen wir an die Kugel 
die reellen Tangentialebenen 7, und 7;. deren 
Berührungspunkte bez. / und /, seien. Die 
Figur 9 ist ein stereographisches Abbild der 


auf der Kugel gelegenen Figur. 


Unter „dem Winkel »„„=»“ri der 


beiden Kreise“ verstehen wir den Ausdruck los (7,7, a8), Wo 


(T,,T,,K,&,) das Doppelverhältniss der Tangentialebenen und 
der Ebenen der Kreise X,XK, bezeichnen möge und für unseren 
Zweck allein der Hauptwerth des Logarithmus in Betracht 
kommt. 

Wir denken einen beliebigen, die Kreise X, und X, in den Punkten 
p.p* und q,q* orthogonal schneidenden Hülfskreis St hinzuconstruirt; der- 
selbe geht natürlich durch die Punkte /fı und fh. Die Bezeichnungen seien 
so gewählt, dass » und y durch /, und £ nicht getrennt werden. 


Es gilt nun der leicht auf den Raum zu übertragende Satz: 


Das Doppelverhältniss (t, 4, 
k,%,) zweier sich ausserhalb eines 
Kreises X schneidender Secanten 


% und „, mit den Tangenten ı, 


von ihrem Schnittpunkt ist gleich 
dem Quadrat des Doppelverhältnis- 
ses der entsprechenden 4 Punkte 


f, ,»,9, In welchen die 4 Strahlen Fig. 10. 

einen der beiden durch die Berüh- 

rungspunkte der Tangenten begrenzten Bogen des Kreises 
treffen.') Folglich ist: 


1) Zum Beweise denken wir eine solche Collineation der Ebene der Figur ausgeführt, 
dass die Punkte fi und f in die Endpunkte A, 5 eines Durchmessers eines neuen Kreises 
K' vom Radius 1, der Punkt q in den Punkt @ in der Mitte eines der Halbkreise AB 

Noya Acta LXXI. Nr.5. 33 
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& T;, K,, K;) 7 (fi, fa pP, 2%") 
oder 
(16) »r— log (fi, R; pP, N: 
Ferner ist: 
1+ 0,9% ®) 


17) Pd) — zung 
17) (12,9) 1 yo.) 


wo für die Wurzel ihr positiver Werth zu wählen ist, wenn, wie in der 

Figur 9 p innerhalb des Bogens gf, des Hülfskreises liegt, dagegen ihr nega- 

tiver Werth, wenn » innerhalb des Bogens gf, des genannten Kreises liegt.’) 
Aus (16) und (17) folgt: 


und der Punkt 7 in den unendlich fernen 
Schnittpunkt 7° der in den Punkten A und B 
construirten Tangenten f‘ und ft,‘ übergeht. 
Dann entspricht, wie man sieht, durch die hier- 
durch festgelegte Collineation der Kreis A dem 
Kreise X’ und der Punkt p einem bestimmten 
Punkte E auf dem Bogen GB. Die übrigen 
eingeführten, von selbst verständlichen Be- 
zeichnungen möge man der nebenstehenden 


Fig. 10*. Figur entnehmen. Die im Folgenden vorkom- 
menden Strecken sind absolut zu nehmen. 
Es ist nun: 
CE?= 4A0.BC 
und u wo BD=1 ist. 
Folglich: 

AC 
a 
DF BO 

Ferner ist aber: 

ea AC 
(ti, b, ki, k,) = (bi‘, by), hy‘, Ry)) = (A, B, 0, D) = BE und 


(fi, fa» P, = (4, BD, E, 6) =(D, HERE G) — 1ER 
Also ist: 
(di, ba, ki, ks) —— (fi fa. P, N», 
was zu beweisen war. 

!) Das Doppelverhältniss der den Punkten fi,f,,p,g auf der Kugel zukommenden 
Zahlenwerthe ist gleich dem in bekannter projectiver Weise gemessenen Doppelverhältnisse 
derselben Punkte. 

2) Setzen wir nämlich , =9, h=x,g=|1, o wird = —p ud = —g, 
und die Formel II geht unmittelbar in eine Identität über. 
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1-5 Vo DE, 4; g*) 


Diese Formel wird uns später noch gute Dienste leisten. 


(18) vr =ilog 


Es sei ferner X ein beliebiger Punkt der Kugel, X* der zu ihm in 
Bezug auf X, symmetrisch gelegene Punkt, X, der zu X* in Bezug auf A, 
symmetrisch gelegene Punkt. Dann gilt der Satz: 
X, geht aus X durch Anwendung der folgenden hyperbolischen Sub- 
stitution hervor: 
s —fı Ymi s—fı 
Be ee N eli 
sı—h Se 


1. Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir jetzt die Kreis- 


bogendreiecke mit zweireellen Winkeln, A, und ‘x. und einem 
rein imaginären Winkel, »,“zi. Im $19 der „Beiträge“ haben wir 
gezeigt, wie am einzelnen „Kern“') (diseontinuirlich) sich zunächst die ..re- 
dueirten“ Dreiecke construiren lassen und auf diese dann die „erweiterten“ 
Dreiecke sich aufbauen. Naturgemäss mussten wir hierbei dem Auftreten 
ganzzahliger Exponenten eine besondere Untersuchung widmen. Wir geben 
jetzt eine andere Einführung dieser Kreisbogendreiecke auf Grund einer 
eontinuirlichen Constructionsmethode, die jener analog ist, welche wir für 
die Kreisbogendreiecke mit reellen Winkeln im $ 14 der „Beiträge“ ent- 
wickelt haben. Diese neue Einführung erweist sich für unseren Zweck 
besonders vortheilhaft, da sie alle Einzelfälle in sich umfasst und die 
Gesammtheit aller hierher gehöriger Dreiecke mit einem Blick zu über- 
schauen gestattet. Es seien »,,y,,2, mit der Bedingung x,>y, drei specielle 
Werthe der Grössen 2, u‘, »9“ Wir gehen aus von dem 
Dreieck 2,ö,c, mit drei verschwindenden Winkeln, und 
zwar sei a, der Mittelpunkt des Kreises des Bogens 
ö,c, wie es Figur 11 zeigt. Zieht sich dann der Kreis 


der Seite z,c, zusammen, während er stets den Kreis N 
der Seite a,5, im Punkte a, berührt, so geht die Ecke 
c, verloren; wir erhalten ein Kreisbogendreieck, von 


1) d.h. dem Gebilde der drei Geraden, welche die beiden Fixpunkte jeder der drei 
zu dem Dreieck gehörenden linearen Substitutionen verbinden, wenn wir das Dreieck auf der 
Kugel gelegen annehmen. Vgl. „Beiträge“ $ 2. 

33% 
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dessen Winkeln die zwei an den Ecken a, und 6, gleich O0 sind, der 
dritte rein imaginär ist. Diese geometrische Methode wollen wir kurz 
als den Process III bezeichnen. Einige der auf einander folgenden 
Gestalten der neuen Dreiecke sind in Figur 12a zur 
Anschauung gebracht. Wir bezeichnen die Kreise der 
Seiten d,c, und a,c, für einen Augenblick mit A) und A}; 
als den zu beiden senkrechten Hülfskreis $} wählen wir 
die gerade Verbindungslinie der Punkte a, und d,. Diese 
möge die Kreise A} und A, ausserdem bez. im Punkte 


5, und a, schneiden. Es ist dann nach Formel (18.) 


1+ ddr, a) 
IL) (b1,d1,4,,4,) 


(19) 2 ri =ilog 


wo für die Wurzel der positive Werth zu wählen ist. Auf Grund dieser 
Gleiehung ist nun leicht zu sehen, dass der Winkel »,“xi alle rein imaginären 
Werthe von 0.7 bis &.z durchläuft, wenn wir von Figur 9 ausgehend 
den Kreis der Seite z,c, sich mehr und mehr zusammenziehen lassen, bis 
er schliesslich in den Punkt z, zusammenschrumpft. Auf solche Weise 
construiren wir zunächst das Dreieck, welches zwei verschwindende Winkel 
an den Eeken a, und ö, und den Winkel ;,x; besitzt.) Dann drehen wir 
nach dem bereits erwähnten Process II den Kreisbogen a, d, 
um den Endpunkt a, in positivem Sinne durch den Winkel 
(.—yı)a (Fig. 12b). In dem so entstehenden neuen Dreieck 


haben wir endlich die Seite @,6, noch durch den Winkel y,x 


Su: nach dem Process I nach Aussen zu drehen, um das Dreieck 
Fig. 12b. 


mit den gewünschten Winkeln xx, ya, 2,xi zu erhalten. — 
Die nie negativen Grössen 2,‘ u, »,“, von denen überdies »,” stets 
grösser als U ist, deuten wir wieder als rechtwinklige Coordinaten x, y, z 


!) Aus der Formel (19.) folgt: 


8 x r ei] q 
0,0, (5, = 
er "+1 
2 ee, ; & = 1 : 
Soll z.B der Winkel »,“rxi gleich zlog 3 sein, so ist bı,d,2,0)—;- Da die Punkte 
b,,b\,a, von vornherein gegeben sind, so ist hiernach auch der Punkt @, leicht zu con- 
struiren, wie ich wohl nicht näher auszuführen brauche. 
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eines Raumoctanten. Es sei neben z,,y,2, jetzt noch irgend ein zweites 
Tripel 2,,y,2, specieller Werthe der Grössen 2, w,»,“ gegeben. Wie wir 
nicht weiter ausführen wollen, da es keinerlei neue Hülfsmittel verlangt, 
gelten dann auch hier unverändert die Sätze 30 und 31. 

2. Wir betrachten ferner die Kreisbogendreiecke mit zwei 
rein imaginären Winkeln, „ri und „ri, und einem reellen 
Winkel, Az. Vorerst geben wir wieder eine neue Einführung derselben. 
Wir gehen ebenfalls aus von dem Dreieck mit drei verschwindenden Winkeln, 
welches Figur 11 darstellt. Unter Anwendung des im vorigen Abschnitt 
geschilderten Processes III können wir zunächst den Kreis der Seite a, 
sich beliebig so zusammenziehen lassen, dass er stets den Kreis der Seite a, c, 
im Punkte a, berührt, darauf auch den Kreis der Seite a,c, so, dass er stets 
den Kreis der Seite z,6, im Punkte a, berührt. Auf solehe Weise können 
wir erreichen, dass die zwei Winkel u,“ und »,“xi beliebig vorgegebene rein 
imaginäre Werthe „ri und z,xi annehmen. Sodann können wir den Bogen 
a,ö, nach dem wenig modifieirten Process II 
sich um den Punkt a, so drehen lassen, 
(wobei er die Fläche des Dreiecks wie eine 
Membran mit sich zieht), dass der Winkel 
2,'x jeden vorgegebenen reellen Werth »,x 
annimmt. Ich will noch hervorheben, dass 


die drei genannten Processe völlig unab- 
hängig von einander sind. 

Wir deuten die nie negativen Grössen 2‘, 1“, »,“, von denen überdies 
u“ und »,“ stets grösser als O0 sind, wieder als rechtwinklige Coordinaten 
x,y,2 eines Raumoctanten. Es sei neben x,y,2, noch irgend ein zweites 
Tripel z,,9,,:, specieller Coordinatenwerthe gegeben. Es gelten dann, 
wie wir wieder nicht näher ausführen, auch hier unverändert die 
Sätze 30 und 31. 

3. Wir betrachten endlich die Kreisbogendreiecke mit drei 
rein imaginären Winkeln A,“xi, w“zi, »y“xi. Wir geben gleichfalls zu- 
nächst eine neue Einführung derselben. Es seien z,,y,2, drei specielle 
Werthe der Grössen 2,%, w“, »x“ Wir gehen wieder aus von dem Dreieck 
der Figur 11. In der Ebene des Dreiecks sei die complexe Variable s 
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gedeutet. In derselben Weise, wie im Abschnitt 2 geschildert ist, construiren 
wir zunächst das Dreieck mit den Winkeln 0,y,xi,2xi. (Fig. 13a.) Wir 
denken den zu allen drei Kreisen der Begrenzung orthogonalen Kreis als 
Hülfskreis X hinzu gezeichnet; derselbe geht in der durch unsere Figur 
dargestellten Lage der Begrenzungskreise wieder in eine gerade Linie über. 
Ihre Schnittpunkte mit dem Kreisbogen >», c, liegen an den Stellen, in welchen 
in Figur 11 die Ecken d, und «, lagen, und seien bez. mit 3*,c* bezeichnet. 
Nun transformiren wir allein den Kreis des Bogens a, c, (Fig. 13a) durch An- 
wendung der folgenden hyperbolischen Substitution mit den Fixpunkten »* c*: 
la a: 

1—e Eger 

wo C einen reellen oberhalb 1 liegenden Parameter bezeichnet. Die reelle 
Ecke a, als Schnitt der Kreisbogen a, 5, und a,c, ist dann nach Ausführung 
der Substitution gleichfalls verloren gegangen. Das Kreisbogendreieck, 
welches dann durch die drei Kreise begrenzt wird, sei 
beispielsweise durch Figur 14 veranschaulicht. Da die 
Bogen >, c, und a, 5, unverändert geblieben sind, so ist es 
auch der rein imaginäre Winkel „,xi, den sie mit einander 
bilden. Da andrerseits der Bogen d,c, in sich über- 


geht, wenn man auch auf ihn die angegebene lineare 


Substitution anwendet, so bilden auch die Bogen a, c, 
und 3, c, des neuen Kreisbogendreiecks mit einander denselben Winkel z,a:, 
wie vorhin. Dagegen ist jetzt auch der Winkel, den die Bogen a,b, und 
a,c, mit einander bilden, rein imaginär. Man übersieht leicht, dass letzterer 
alle Werthe von 0.7 bis x. annimmt, wenn C alle Werthe von 1 bis & 
durchläuft. Wir können daher dem Parameter C stets einen solchen Werth 
ertheilen. dass der durch die Anwendung der zugehörigen Substitution ent- 
stehende neue Bogen «a, c, mit a,b, den beliebig vorgeschriebenen Winkel 
z,ri bildet. Wir bezeichnen diese Methode, welche uns von Figur 13a zu 
Figur 14 führt, als den Process IV. 

Wir deuten die stets positiven Grössen 2,%, #, »,“ wieder als recht- 
winklige Coordinaten z,y,z eines Raumoctanten. Es sei neben x,,y,,2, noch 
irgend ein zweites Tripel z,7,.2, specieller Coordinatenwerthe gegeben. 
Es gelten dann auch hier wieder unverändert die Sätze 30 und 31. 
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Von den Betrachtungen dieses dritten Abschnittes werden wir später 
keine Anwendung zu machen Gelegenheit haben. Ich habe mir es trotzdem 
der Vollständigkeit halber nicht versagen mögen, ihn den übrigen anzureihen. 


Die drei Methoden zur Construction der Kreisbogendreiecke mit 
einfachem Knotenpunkt. 


Es soll unsere Aufgabe sein, im Folgenden solche Methoden zur 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt (vel. pag. 8) 
aufzustellen, welche uns zugleich die Gewissheit gewähren, dass wir für 
gegebene Grössen 2,u,» alle Kreisbogendreiecke mit den Winkeln Az, ur, »r 
erhalten und jedes einzelne Dreieck auch nur einmal. 

Es sei ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt und be- 


liebigen Winkeln Az, ur, »x als Abbild der Halbebene ® gegeben. Die den 


| 
Intervallen von O bis 1, von Il bis + x, von — x bis 0 der Axe des 
Reellen in der (x)-Ebene entsprechenden Kreisbogen der Begrenzung seien 
bez. mit a, c,c bi, d, a, bezeichnet (vgl. Anm. 1, pag. 33). Findet einer oder 
mehrere der singulären Punkte 0, x, 1 ein Abbild, so ist dieses bez. ein Eck- 
punkt a, 5, oder c, des Dreiecks. Wir setzen in diesem und den folgenden 
Paragraphen im allgemeinen voraus, der Nebenpunkt 2 sei im Intervalle 
von 1 bis + der Axe des Reellen gelegen, so dass der Knotenpunkt d, 
sich auf dem Kreisbogen D, c, befindet. 

Wir vereinigen am Knotenpunkt q, beginnend die in ihm zusammen- 
laufenden Enden der Bogen 5, d, und c, d, Successive mit einander, so dass 
die übrig bleibenden Stücke gleichmässig kleiner und kleiner werden. Bei 
der Fortsetzung dieses Processes muss nothwendig einer der folgenden 
Fälle eintreten, den wir jedesmal durch ein Beispiel illustriren: 

I. Der Punkt d, erreicht nur einen der Punkte d, und., 
etwa c. In diesem Augenblicke ist in dem Kreisbogendreieck der Knoten- 
punkt d, mit der Eeke ., verschmolzen. Wir erhalten ein Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln Az, ur, »+1)z. (Würde die Ecke d, 
zuerst erreicht sein, so würden wir zu dem Kreisbogendreieck ohne Knoten- 
punkt mit den Winkeln Az, (u + 1)x, »x gelangt sein). Das Kreisbogendreieck 
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ohne Knotenpunkt nennen wir das „erste Grenzdreieck“. (Figur 15a 
und 15b.) 


II. Der Punkt a, erreicht die Punkte 5, und ., gleichzeitig. 
In diesem Augenblick ist die Kreisbogenseite 2, c, 


ganz fortgefallen. Es bleibt ein gewöhnliches 


273 
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a 


TTTHE Zweieck mit zwei gleichen Winkeln Ax übrig. (Fig. 16.) 
Fig. 16. Es gilt die Relation: A=u+». 


11 Der’ Punkt a, erreicht, so "weit wir auch die Ver- 
einigung der Bogen »,d, und cd, fortsetzen, niemals einen Eck- 
punkt. Daun windet sich, wenn wir den Bereich auf der Kugel gelegen 
annehmen, zu beiden Seiten des Kreisbogens 3, c, die Fläche des Dreiecks 
wie ein unendliches Band um dieselbe herum. Das Dreieck kann nur so 
beschaffen sein, dass die Kreise der begrenzenden Bogen sich nieht unter 
einander schneiden. Dieser Fall kann daher nur bei 
drei rein imaginären Exponenten eintreten, für 
die gerade die beiden vorhergehenden Fälle ausge- 
schlossen sind. (Die ein Beispiel gebende Figur 17 stellt 
natürlich nur ein theilweise willkürlich begrenztes 


Fig. 17. Stück des Kreisbogendreiecks dar.) Die drei Kreise 

der Begrenzung theilen die Kugel, auf der das Kreis- 

bogendreieck gelegen ist, stets in zwei Kalotten und in zwei Ringgebiete. 
Um jetzt für gegebene Exponenten 2, «,» die zugehörigen Kreisbogen- 
dreiecke zu construiren, gehen wir umgekehrt vor, wie soeben. Den ge- 
schilderten drei Fällen entsprechend unterscheiden wir drei Methoden der 
Construction, die dann in den folgenden Paragraphen Gegenstand der 
näheren Betrachtung sind. Der besseren Uebersicht wegen behandeln wir 
nach einander die Fälle, dass keiner, einer, zwei oder alle drei Expo- 


nenten rein imaginär sind. 
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89. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt 
und reellen Winkeln nach der ersten Methode. 


Es mögen die Exponenten A, «, », die wir als gegeben voraussetzen, 
reelle Werthe haben. Wie finden wir nach der ersten Methode 
die zugehörigen Kreisbogendreiecke mit einfachem Knoten- 
punkt auf der Seite d, «? Wir gehen aus von einem der Kreisbogen- 
dreiecke ohne Knotenpunkt mit den Winkeln Az, aux, (» + 1)x oder ıx, 
(ua+1)r, van, etwa von dem ersten. Dies Dreieck gilt uns als „erstes 
Grenzdreieck“. In ihm verlängern wir, was wir einstweilen als möglich 
voraussetzen wollen, die Kreisbogenseite d, c, über den Eekpunkt c, hinaus 
längs ihres Kreises als einen Einschnitt 
mit dem Endpunkt a, in den Bereich hinein 
und zwar so, dass von dem Winkel (» + 1)x 
der Winkel x abgetrennt wird, wie für die 
Umgebung der Ecke ., beispielsweise durch 


Fig. 18a, b dargestellt sei. Die so entstehen- 


Fig. 18b. 


den Kreisbogendreiecke mit dem Knoten- 
punkt d, haben die gewünschten Winkel iz, ur, »x und sind sämmtlich von 
einander verschieden. 


32. Im Allgemeinen erhalten wir nach der ersten Methode 
den beiden Dreiecken entsprechend, von denen wir ausgehen 
können, zwei verschiedene Schaaren von Kreisbogendreiecken 
mit einfachem Knotenpunkt auf der Seite D, co. 


Nun drängt sich von selbst die Frage auf: Ist diese erste Methode 
für jedes Werthetripei A, „,» ausführbar? 


Wir bekommen übersichtlichere Resultate, wenn wir sogleich betrachten, 
welche von den beiden Seiten a, c, und d, c, Sich im ersten Grenzdreieck 
mit den Winkeln Ax, ur, (v-+ 1)r über die Eeke c, als Einschnitt in den Bereich 
hinein fortsetzen lässt. Wir können diesen Process stets mit beiden Seiten 
vornehmen, wenn der Exponent » grösser als 0 ist. Wenn aber » gleich O ist, 


Nova Acta LXXI. Nr.5. 34 
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haben wir zu unterscheiden, ob die Kreise der Seiten a, c, und D, c, zusammen- 
fallen oder sich im Punkte c, berühren. Nach dem am Schlusse des $ 15 der 
„Beiträge“ aufgestellten Kriterium gehören in unserem Falle (für »— 0) die 
Seiten a, c, und d, c, demselben Kreise an, wenn 2 — u ist, dagegen zweien 
sich berührenden Kreisen, wenn 4=. ist.') Ist daher „=0 und zugleich 3 — «, 
so gestattet die Umgebung der Ecke c, im ersten Grenz- 
dreieck (Fig. 19) die Fortsetzung weder der Seite a, c, noch 
der Seite d, c, über c, als einen Einschnitt im den Bereich 
hinein. Ist aber „—(0 und zugleich 2=>u, so gestattet die 


Umgebung der Ecke c, im ersten Grenzdreieck (Fig. 20) 

nur die Fortsetzung einer Seite in dem angegebenen Sinne. 
Wir deuten die Grössen 2, «, »+ 1 als rechtwinklige 
Raumeoordinaten x, y, z und betrachten denjenigen 


Quadranten der Ebene z2—1, dessen Punkte nicht ne- 
Du gative Coordinaten x und y liefern (Fig. 21). In der 
Figur sind die beiden Hälften des Quadranten, deren Punkte der Ungleichung 
»>u bez. <u genügen, durch verschiedene Schraffirung hervorgehoben. 
Zunächst erkennen wir, dass in dem Beispiel des Drei- 
ecks mit den Winkeln iazr=x, un—=o, wv+1l)a=x 
(Fig. 22) sich allein die Seite a, c, über c, als Ein- 
schnitt in den Bereich hinein verlängern lässt. Wie 
man sich leicht überzeugt, können wir von diesem 
speziellen Dreieck ausgehend durch eontinuirliche Ab- 
änderung seiner Begrenzung zu allen Dreiecken ge- 
langen, die durch Punkte des durch die Ungleichung 
2> u bestimmten Gebietes der Fig. 21 dargestellt sind, 
ohne aus der Ebene z=1 herauszutreten und ohne die 
Gerade 3—u zu überschreiten oder zu berühren. Die 
soeben erwähnte geometrische Eigenschaft des Beispiels 


überträgt sich daher auf alle Dreiecke, für welche 
2> u ist; denn andernfalls müsste für eines dieser Dreiecke auch der Ueber- 
gangsfall eintreten, dass sich keine der beiden Seiten a, c, und 6, & 


1) Die gleichen Bedingungen finden sich in der pag. 9 Anm. 2 genannten Arbeit 
des Herrn H. A. Schwarz, Ges. Abhandlungen Bd. II p. 256. 
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über c, hinaus als Einschnitt in den Bereich hinein fortsetzen liesse, was 
indess die Gleichung 3—u bedingen würde und daher ausgeschlossen ist. Das 
Analoge gilt für die Dreiecke, welche durch die der Ungleichung 2 <u ge- 
nügenden Punkte der Figur 21 dargestellt werden. Wir gewinnen somit als 
Schlussresultat: 

33. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Az, ur, (v+1)x 
lässt sieh nach der ersten Methode über die Ecke c, als Ein- 
schnitt in den Bereich hinein: 


sowohl die Seite a,c, wie dc, fortsetzen, wenn »>O ist, 


nur die Seite a,c, wenn »—0 und A>u ist, 
nur die Seite d, c,, wenn »—=0 und A<uist, 
keine der beiden Seiten, wenn »—O0 und A=u ist. 


$ 10. 


Die zweiten Grenzbereiche der nach der ersten Methode 
construirten Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt 
und reellen Winkeln. 


Es sei ein beliebiges Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt 
gegeben, das aus dem ersten Grenzdreieck mit den reellen Winkeln ix, u, 
(» + 1)x nach der ersten Methode und zwar durch Fortsetzung der Seite d, c, 
über c, gewonnen ist. Wir denken den Einschnitt in den Bereich über den 
augenblicklichen Knotenpunkt Z, hinaus noch weiter und weiter fortgesetzt, 
bis 7, an irgend einer Stelle die Begrenzung des Dreiecks erreicht. In diesem 
Momente zerfällt nothwendig der ursprüngliche Bereich in zwei Theile. Ist 
ein Theil ein Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt, so nennen wir dieses 
das „zweite Grenzdreieck“. Es sind von vornherein nur folgende 
Möglichkeiten denkbar: 

3ei der Verlängerung des Einschnittes erreicht der Knotenpunkt 
schliesslich: 

I. «) die Eeke c, oder 
ß) die Seite a, c, innerlich, 
I. die Ecke a,, 
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II .«) die Ecke d, oder 
3) die Seite a, d, innerlich. 

(Die Seite 6, c, kann innerlich natürlich nicht erreicht werden). 

Um diese Verhältnisse bequemer übersehen zu können, bedienen wir 
uns eines einfachen Hülfsmittels, das der Analysis situs angehört. Wir 
denken die einfach zusammenhängende Fläche des vorliegenden Kreisbogen- 
dreiecks mit Knotenpunkt so in sich verzerrt, dass sie in die nebenstehende 
schematische Figur 23 übergeht. Wir erkennen an ihr ausser den Eeken 


Fig. 23. Fig. 24. 


@,,6,,c, mit den natürlich nicht mehr in wahrer Grösse erhaltenen Winkeln 
Ar, ur, va auch den Einschnitt, der im Knotenpunkt 4, auf der Seite 2, cı 
endet. Die oben angeführten Möglichkeiten sind in Fig. 24 durch punktirte 
Linien angedeutet, welche die Fortsetzung des Einschnittes veranschaulichen 
sollen. Ich möchte auf dieses Hülfsmittel deshalb grossen Werth legen, 
da es uns die anzustellenden Betrachtungen zu veranschaulichen gestattet, 
ohne dass wir bestimmte Dreiecke uns vorzustellen brauchen. 

Aus den schematischen Figuren lesen wir unmittelbar die folgenden 
Sätze ab: 

Möglichkeit I: 

a) Trifft die Verlängerung des Einschnittes die Ecke ı, 
(Fig. 25), so wird von dem ursprünglichen Bereich eine Kreisfläche ab- 
geschnürt; das übrig bleibende zweite Grenzdreieck besitzt die Winkel Az, 
UN, (v—1)a. Ida an De 

6) Trifft die Verlängerung des Einschnittes die Seite a, ca 
innerlich im Punkte c,* (Fig. 26), so wird von dem ursprünglichen Bereich 
ein Zweieck mit den Winkeln »x abgeschnürt; das übrig bleibende zweite 
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Grenzdreieck besitzt die Winkel Az, ur, (1—»)x und die neue Ecke c* 
anstatt c. ‚Basis 21. 


a 
% Kreisfläche 
Fzt 


DO 


Fig. 25. 


Beides fassen wir in den Satz zusammen: 


34. Es bleibt stets ein zweites Grenzdreieck mit den 
Winkeln Az, uz, |v 


ljxz übrig, wo »—1| den absoluten Betrag der 
Grösse »„—1 bezeichnet. 


Möglichkeit I: 
35. Trifft die Verlängerung des Einschnittes die Ecke a, 
(Fig. 27), so zerfällt der Bereich in zwei Zweiecke mit den 
Winkeln »x bezw. aux. Es gilt nothwendig die Relation J=u+t». 


Zweieck | Zmweieck Ball.) 


| Areisfläche- % 


fx.) 


Fig. 27. Fig. 28. 


Möglichkeit III: 
a) Trifft die Verlängerung des Einschnittes die Ecke 5, 
(Fig. 28), so wird von dem ursprünglichen Bereich eine Kreisfläche ab- 
geschnürt; das übrigbleibende zweite Grenzdreieck besitzt die Winkel Az, 
(u—1)r, va. Es ist „>1. 
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6) Trifft die Verlängerung des Einschnittes die Seite a 4, 
innerlich im Punkte d,* (Fig. 29), so wird von dem ursprünglichen Bereich 
ein Zweieck mit den Winkeln 4x abgeschnürt; 
das übrig bleibende zweite Grenzdreieck besitzt 
die Winkel Az, (l—u)r, vx und die neue Ecke d,* 
anstatt 64. Es ist „<1. 

Beides fassen wir wieder in den Satz zu- 
sammen: 
36. Es bleibt stets ein zweites Grenz- 


dreieck mit den Winkeln Ar, |u—1|x, vr 
übrig. 

Wir deuten jetzt die Grössen A, «, »+1 wieder als rechtwinklige 
Raumeoordinaten x, y, 2. Da x und y>0, z>1 ist, so kommt nur ein Raum- 
octant in Betracht, der durch Ebenen x—=0, y=0, z—1 begrenzt wird. Die 
Gleichung 3—u+» oder —y+2-—1 definirt eine Ebene, welche auf den 
Coordinatenaxen bezw. die Stücke — 1, + 1, + 1 abschneidet, also den Raum- 
octanten in zwei Gebiete zerlegt. Im Gebiet I sei x>»v+z—1 (oder 
2>u+to»), im Gebiete II x<y+z—1 (oder 2<a+»). Wir wählen in 
jedem Gebiete einen speciellen Punkt aus, im ersten etwa n—1, 1—(, 


3: 1 
am zweiten »—0, »—,, 2 ,. Die diesen Punkten entsprechenden 


Kreisbogendreiecke ohne Knotenpunkt liefern die in den Figuren 30 und 31 


b, 


Fig. 30. 


dargestellten Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt. Die Verlängerung des 
Einschnittes trifft in Fig. 30 die Seite a, c, innerlich, in Fig. 31 die Seite 
a, ö, innerlich. Nun können wir nach dem Satze 31 pag. 40 von dem durch 
den Punkt x, y,, 2, dargestellten Dreieck ohne Knotenpunkt durch conti- 
nuirliche Aenderung der Begrenzung zu jedem anderen Dreieck des Gebietes I 
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gelangen, ohne die Ebene v—=y-+2z—1 zu schneiden oder zu berühren. 
Bei keinem Dreieck des Gebiets I kann aber die Verlängerung des Ein- 
schnittes die Ecke a, treffen, da diese Möglichkeit ja die Gleichung 3—a+» 
oder v—=y+2— 1 bedingt, also auch nicht die Seite a, Ö,, da sonst auch 
einmal bei irgend einem Dreieck des Gebietes I die Ecke a, getroffen werden 
müsste. Mit anderen Worten: Bei allen Dreiecken des Gebietes I trifft die 
Verlängerung des Einschnittes die Seite a, c, innerlich oder den Eckpunkt c.. 
Das Entsprechende gilt für die Dreiecke des Gebietes II; bei ihnen wird 
stets die Seite a, 6, innerlich oder der Eekpunkt d, getroffen. Wir gewinnen 
daher folgendes, die Sätze 34, 35, 36 ergänzendes Schlussresultat: 

37. Verlängern wir ausgehend vom Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln ?z, ur, (v+1)z als dem ersten 
Grenzdreieck die Seite d, c, über c, als Einschnitt in den Be- 
reich hinein, so wird stets dann und nur dann bei Fortsetzung 
des Einsehnittes schliesslich 

I. die Seite a, c, innerlich oder die Ecke, getroffen, 

wenn A>u+p»ist, 

I. die Ecke a, wenn A=u+»ist, 

III. die Seite a, Ö, innerlich oder die Ecke d,, wenn A<u-+t» ist. 


Die analogen Entwicklungen gelten, wenn wir ausgehend vom Kreis- 
bogendreieek ohne Knotenpunkt mit den Winkeln Az, (u+1)x, »x als dem 
ersten Grenzdreieck die Seite d, c, über 6, als Einschnitt in den Bereich 
hinein verlängern. In den Sätzen 33—-37 haben wir nur die Bezeiehnungen 
5, und c,, sowie „ und » mit einander zu vertauschen, damit wir die für 


diesen Fall gültigen Sätze erhalten. 


Sal 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt und reellen Winkeln nach der zweiten Methode. 
Ihre zweiten Grenzbereiche. 


Wollen wir nach der zweiten Methode Kreisbogendreiecke mit 
einfachem Knotenpunkt auf der Seite 6, c, und mit reellen Winkeln Az, ur, 
»x construiren, so muss nach pag. 48 No. IT a—u+» sein, d.h. 
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38. Die zweite Methode kann überhaupt nur im Aus- 
nahmefall zur Anwendung kommen. 

Es sei die Bezeichnung so gewählt, dass 2>4>r ist, was der All- 
gemeinheit der Betrachtung keinen Abbruch thut. Wir gehen von dem 
/weieck mit den Winkeln 4x2 aus. Die zweite Methode besteht dann darin, 
dass wir von einer der Ecken des Zweiecks aus längs eines Kreisbogens 
irgend einen geeigneten Einschnitt in den Bereich hinein ausführen, der den 
Winkel 3x in die Theile „x und »x zerlegt (Fig. 16 p. 48). Die unveränderte 
Ecke des Zweiecks ist stets als die Ecke a, der Dreiecke zu wählen, 
ausserdem auch noch als die Ecke d,, wenn 2>0 und »—0 ist, und noch 


je als die Ecke 6, oder c,, wenn = a —»—0 ist. Ersteres sei im Folgen- 


den bevorzugt. Wir unterscheiden: 

A), 20,0) 720. 

Ad. A. Das Zweieck mit verschwindenden Winkeln wird von zwei 
sich berührenden Kreisen begrenzt, die durch Ausführung einer geeigneten 
linearen Transformation in zwei Parallele übergehen. Der Kreisbogen des 
Einschnittes muss ebenfalls die beiden Begrenzungskreise berühren, also, 
falls letztere in Parallele übergegangen sind, ebenfalls eine mit ihnen pa- 
rallele Gerade sein (Fig. 7, pag. 31). Wir erkennen sofort, dass wir die- 
jenigen Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und drei verschwin- 
denden Winkeln bekommen, deren Studium bereits im $ 4 erledigt ist. Wir 
brauchen daher hier auf sie nicht noch weiter einzugehen; nur folgende 
geometrische Eigenschaft sei mir hervorzuheben gestattet. Dadurch dass 
wir den einzelnen Einschnitt weiter in den Bereich hinein verlängern oder 
ihn zusammepziehen, erhalten wir keine neuen Kreisbogendreiecke; denn 
alle hierdurch entstehenden Kreisbogendreiecke lassen sich durch Anwendung 
parabolischer Transformationen, für welche die Begrenzungskreise Bahneurven 
sind, in einander überführen. Wir erhalten vielmehr, wie wir bereits im $ 4 
gesehen haben, die verschiedenen Kreisbogendreiecke mit einfachem 
Knotenpunkt dadurch, dass wir längs aller möglichen die Begrenzungskreise 
des Zweiecks berührenden Kreisbogen Einschnitte vornehmen. (Vergl. die 
Sätze der Seite 30.) 

Ad B. Ein Zweieck mit nicht verschwindenden Winkeln hat stets 
nicht zusammenfallende Eckpunkte. Wir können einen derselben, etwa den- 
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jenigen, der die Ecke a, der Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt liefern soll, 
speciell ins Unendliche verlegen, dann ist das Zweieck geradlinig begrenzt. 
Diese specielle Lage wollen wir im Folgenden bevorzugen. Der Kreis 
des Einschnittes soll die Bedingungen erfüllen, durch den im Endlichen 
liegenden Eckpunkt des Zweiecks zu gehen und den Winkel dort in die 
beiden Teile „x und »x zu zerlegen. Es giebt stets einfach unendlich viele 
Kreise dieser Eigenschaft. Die Ausführung der zweiten Methode ist daher 
(im Gegensatz zu jener der ersten Methode) zwar stets möglich, doch nicht 
eindeutig bestimmt. Bei der Verlängerung des ausgewählten Einschnittes 
sind ferner folgende Möglichkeiten denkbar. Der Knotenpunkt 7, erreicht 
schliesslich: 
I. a) die Ecke c, oder 
9) die Seite a, c, innerlich, 
II. die Ecke z,, 
II. «) die Ecke 6, oder 
8) die Seite a, d, innerlich. (Man kann leicht diese Mögliehkeiten 
sich wieder durch schematische Figuren allgemein veranschaulichen). Bildet 
ein Theil des in diesem Momente zerfallenden Bereiches ein Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt, so nennen wir dieses wieder das „zweite Grenzdreieck“. 


Wir betrachten jetzt zunächst das specielle Beispiel näher: =, 
r 2 


Bd Ein Bliek auf die Figuren 32a, b, e belehrt uns: Wir können den 


Fig. 32. 


. ae . . 7. TE . 
verlangten Einschnitt in das Zweieck mit dem Winkel — so vornehmen, dass bei 


7 


seiner Fortsetzung der Knotenpunkt z, schliesslich entweder die Seite a, cı 
innerlich (Möglichkeit I, g, Fig. 32a) oder die Ecke a, (Mögliehkeit II, Fig. 32b) 
oder die Seite z, d, innerlich (Möglichkeit III, 3, Fig. 32«) erreicht. Die durch 
Verlängerung oder Verkürzung des Einschnittes in den Figuren 32a und 32c 


Nova Acta LXXI. Nr.5. 35 
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sich ergebenden Kreisbogendreiecke sind sämmtlich von einander verschieden; 
die durch Verlängerung oder Verkürzung des Einschnittes in der Figur 32b sich 
ergebenden Kreisbogendreiecke dagegen sind sämmtlieh mit dem gezeichneten 
identisch, da sie durch lineare, hyperbolische Transformationen mit den Fix- 
punkten —x und 4,—=c, in dieses übergeführt werden können. Irgend 
ein anderer zulässiger Einschnitt des Zweiecks wie die drei in den Figuren 
32a, b, e liefert uns auch keine weiteren als verschieden geltenden Kreis- 
bogendreiecke; denn wir können wiederum durch Anwendung einer linearen, 
hyperbolischen Transformation mit den Fixpunkten 4— x und d,—c, jede 
durch einen neuen Einschnitt entstandene Figur auf eine der Figuren 32a, e 
zurückführen. 

Die zu einem beliebigen Werthetripel A, x,» (mit der Bedingung 
= u+») gehörenden Figuren ergeben sich aus dem Beispiel, wenn die 
Seite a, d, um Ö, im positiven oder negativen Sinne gedreht wird, bis an 
der Ecke ö, der Winkel «x herauskommt, desgleichen die Seite a, c, um c,, 
bis an der Ecke c, der Winkel »x herauskommt. Wir gewinnen daher die 
folgenden allgemeinen Sätze: 


39. Ist der kleinste Exponent » gleich 0, also A—u, So 
bietet sich nur eine Möglichkeit für die Ausführung der 
zweiten Methode dar, nämlich diejenige, die der Figur 32c ent- 
spricht. Die Verlängerung des Einschnittes trifft: 

«) die Ecke d,, wenn „>1 ist (Abschnürung einer Kreisfläche) oder 

ß) die Seite a, d, innerlich, wenn „<1 ist (Abschnürung eines 

Zweiecks mit den Winkein ur). 

Das sich ergebende zweiteGrenzdreieck besitzt die Winkel 

in, |u— 1r, vr —0. 

40. Ist der kleinste Exponent » von O verschieden, so 
bieten sich stets drei Möglichkeiten für die Ausführung der 
zweiten Methode dar. Die Verlängerung des Einschnittes trifft: 

bei der ersten Möglichkeit: 

«) die Ecke a, wenn »>1 ist (Abschnürung einer Kreisfläche). 

8) die Seite a,c, innerlich, wenn »<1 ist (Abschnürung eines 

Zweiecks mit den Winkeln »x). 
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Das sich ergebende zweite Grenzdreieck besitzt die Winkel 
in, un, |y— 1|xr. 
bei der zweiten Möglichkeit die Ecke a.. 
Wir nennen das einzige sich hier ergebende Dreieck das Kreis- 
bogendreieck des Uebergangsfalles. 
bei der dritten Möglichkeit: 
a) die Ecke d,, wenn „>1 ist (Abschnürung einer Kreisfläche), 
ß) die Seite a,Ö, innerlich, wenn „<1 ist (Abschnürung eines 
Zweiecks mit den Winkeln ux). 

Das sich ergebende zweite Grenzdreieck besitzt die Winkel 

ir, |u— 1|x, vr. 

In Bezug auf das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles füge ich 
noch eine Bemerkung funetionentheoretischen Characters hinzu. Jenem allein 
ist die Eigenschaft eigenthümlich, dass die drei Kreise seiner Begrenzung dureh 
dieselben beiden Punkte gehen.') Wir denken dies Dreieck in solcher Lage 
gezeichnet, dass der Eckpunkt z,, wie bisher, im Unendlichen, die Eck- 
punkte d, nnd c, an der Stelle O und der Knotenpunkt 4 an der Stelle 
+1 liegen. Andererseits betrachten wir die Funetion: 

Se ld DR 


) v u 
1 SI 


b] 


wo für die Factoren des Nenners die Hauptwerthe zu nehmen sind, ins- 


besondere denjenigen für die Halbebene ® erklärten Zweig S,*, der dadurch 
Zi 
( 
u 
sollen. Wie man sich leicht überzeugt, bildet dieser Zweig S;* die Halb- 


bestimmt ist, dass x=* und (x— 1)” für = die Hauptwerthe annehmen 
ebene % so auf das soeben in seiner Lage normirte Kreisbogendreieck 
2 2 © 
des Uebergangsfalles ab, dass den Punkten x—=0, x, 1, bez. die Punkte 
u 
4—=x, 4—=0, 5a—=0, d—=]1 entsprechen. Wir erhalten daher als Resultat 
in Rücksicht auf den Satz 15 pag. 28: 
41. Das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles ent- 
spricht der Differentialgleichung des Uebergangsfalles. 


!) Der „Kern“ dieses Dreiecks (vgl. Anm. 1 p. 43) besteht aus einer einzigen Geraden, 
d.h. die drei zugehörigen Fundamentalsubstitutionen besitzen dieselben Fixpunkte. 


35* 
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Die auf die Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knoten- 
punkt und reellen Winkeln bezüglichen Resultate der $$ 9—11 fassen wir 
in folgenden Satz zusammen: 

42. Wir erhalten (allgemein gesprochen) für gegebene 
Exponenten A,» mit der Bedingung >u>» alle Kreisbogen- 
dreiecke mit einfachem Knotenpunkt und den Winkeln Ar, un, vr, 
wenn wir in der geschilderten Weise auf jedes der drei ersten 
Grenzdreiecke, die durch die Exponententripeli+1, u»; ,u+1,»; 
i,«,»+1 bestimmt sind, dem Satze 33 entsprechend die erste 
Methode anwenden, ausserdem, falls der Ausnahmefall vor- 
liegt, noch auf das Zweieck mit den Winkeln iz den Sätzen 39 
und 40 entsprechend die zweite Methode. 


8 12. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, 
zwei reellen und einem rein imaginären Winkel. 


Es seien zwei Exponenten, etwa a und „ reell, der dritte 
v»—=i»“ rein imaginär. Da der Ausnahmefall nicht vorliegen kann, kommt 
allein die erste Methode zur Construction der entsprechenden Kreis- 
bogendreiecke mit emfachem Knotenpunkt, zwei reellen Winkeln Az, ur 
und einem rein imaginären Winkel »“zi zur Anwendung. Als erstes Grenz- 
dreieck, von dem wir auszugehen haben, ist entweder das Kreisbogen- 
dreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (2 +1), ur, »"zi oder das- 
jenige mit den Winkeln Az, (u + 1)x, »“zi zu wählen.) Wir knüpfen 
unsere Betrachtung z. B. an das letztere an. Die erste Methode besteht 
dann wieder darin, dass wir (allgemein gesprochen) ‚entweder die Seite a, Ö, 
oder die Seite c, 4, über den Eekpunkt 2, hinaus als Einschnitt in den 
Bereich hinein fortsetzen und zwar so, dass von dem Winkel («+ 1)x 


I) Liegt nämlich irgend ein Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt, reellen 
Winkeln Az, ur und rein imaginärem Winkel »“xi vor und vereinigen wir am Knotenpunkt d, 
beginnend die in ihm zusammenlaufenden Enden der begrenzenden Kreisbogen successive mit 
einander, so muss der Knotenpunkt schliesslich die Ecke a, oder b, erreichen, da eine dritte 
Ecke nicht existirt, d.h. wir müssen zu einem der im Texte genannten ersten Grenzdreiecke 


gelangen. 
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gerade der Winkel x abgetrennt wird. (Fig. 33 und 34). Ist insbesondere 
der Exponent „—0, so wird die Ecke ö, des ersten Grenzdreiecks noth- 
wendig von zwei sich berührenden Kreisbogen gebildet. Es ist dann nur 


Fig. 33. Fig. 34. Fig. 35. 


möglich, eine der Seiten a, d, und c, ö, in der angegebenen Weise fortzu- 
setzen. In dem durch Fig. 35 dargestellten Beispiele eines solchen Falles 
war allein die Verlängerung der Seite a, 5, möglich. Nun können wir aus- 
gehend von dem zur Figur 35 gehörenden ersten Grenzdreieck unter Benutzung 
des im Absehnitt 1 des $ 7 (pag. 43) geschilderten Processes, wie leicht 
zu überblieken ist, durch eontinuirliche Aenderung der Begrenzung zu allen 
anderen hierher gehörenden Kreisbogendreiecken ohne Knotenpunkt gelangen, 
deren Winkel an der Eeke 6, gleich x ist, ohne inzwischen diesen Winkel 
selbst zu ändern. Sollte daher in irgend einem solchen Dreieck sich die 
Seite c, 5, in der angegebenen Weise verlängern lassen, so müssten wir 
auf dem Wege zu diesem Dreieck auch einem Dreieck begegnet sein, bei 
welchem sich keine der Seiten z, d, oder c, ö, oder beide über Ö, fortsetzen 
liessen, was ausgeschlossen ist. Wir gewinnen somit das Resultat: 

43. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln Az, (u + 1)x, 
»“ri lässt sich nach der ersten Methode über die Ecke 6, hinaus 
als Einsehnitt in den Bereich hinein: 

sowohl die Seite a, 65, wie c, 5, fortsetzen, wenn u>0 ist, 

nur die Seite 24, 6, wenn „=( ist. 

Setzen wir in dem durch Fig. 33 dargestellten Beispiel den Einschnitt 
weiter und weiter fort, so erreicht d, schliesslich die Seite a, c, im Punkt a;*. 
Da wir nun ausgehend von dem zur Fig. 33 gehörenden ersten Grenzdreieck 
nach dem am Ende des Abschnittes 1 im $ 7 gegebenen Resultate durch 
eontinuirliche Aenderung der Begrenzung zu jedem anderen als erstes 
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Grenzdreieck brauchbaren Kreisbogendreieck mit den Winkeln ix, (u +1)x, 
»“rxi gelangen können, ohne dass hierbei der Winkel an der Ecke 2, ein- 
mal =x werden müsste, so kann die hinreichende Verlängerung der Seite a, d, 
über 2, hinaus in keinem solchem ersten Grenzdreieck die Seite 2, c, innerlich 
oder die Ecke d, treffen. Wir gewinnen daher den Satz: 

44. Verlängern wir ausgehend vom Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln 3x, (u + 1)x, »"ri die Seite a, d, 
über 5, hinaus als Einschnitt in den Bereich hinein, so erreicht 
die Fortsetzung des Einschnittes 

entweder die Seite a,c, innerlich im Punkt a,* (Abschnürung 

eines Zweiecks mit den Winkeln ix; es ist dann A<]1) 

oder die Ecke a, (Abschnürung einer Kreisfläche; es ist dann 2>1). 

Das sich stets ergebende zweite Grenzdreieck besitzt die 

Winkel ]A — ir, ur, v"zi. 

Setzen wir in dem durch Fig. 34 dargestellten Beispiel den Einschnitt 
weiter und weiter fort, so wird schliesslich die Seite a, , innerlich im 
Punkt 3,* erreicht. Durch hinreichende Verlängerung der Seite c, ö, über Ö, 
hinaus kann in keinem ersten Grenzdreieck mit den Winkeln 2x, (u +1l)x, 
»“ri die Seite a, c, innerlich oder die Ecke a, getroffen werden, da die Kreise 
der Seiten c, 5, und c, a, sich überhaupt nicht schneiden. Wir gewinnen 
den Satz: 

45. Verlängern wir ausgehend vom Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln 3x, (u + 1)z, »“ri die Seite cd, 
über 4, hinaus als Einschnitt in den Bereich hinein, so erreicht 
die Fortsetzung des Einschnittes schliesslich 

entweder die Seite a, d, innerlich im Punkt 6,* (Abschnürung 

eines Zweiecks mit den Winkeln ax; es ist dann vu <1). 

oder die Ecke, (Abschnürung einer Kreisfläche; es ist dann „>1). 

Das sich stets ergebende zweite Grenzdreieck besitzt die 

Winkel 3x, |u — 1|r, »"xi. 

Auf den Fall, dass als erstes Grenzdreieck das Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (4 + 1)z, ur, »“ri gewählt ist, übertragen 
sich die vorstehenden Betrachtungen, wenn man in ihnen die Bezeichnungen 
a, und Ö,, sowie 2 und „ mit einander vertauscht. 
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8 13. 
Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt, 
einem reellen und zwei rein imaginären Winkeln. 


Es seien zwei Exponenten rein imaginär, der dritte reell. Der Aus- 
nahmefall tritt stets dann und nur dann ein, wenn der reelle Exponent, 
etwa », gleich 0 und die rein imaginären Exponenten, 7% und „“, einander 
gleich sind. Nach Satz 27 (pag. 36) ist die einzige symmetrische Function, 
die sich in diesem Falle ergiebt, die s-Funetion mit den Exponenten 7%, «“, 1. 
Ihr entspricht das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln 
"ri, u"zi, x; ein Beispiel giebt Figur 36. Von diesem Falle 
können wir fernerhin absehen, da es hier eben Kreisbogen- 7,7 
dreiecke mit Knotenpunkt nicht giebt. ' 

Die rein imaginären Exponenten seien jetzt für das Fol- » 


gende mit „“ und »“, der reelle Exponent mit 2 bezeichnet. (Ist 


= 


,— 0, so kommt also nur der Fall noch in Betracht, dass „= »"“ y er 
ist). Es kommt wieder nur die erste Methode bei der Con- Fig. 36. 
struction der Kreisbogendreicke mit einfachem Knotenpunkt, 
rein imaginären Winkeln a“xi, »“zi und reellem Winkel 4x zur Anwendung. 
Als erstes Grenzdreieck, von dem wir auszugehen haben, gilt das Kreis- 
bogendreieck ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (2 + 1)x, u“xi, v“zi. Die 
erste Methode besteht wieder darin, dass wir (allgemein gesprochen) ent- 
weder die Seite d, a, oder die Seite c, a, über a, hinaus als Einschnitt in 
den Bereich hinein verlängern und zwar so, dass vom Winkel (2 + 1)x 
gerade der Winkel x abgetrennt wird. Ist =0, so wird nach dem Ab- 
schnitt 2 des $ 7 (pag. 45) die Ecke a, 

«) von zwei demselben Kreise angehörenden Bogen gebildet, wenn 

u — »v" ist, 

5) von zwei sich berührenden Kreisbogen, wenn 4“ = »* ist. 
Im Falle «, dem jetzt ausgeschlossenen Ausnahmefalle, lässt sich keine der 
Seiten d, a, und c, a, über a, in der angegebenen Weise fortsetzen, im Falle # 
dagegen nur eine der genannten Seiten. Ein Beispiel, für welches 4“ > »“ 
ist, bieten die Figuren 37 a, b; hier liess sich die Seite c, a, über a, fortsetzen. 
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Nun können wir, ausgehend von Fig. 57a, dureh continuirliche Aende- 
rung der Begrenzung zu jedem beliebigen anderen Kreisbogendreieck mit 
den Winkeln x, w“xi, v“zi mit der Bedingung “> »“ gelangen, ohne dass 
sich unterwegs die Grösse des Winkels der Ecke a, ändert oder die Winkel 


Fig. 37b. 


w“zi und »“zi einander gleich werden. Wir gewinnen daher folgendes 
Resultat: 


46. Im ersten Grenzdreieck mit den Winkeln (A + 1)x, u"xi, 
»“zi lässt sich nach der ersten Methode über die Ecke a, hinaus 
als Einschnitt in den Bereich hinein: 

sowohl die Seite d, a, wie die Seite ca, fortsetzen, wenn 

PS0RIST 

nur die Seite sa, wenn 3—O und u“ >v" ist, 

nur die Seite d4,a,, wenn A=(0 und 4“ <»" ist. 

Ist ein Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt etwa durch Verlängerung der 
Seite c, a, über a, hinaus entstanden, so kann die Seite d, c, natürlich durch 
weitere Fortsetzung des Einschnittes nicht getroffen werden, da die Kreise 
der Seiten 6, c, und a, c, Sich überhaupt nicht schneiden. 

47. Verlängern wir, ausgehend vom Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt mit den Winkeln (2+1)x, u“xi, »"zi die Seite cı a, 
über a, hinaus als Einschnitt in den Bereich hinein, so trifft 
die Fortsetzung des Einschnittes schliesslich 

entweder die Seite a, d, innerlich im Punkt a,* (Abschnürung 

eines Zweiecks mit den Winkeln Az; es ist dann 2< 1) 

oder die Ecke a, (Abschnürung einer Kreisfläche; es ist dann 2>1). 

Das sich stets ergebende zweite Grenzdreieck besitzt die 

Winkel IA— ij, w“xi, v*ni. 


[65] Geometr.-analyt. Theorie der symmetr. S-Funetionen mit einf. Nebenpunkt. 271 


Das Analoge gilt, wenn wir ausgehend von demselben Kreisbogen- 
dreieck ohne Knotenpunkt die Seite 6, a, über z, hinaus verlängern. Es 
sind in dem Satze 47 nur die Bezeichnungen 5, und c,, sowie „“ und »* 
mit einander zu vertauschen. 


$S 14. 


Construction der Kreisbogendreiecke 
mit einfachem Knotenpunkt und drei rein imaginären Winkeln 
nach der dritten Methode. 


Bei der ‚Construction der Kreisbogendreiecke mit einfachem Knoten- 
punkt und drei rein imaginären Winkeln 4"xi, w“xi, vzi kommt nach $ 8 
No. III (pag. 48) allein die dritte Methode zur Anwendung. Wir setzen 
wieder 7°>u“>»“ voraus. Aus (den Betrachtungen des $ 5 (pag. 3äf.), ins- 
besondere den Sätzen 25 und 28 daselbst folgt zunächst: 


48. Stets dann und nur dann lassen sich für drei rein 
imaginäre Exponenten 4%, u“, »i Kreisbogendreiecke mit ein- 
fachem Knotenpunkt econstruiren, wenn 3“>u“+»“ ist.) Der 
Knotenpunkt Z, kann in einem solchen Dreieck nur auf der 
Seite d, c, gelegen sein. 

Die dritte Methode zur Construction der Dreiecke für gegebene Ex- 
ponenten A,“%, 1“, »,“ besteht nun im Folgenden: 

Wir eonstruiren zunächst drei concentrische Kreise A}, A;, A}, so- 
dass A; und A, den Winkel 2“, X, und AZ den Winkel “ri mit einander 
bilden (vgl. pag. 41). Die Kreise A) und A, bilden dann den Winkel 
(4,“— u“)ai mit einander. Eine beliebige durch den gemeinsamen Mittel- 
punkt gehende Gerade möge die Kreise bez. in den Punkten Z, L*; M, M*; 
N, N* schneiden. (Fig. 38 der folgenden Seite). Die ebene Figur fassen 
wir auf als eine stereographische Projection einer entsprechenden Figur 
auf der Kugel der complexen Variablen 5 Den Punkten N, N* und dem 


!) Dieser Satz ist in Uebereinstimmung mit der in den „Beiträgen“ $ 19 in Bezug 
auf die Figur 66a daselbst aufgestellten Bedingung. Er ergiebt sich übrigens rein geometrisch 
auch aus den folgenden Betrachtungen des Textes. 
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Mittelpunkt der Kreise legen wir bez. die Werthe 0, x, 1 bei; die Kugel 
ist dann vom Punkte — 1 auf die Tangentialebene des Punktes + 1 projieirt 
zu denken. Die den Punkten Z, L*, M, M* 
zukommenden Zahlenwerthe seien durch 
dieselben Buchstaben bezeichnet. Der 
speciellen Lage der Figur auf der Kugel 
entsprechend ist 


Wir transformiren nun allein den 


Kreis A) durch folgende hyperbolische 
Fig. 38. Substitution: 


(20) S = €. S, wo C ein reeller Parameter ist, der entweder der 


Bedingung 
R Bei 
(21a.) el Fr 
oder 
A ME ® 
(21b.) 12C> 7, genügen soll. 


Der durch diese Transformation aus A) entstehende neue Kreis A7' 
bilde mit A, den Winkel »“rxi. Die Winkel der Kreise A; und A}, sowie 
KA, und A, sind auch nach der Transformation unverändert 2,“ri und u,“xi. 
Nach Formel (18) (pag. 43) ist jetzt: 


„1+v@L CL, M, M 


(22. v"z — log en IL. 
m. ° 1--y(0.L, C.L, M, M*) 


wo für die Wurzel und den Logarithmus die Hauptwerthe zu nehmen sind. 


Setzt man C — = oder 0 = = — = so Ist »"—(0. 


Nun ist (@L 0.I*% M. M*) — LM €. MZL 
Bunzei (0.202, 10) GE 


Also: 

y y v7 2 

(23.) 0. L—M C.M-—L ( — 
vr 


Cena) (AN, 


[167] Geometr.-analyt. Theorie der symmetr. S-Functionen mit einf. Nebenpunkt. 273 


Es sei ©, ein beliebiger specieller Werth von € in dem durch die Un- 
gleichungen (21a) bestimmten Intervall. Wendet man die Substitution (20) für 


I 1 2 s 
C = 6, oder diejenige für O— — an, wo 7 dann dem durch die Ungleichungen 


0 0 
(21b) bestimmten Intervall angehört, so entsteht beidemal derselbe speeielle 
Werth »,“zi des Winkels »“xi. Die beiden Systeme der Kreise A\‘, A,, X, 


die sich durch die Substitution (20) für CC, und für 0 — ! ergeben, 


urn] 

0 
gehen aber durch eine halbe Umdrehung um den Punkt 1 der Figur 38 in 
einander über; folglich gelten sie für unseren Zweck nicht als verschieden. 
Da andererseits für den Werth »—»,“ sich aus der für © quadratischen 
Gleichung (23) nur zwei Werthe C ergeben, so kann dieselbe Grösse »“ri 
des Winkels »“zi nicht noch für einen anderen Werth € in den durch die 
Ungleiehungen (21a) und (21b) bestimmten Intervallen erhalten werden. 


Wir gewinnen daher den Satz: 


en 
M 
stetig abnimmt), so nimmt der Winkel »“zi stetig von (A*—u“)xi 
bis O ab. 


Wenn C von 1 bis u stetir zunimmt (oder von 1 bis 
7 to} 


Wir bekommen in der geschilderten Weise demnach stets eindeutig 
drei Kreise, welche die gegebenen Winkel A,“xi, u“xi, »,“zi mit einander 
bilden. Wie wir aus der Figur der drei Kreise 
die Kreisbogendreiecke mit einfachem Knoten- 
punkt auf der Seite 2, c, erhalten, wird durch 
die ein Beispiel darstellende Figur 39 genügend 
erläutert. Unterscheiden wir jetzt wieder den 
Hauptfall und den Ausnahmefall, so gilt zunächst: 


49. Im Hauptfalle, d.h. wenn 4° > u“ +» 


ist, sind die durch Fortsetzung (oder / 
Verkürzung) des „Einschnittes“ ent- FL 
stehenden Kreisbogendreiecke so lange Fig. 39. 
von einander verschieden, bis der Kno- 

tenpunkt d, den Kreis Ä,' der Seite d,c, gerade einmal um- 
laufen hat. 


36* 
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Im Ausnahmefalle 7#°—u“+»“ sind die drei Kreise in der von uns 
bevorzugten Lage concentrisch. Bei allgemeiner Lage besteht ihre geo- 
metrische Eigenart darin, dass die zu zweien der Kreise orthogonalen Kreise 
auch zum dritten orthogonal sind. Die durch Fortsetzung des Bogens d, @, 
über d, hinaus als Einschnitt in den Bereich hinein entstehenden Kreis- 
bogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt sind mit dem ursprünglichen kreis- 
verwandt. 

50. Im Ausnahmefalle, d. h. wenn 2°=u“ +»“ ist, erhalten 
wir also nur ein einziges Kreisbogendreieck mit einfachem 


Knotenpunkt. 


$ 15. 
Existenzsätze der allgemeinen Function 5 (& «) im Hauptfalle. 


Die Betrachtungen dieses Paragraphen haben nicht zur Voraussetzung, 
dass es sich um „symmetrische“ ‚S-Functionen handelt, sondern gelten für 
allgemeine S-Funetionen. Es möge der im $ 3 (pag. 26) definirte Haupt- 
fall vorliegen. 

Die durch Gleichung 10 (pag. 25) mit einander verbundenen Para- 
meter r und A, lassen sich auf unendlich viele Weisen durch eine Hülfs- 
srösse « rational ausdrücken, so dass die genannte Gleichung befriedigt ist. 
Wir setzen beispielsweise: 


c (+ u—v) «a — 21 
24. a —— —— — 4 
2 u: 2au—(A+u-+») 


(Bene - a v) Atu—v)atii+tu+ >), 


Au@tu—r)—(Atu—m)(A 
2au— (A +u+tv) B 


Jedem zusammengehörigen Werthepaare „, A, entspricht nach den 
Gleichungen (24) und (25) ein bestimmter Werth « und umgekehrt jedem 
Werth « ein bestimmtes Werthepaar „, A.) Führen wir die den Para- 


1) Genau dasselbe würde gültig sein, wenn wir an Stelle der Gleichung (25) 
die folgende 
25) A=—r + ER ar (A Eh We) + 2) (A er v)@ eb A@ tut») 
2 2au—(A+u+p) 


setzten. 
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metern » und A, gleichen Ausdrücke in die Differentialgleichung (9) (pag. 25) 
ein, so wird ihre rechte Seite eine rationale Function von «. 

Wir nehmen an, den Exponenten 2, «, » Seien specielle Werthe gegeben. 
Es sei sodann x, ein specieller Werth des Argumentes x mit positivem ima- 
ginärem Bestandtheil. Ferner seien C, G, G gegebene endliche (eomplexe) 
Constante, von denen jedenfalls C, von 0 verschieden sein soll. Aus der 


allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen folgt dann: 


5l. Giebt man dem Parameter « irgend einen Werth «, 
sodass der zugehörige Werth r—=», von x, verschieden ist, so 
existirt stets eine und nur eine Particeularlösung S, (x) der 
Art, dass ein Zweig von ihr in der Nähe des Punktes x, 


regulär ist und für —=x, die Gleichungen: 
SO. Ze er erkullkt.,) 


Die rechte Seite der Differentialgleichung ist als Function des Para- 
meters « betrachtet regulär in der Nähe eines jeden Punktes «, dem ein 
von x verschiedener Werth r zugehört. Auf Grund dieser 'Thatsache ge- 
stattet uns die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen dem Satze 51 


die folgende Erweiterung‘) hinzuzufügen: 


52. Wenn «, wie oben irgend ein specieller Werth von 
aist, sodass der zugehörige Werth r = von x, verschieden 


ist, so ist die Partieularlösung S, als Funetion von x und. auf- 


gefasst in der Nähe des Punktes x,, «, regulär. 


Das Argument x der Function S, deuten wir nach Satz 11 (pag. 24) auf 
einer (allgemein gesprochen) unendlichblättrigen Riemann’schen Fläche. Es 
sei x, irgend ein zweiter, ebenso wie x, in einem bestimmten Blatte gelegener 
Werth von x, der von O0, x, 1 verschieden und kein Unendlichkeitspunkt 
der Funetion S, (x, «,) ist. Nach der Methode der analytischen Fortsetzung 


!) In allgemeinerer Form ist dieser Satz z. B. bewiesen in Goursat, Vorlesungen über 
die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, $ 5 pag. 10. Leipzig 1893. 

2) Dieselbe ist wieder ein specieller Fall eines weit allgemeineren Satzes, der sich 
in Goursat, 1. ec. $ 7, p. 16 findet und den wir der Kürze halber hier wiederzugeben unter- 
lassen. 
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im Sinne von Weierstrass kann man aus dem ursprünglichen Element der 
Funetion .S, (x, «@), welches nach Satz 52 für die Umgebung des Punkts x,, & 
erklärt ist, mittelst einer endlichen Anzahl von Schritten ein anderes für 
die Umgebung der Stelle x,, «, gültiges ableiten. Auf solche Weise ge- 
winnen wir als Resultat den Satz: 


53. Die in den Sätzen 5l und 52 definirte Particular- 
lösung S, (x, «) ist in der Nähe eines jeden Punktes x,, «, regulär, 
wenn nur x, von 0, x, 1 verschieden und kein Unendlichkeits- 
punkt der Function S5(x, «,) ist. — 

Wir führen statt der Partieularlösung S, (x, «) eine andere (S, (z, «)) 
ein vermöge der Gleichung: 


(26.) (S,) BER wo z.o.0,r solche endliche, von x und « un- 
5 oc, +7 Inf 


abhängige Grössen mit der Determinante ar—g0—1 sein mögen, dass 6S, +7 
für v—=x,, @—=c«, nicht verschwindet, damit = x, «a—=.«, kein Unendlich- 
keitspunkt der Funetion (S,(, «)) ist. Aus den Gleichungen: 


(See 


22 os Ar T 
’ SS 
27 IST "— —N 
@7)| Das 
(Ss + Dt — 2050 
el iEm (65, + 3 


folgt: 

(S), (S), (S)" sind für =, a=m, ebenfalls drei’ be- 
stimmten, endlichen Constanten gleich, von denen die mittlere 
nicht verschwindet. und 


Sind umgekehrt drei endliche Constante gegeben, denen 
(S), (5% ST TLir zer, «m, bez. "gleich «sein sollen, Zohne 
dass die mittlere verschwindet, so werden durch die Glei- 
chungen {27) in Verbindung mit der Bedingung ar—o6—=1 die 
Grössen 7, o,0,r eindeutig bestimmt, abgesehen davon, dass 
man bei allen gleichzeitig das Vorzeichen umkehren kann. 

Aus dem Umstande, dass für die Funetion (S,) dann dasselbe gilt, 
was in den Sätzen 52 und 53 von der Function S, ausgesagt ist, schöpfen 
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wir die Berechtigung, ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Ab- 
bruch geschieht, die Constanten €, C,, C, später sogleich so gewählt voraus- 
zusetzen, dass noch gewisse Bedingungen erfüllt sind, z. B. die, dass für 
eine endliche Zahl von anzugebenden Argumentwerthen ein bestimmt ab- 
gegrenzter Zweig der Function S, (x, «,) nicht unendlich gross wird. 


$ 16. 
Die symmetrischen S-Funetionen des Haupftfalles und ihre 
Kreisbogendreiecke unter Ausschluss ganzzahliger Exponenten. 


Wie im vorigen Paragraphen möge noch ferner der Hauptfall 
vorliegen. 

Wir setzen weiterhin zunächst voraus, dass keiner der Ex- 
ponenten A, «„» ganzzahlig ist. 


Es sei mit 5," (x, «) derjenige Zweig der Function S, (3, «) bezeichnet, 
der für die Halbebene ® erklärt und durch analytische Fortsetzung aus 
der nach Satz 52 zunächst für die Umgebung der Stelle x, definirten Ent- 
wicklung der Funetion S, gewonnen ist, und mit ‚5** (x, «) derjenige Zweig 
derselben Function, der gleichfalls für die auf der positiven Seite der Axe 
des Reellen gelegene Halbebene (x) erklärt und aus ‚5,* nach einmaliger 
positiver Umlaufung eines der singulären Punkte 0, x, 1, sagen wir des 
Punktes 0, hervorgegangen ist. Es seien sodann x, %, x, drei beliebige 
Werthe des Argumentes x mit positivem imaginärem Bestandtheil, welche 
überdies die folgenden Bedingungen befriedigen mögen: Es soll in ihnen der 
Zweig 5” (% «,) endliche, von einander verschiedene Werthe „ı(«), 12 (&), 
Ys(«,) und ebenso der Zweig ‚S,** (x, «,) endliche Werthe 7, (&), 9 (&), Y; (@) 
annehmen. Letztere sind dann ebenfalls von einander verschieden. 

Da diesen Bedingungen gemäss nach Satz 53 die Zweige S* (1, «) 
und 5,” (x, «) in der Nähe der Punkte x, &; X, &} X, a, regulär sind, so 
gewinnen wir den Satz: 


Diejenigen Functionen y,(«), y(a), y;(@), DEZ. A(c), 9,(«), ,(«), 
in welche die genannten beiden Zweige übergehen, wenn 
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wir dem Argument x der Reihe nach die Werthe x, x,, 2, er- 
theilen, sind in der Nähe des Punktes „, regulär. 

Nach dem Satze 8 (pag. 23) erleidet nun ein Zweig der ‚S-Funection, 
die sich für einen speciellen Werth « ergiebt, eine gebrochene lineare Sub- 
stitution 4 mit constanten Üoefficienten, wenn das Argument x einen vollen 
positiven Umlauf um einen der singulären Punkte 0, x, 1 ausführt. Wir 
können daher den Ansatz machen: 


(28.) Sı "@ «) = J Eee = = 


wo die Verhältnisse der (endlichen) Grössen f, g, h, k Functionen von « 
allein sind. Zu ihrer Bestimmung haben wir die folgenden Gleichungen: 


7 
ER’ rı=1,3,9, 


oder: 
(29) fy +9 — hy; —ky =, für i=1, 2,3. 
Zur Abkürzung wollen wir beispielsweise die Determinante 
y 9 1 
% 9 | mit |y;, 9, 1] bezeichnen. 
Yy % 1 


Wir finden dann: 

80.) f:g:h:k—|1, 49% l:|9 9% val:]y 1:11 u Yel. 

Wir nehmen jetzt nachträglich an (vgl. die Bemerkung am Schlusse 
ddes vorigen Paragraphen), es seien die Uonstanten C, C,, C, so gewählt, dass 
keine der Fundamentalsubstitutionen 4, B, T, die der Zweig S;* (x, «,) erleidet, 
wenn das Argument x den singulären Punkt O0 bez. x, 1 in positivem 
Sinne umläuft, den Unendlichkeitspunkt der Fbene der Function als Fix- 
punkt besitzt. Dies besagt, dass in der Substitution (28) die Grösse A für 
«= «, nicht verschwindet. Deuten wir in der Gleichung (29) die Grössen 
Y:, % einen Augenblick als rechtwinklige Coordinaten, während die Coeffi- 
cienten ihre Werthe für «— «, annehmen, so stellt sie einen nicht zer- 
fallenden Kegelschnitt dar, da die Diseriminante, der Ausdruck fk — gh 
für « — «,, nicht verschwindet. Die in den Gleichungen (30) vorkommende 
Determinante |y,, 7,1] kann daher für «= «, nicht verschwinden, da anderen- 


falls die drei dureh die rechtwinkligen Coordinaten y,;(«), I) für =1, 2,3 
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dargestellten Punkte einer geraden Linie angehören würden, was unserer 
soeben gemachten Bemerkung widerspricht. Dies giebt uns die Berechtigung, 
die Grössen fg, h, k ihren auf der rechten Seite der Gleichungen (30) 
stehenden Verhältnisgrössen unmittelbar gleich zu wählen, d.h. zu setzen: 
f=11 49% Wi, 
(31.) — Iy; I Yıyıl, 
h—=|9.%.1], 
k= I}; Yıfı, Yı 1b 
Die Grössen ;g,h,k sind dann Functionen von a, die 
in der Nähe von «, regulär sind. 
Wir bezeichnen die Fixpunkte der Substitution (28), welche wegen 
der über A, «, » gemachten Voraussetzung von einander getrennt sind, mit 4. Z.. 
Es ist: 


(32.) eig 
2h 
d.h. 
Die Fixpunkte 4, 4 der Substitution (28) sind eben- 
falls Functionen von, die in der Nähe von „ regulär sind.) 


Dem letzten Satze stellen wir sogleich die folgende Ergänzung zur 
Seite, die sich analog ergiebt: 


Auch die Fixpunkte »,, =, und »,, », derjenigen beiden 
Substitutionen 3, T, die der Zweig S, (x a) bei voller positiver 
Umlaufung des Argumentes x um den singulären Punkt 
oder 1 erleidet, sind Funetionen von a, die in der Nähe von 


« regulär sind. — 


1!) Geben wir der Substitution (28) die folgende Form: 


Sad Uta) — 


so können wir die Fixpunkte als Functionen von « einfacher darstellen durch die Verhältnisse: 


Dig in So (© &) — Iı Arch So* (@, ea) — Iı 


Ich | yo y ey: iyy,e y eriyl:[1, 96 yolle the). 


In Rücksicht auf den Fall eines ganzzahligen Exponenten A ($ 17) sind indess die 
Entwicklungen des Textes vorzuziehen. 
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Es sei jetzt «, insbesondere ein solcher specieller Werth des Para- 
meters «, dass die zugehörigen Werthe „, und 4, reell sind und „, von 
0, ,1 verschieden ist. Dann ist die Function S, (x, «) eine symmetrische 
S-Function. 

Aus der geometrischen Theorie des dem Zweige 5,* (x, «,) entsprechenden 
Kreisbogendreiecks wissen wir, dass für @—.«, entweder alle sechs Fix- 
punkte der Substitutionen 4, B, 7 von einander verschieden sind oder drei, 
von denen jede der Substitutionen einen liefert, in denselben Punkt zu- 
sammenfallen, die drei übrigen aber von letzterem und von einander ver- 
schieden sind. Wir können daher stets drei für «=c«, nicht zusammer- 
fallende Fixpunkte auswählen. Dieselben seien mit e,(«) für ?— 1,2,3 
bezeichnet. 

Würden wir dem Parameter « nur solche Werthe «, geben, welche 
symmetrische Functionen 5“ (x, «,) bedingen und «, von «, aus sich con- 
tinuirlich ändern lassen, so würde auf Grund des Satzes 53 (pag. 69) sich 
auch die Begrenzung des der Function S,* (x, «,) zugehörigen Kreisbogen- 
dreiecks continuirlich ändern und damit auch das System der drei Kreise, 
deren Bogen die Begrenzung bilden. Ist es nun möglich, aus der Function 
S* (x, «,) eine andere Partieularlösung .S* (x, «,) abzuleiten, so dass die drei 
Kreise der Begrenzung der ‚S* (x, «,) entsprechenden Kreisbogendreiecke 
für die verschiedenen Werthe «, mit den für «—=«, sich ergebenden Kreisen 
zusammenfallen? Als nothwendige Bedingung hierfür ergiebt sich, dass drei 
nicht zusammenfallende Fixpunkte sich mit «, nicht ändern dürfen. Dass diese 
Bedingung auch hinreichend ist, wird sich im Laufe der Untersuchung 
ergeben. 
Wir führen, um die nothwendige Bedingung zu befriedigen, an Stelle 
des Zweiges S;* (x,«) der durch die Bedingungen des Satzes 51 definirten 
Function S, (x, «) den entsprechenden Zweig S* (x, «) einer neuen Partikular- 
lösung S (x, «) ein vermöge der linearen Substitution: 


S* (x, «) = £ 50" ae) Hu 
(33.) i vSo* (a, ce) + w 
ES + u—v. 8 HF —wStr—0, 


oder: 


wo die Verhältnisse der Grössen #, u,v,  Funetionen von « allein sein sollen. 
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Die zur Bestimmung der Verhältnisse der Funetionen #, u, v, w hin- 
reichenden Gleichungen gewinnen wir, wenn wir in der geordneten Gleichung 
(«.) für—1,2,3 


an Stelle von So“ (x, «) die entsprechenden Functionen e; («) einführen. 


i 


(33) an Stelle von S“ (x, «) der Reihe nach die Grössen e 


Es wird demnach: 


(34) t:u:w:w—|1, &(@)..& (a), & (@)]|:| e: (a), & (a), & (@) . ei () | 
: | & (e), &tao), 1|:|1, e (a) .e (e), e (e) |. 

Da der Zweig S* (x, «,) gleich dem Zweige S,* (x, «,) ist, so muss 
für aa, t:u:v:w—1:0:0:1 sein, eine Forderung, der in der That die 
Verhältnissgrössen auf der rechten Seite der Gleichungen (34) genügen. 
Nun ist die Determinante | 1, e; («) . e; («), e: («.) | für «— «, sicher von O ver- 
schieden. Foglich können wir Zu, », w ihren auf der rechten Seite der 
Gleichungen (34) stehenden Verhältnissgrössen wieder unmittelbar gleich 


wählen. Wir setzen also: 


[ t=|1 &().e(o), 6 (@) |, 

| u | e(e), & (a), & (a.) . e: (a) |, 
v—| e; (oe), & (@.), 1], 

w=|1, &(&).e(a), &(e)|, d.h. 


(35.) 


Die Grössen zw», w sind Functionen vona«, die in der 
Nähe von «, reeulär sind und für a=«, entsprechend die 
o > o 


Werthe [1, e2 («.), & («) |, 0, 0, | 1, e2 («), & (a) | annehmen. 


Jetzt können wir sogleich auch den folgenden dem Satze 53 (pag. 69) 


entsprechenden Satz aussprechen: 


54. Die Partikularlösung S(a, «) ist in der Nähe eines 
jeden Punktes x, « regulär, wenn nur x, von O0, x, 1 ver- 
schieden und keine Unendlichkeitsstelle der Funetion S(x, «) — 
Ss (&3) &) ist. 

Wir nehmen endlich noch an, dass auch der Werth x—r, kein 
Unendlichkeitspunkt des Zweiges Sl ea) 5, (& oo) ist, was sich’ auch 
stets durch geeignete Wahl der Constanten C, C,, GC, des Satzes 51 (pag. 68) 


erreichen lässt. 
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Für unseren Zweck kommt nun insbesondere der folgende specielle 
Theil des Satzes 54 in Betracht: 

Der Zweig S* (z,«) ist in der Nähe des Punktes x —»,, 
«e— « regulär. Hieraus können wir sofort die für uns wichtige Folge- 


rung ziehen: 


59. Der Knotenpunkt ,,.d.h. der Wezth des’Zweiwes 
S*(x,a) für —=r, ist eine in der Nähe von „ reguläre Function 
von .«e. 

Wir beschränken jetzt « in der That auf diejenigen Werthe «, in 
hinreichender Nähe von «, die zu symmetrischen Funetionen 5 (x, «) führen. 

Aus der geometrischen Theorie der Kreisbogendreiecke mit Knoten- 
punkt wissen wir nun, dass es in jedem Falle überhaupt nur eine endliche 
Zahl verschiedener Schaaren solcher Kreisbogendreiecke für vorgegebene 
Werthe A, a, » giebt, also auch nur eine endliche Zahl verschiedener 
Systeme dreier Kreise, deren Bogen die Begrenzung bilden, wenn wir 
wieder solche Systeme nicht als verschiedene betrachten, die durch lineare 
Transformation in einander übergeführt werden können. Dass nun die drei 
Kreise der Begrenzung der Kreisbogendreiecke, welche dem Zweige 5” (x, «,) 
für die verschiedenen Werthe «, entsprechen, bei Aenderung von a, sich 
linear transformiren, ist deswegen ausgeschlossen, weil die drei ausgewählten 
Fixpunkte unverändert bleiben. 


Es folgt daher: 


56. Die zu S* (x, a) für die verschiedenen Werthe « ge- 
hörenden Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt können sich 
nur darin unterscheiden, dass ihr Einschnitt mehr oder weniger 
verlängert oder zusammengezogen ist. 

Und der Satz 55 gestattet den letzten Satz sogleich folgendermaassen 


zu ergänzen: 


57. Lassen wir « von ©» aus sich continuirlich so ändern, 
dass der entsprechende Nebenpunkt z, ohne gleich 0, x, 1 zu 
werden, nur solche Werthe annimmt, welche symmetrische 


Funetionen 5* (x, «) bedingen, so beschreibt auch der ent- 
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sprechende Knotenpunkt 4 der zugehörigen Kreisbogen- 
dreiecke eine continuirliche Linie, d. h. der Einschnitt des der 
Function 5° (x, %) entsprechenden Kreisbogendreiecks setzt 
sich continuirlich weiter fort oder zieht sich continuirlich zu- 
sammen. 


Wir behalten jetzt keine andere einschränkende Annahme oder Vor- 
aussetzung bei als die, dass der Hauptfall vorliege und keiner der reellen 
oder rein imaginären Exponenten A, a, » ganzzahlig sei. 


Das Endergebniss der vorstehenden Betrachtungen findet dann seinen 
Ausdruck in der folgenden Umkehrung der Sätze 56 und 57, die indess 
keines neuen Beweises bedarf, da jedem Kreisbogendreieck ein und nur 
ein Werth «, entspricht: 


58. Wenn wir ausgehend von einem beliebigen Kreis- 
bogendreieck mit einfachem Knotenpunkt den Einsehnitt des- 
selben continuirlich verlängern oder zusammenziehen, so 
wandert dementsprechend der Nebenpunkt „ continuirlich in 
dem bezüglichen Intervall der Axe des Reellen. 


Auf Grund der Thatsache, dass wir in dem geometrischen Theile 
alle Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt für gegebene Expo- 
nenten 2, «, » zu construiren gelernt haben, können wir hinzufügen: 


59. Gelangen wir hierbei zu einem ersten oder zweiten 
Grenzdreieck, so erreicht der Nebenpunkt r nothwendig einen 
der singulären Punkte 0, ©, 1 und zwar z.B. den Punkt 1, 
wenn der Knotenpunkt d, in den Eekpunkt c, oder in den 
Punkt c*, den zweiten Schnittpunkt der Kreise der Seiten «4 4 
und c, d,, übergeht. 


Denn sollte dieses nicht der Fall sein, so müsste es nothwendig 
noch andere Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und denselben 
Exponenten A, „, » geben, die sich nach den von uns angegebenen Methoden 
nicht ergeben hätten, was nicht möglich ist. 
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Sl. 
Erweiterung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
für ganzzahlige Exponenten. 

Wir wollen jetzt auch zulassen, dass die Exponenten 2, u, » ganz- 
zahlige Werthe haben. Wir beschränken uns darauf, diejenigen Punkte her- 
vorzuheben, in welchen die Betrachtungen des vorigen Paragraphen dann eine 
Modification erfordern. Es sei etwa der Exponent 4 ganzzahlig. (Die analogen 
Entwicklungen gelten natürlich, wenn „ oder » ganzzahlig ist). Die pag. 71 
eingeführten Bezeichnungen mögen auch hier in gleicher Weise gültig sein. 
Zunächst gelten die Betrachtungen der $$ 15 und 16 bis zur Formel (30) 
(pag. 72) incl. unverändert auch hier. Die durch die Gleichung (28) ge- 
gebene Fundamentalsubstitution 4 des Zweiges 5,” (x, «) ist jetzt jedoch 
für einen bestimmten Werth « entweder eine identische oder eine parabolische. 

Ist die Fundamentalsubstitution A eine parabolische, so setzen wir 
wieder voraus, dass der einzige Fixpunkt / derselben nicht mit oo zusammen- 
fällt. Dann gelten wieder die Gleichungen (31), sowie der ihnen folgende 
Satz der Seite 72. 

Ist die Fundamentalsubstitution A dagegen die Identität, so sei der 
Werth S* (x, «) für x=0 nicht unendlich. Es ist jetzt 9, («,) = Y; («,) für 
’=1,2,3. Die auf den rechten Seiten der Gleichungen (30) stehenden Ver- 
hältnissgrössen werden daher für «—=«, bezüglich: | 1, 4? («,), 9; (&) |, 0, 0, 
1, u? (%), 4 (&)|. Da die erste dieser Grössen endlich ist und nicht ver- 
schwindet, so gelten auch hier die Gleichungen (31) und der ihnen fol- 
gende Satz. 

Man überzeugt sich nun leicht von der Richtigkeit des folgenden 


T'heorems. 


60. Ist für alle Werthe « in der unmittelbaren Umgebung 
der Stelle « die Fundamentalsubstitution des Zweiges S,* (x, «) 
die Identität, so ist sie überhaupt für jeden beliebigen Werth 
« die Identität. 

Ist ferner für unendlich viele Werthe «, die Fundamentalsubstitution A 
die Identität, so muss es nothwendig eine Häufungsstelle «, der Werthe «; 


geben. Wir setzen einen Augenblick «,=«,. Da die Grössen y und 7 in 
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der Umgebung von «, reguläre Functionen von « sind und dort & viele 
Nullstellen haben, so müssen sie überhaupt identisch O0 sein, d. h. für 
jeden Werth « in hinreichender Nähe von «, ist die Fundamentalsubstitution 4 
eine identische und damit nach obigem Satze für jeden beliebigen Werth «. 


Ist die Fundamentalsubstitution 4 nicht für alle Werthe « eine iden- 
tische und nicht für alle Werthe « eine parabolische, so können also die 
Werthe «;, welche eine identische Fundamentalsubstitution 4 bedingen, nur in 
endlieher Zahl vorhanden sein. Wir nennen eine solche Stelle «, eine 


„characteristische Stelle“. 


61. Ein beliebiger Werth «, ist eine characteristische 
Stelle in Bezug auf den ganzzahligen Exponenten A, wenn 
die Fundamentalsubstitution 4A des Zweiges 5” (2, «) die 
Identität ist, die Fundamentalsubstitution des Zweiges 
S*(&,a) für jeden von „, verschiedenen Werth « in hin- 
reichender Nähe von « dagegen eine parabolische Sub- 
stitution. Es giebt stets nur eine endliche Zahl charaecte- 


Bistischer Stellen: 
Endlich gilt der Satz: 


62. Ist für einen speciellen Werth © die Fundamental- 
substitution 4 des Zweiges S” (x,«) eine parabolische Sub- 
stitution, so ist sie für alle Werthe « in hinreichender Nähe 


von «© eine solche. 


Wir setzen fest, dass «, im Folgenden keine characteristische Stelle sei. 
Wir kommen indess sogleich hierauf zurück. 


Ist erstens die Fundamentalsubstitution 4 des Zweiges 5," (X, «0) para- 
bolisch, so verschwindet die in Formel (32) vorkommende Verbindung 
(f—h)?+4gh für alle Werthe « in hinreichender Nähe von «. An die Stelle 
der Formel (32) tritt die folgende: 

2 fZ# oder: 

32.) 2h 
vr. en 

2,9, 1l 
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Der Fixpunkt / der parabolischen Substitution A ist 
auch eine in der Nähe von „ reguläre Function von a. 

Ist zweitens die Fundamentalsubstitution 4 die Identität, so ist die 
Function S*(&,c) auch in der Nähe vonx =(0, a=« regulär. 
An die Stelle der Fixpunkte /, /, des allgemeinen Falles trete jetzt der 
Werth a, der Function S,* (x, «) für x— 0, (d.h. im Falle einer symmetrischen 
Function der Eekpunkt a, des zugehörigen Kreisbogendreiecks). Den Punkt a, 
wollen wir im Folgenden gleichfalls als Fixpunkt bezeichnen, als „Fixpunkt 
der identischen Substitution“, um uns bequem ausdrücken zu Können. 


Bis zum Schlusse dieses Paragraphen handelt es sich jetzt wieder 
nur um symmetrische ‚S-Functionen. 


Es ist dann die Frage: Können wir auch hier aus den Fixpunkten der 
Fundamentalsubstitutionen 4, B, [7 des Zweiges 5," (x, «) stets drei von 
einander verschiedene auswählen ? 

Wenn wir die geometrische Theorie der Kreisbogendreiecke mit ein- 
fachem Knotenpunkt überblicken, so erkennen wir zunächst, dass diese 
Frage sofort zu bejahen ist, falls einer oder mehrere der 
Exponenten rein imaginär sind. Ferner erinnern wir uns 
daran, dass jedes Kreisbogendreieck mit einfachem Knoten- 
punkt und reellen Winkeln, abgesehen von dem nur im 
Ausnahmefall vorkommenden Kreisbogendreieck des Ueber- 
gangsfalles (pag.59). wenigstens ein erstes oder ein zweites 
Grenzdreieck besitzt. Sind daher alle drei Exponenten reell, 


so ist nach $ 14 der „Beiträge“ unsere Frage stets dann 
und nur dann zu verneinen, wenn ein solches Grenzdreieck 
für das Kreisbogendreieck des Zweiges S,* (x, «,) und damit auch das letztere 
vom Bogen derselben drei Kreise begrenzt wird, wie das Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt, welches die Winkel x. 0, 0 besitzt (Fig. 40).") 


In diesem besonderen Falle ist von den Substitutionen 4, B, I eine 


!) Bezeichnen wir die Exponenten des Grenzdreiecks in der Auswahl mit A,, 4, ®ı, 
dass ), > u, >», ist, so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung für das Eintreten 
des im Texte genannten speciellen Falles: es müssen A,, 4, », ganze Zahlen von ungrader 
Summe sein, die überdies der Ungleichung A, > u, + v, genügen. 
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die Identität, während die beiden anderen parabolisch sind. Wir denken uns 
die Bezeichnungen so gewählt, dass 4 die identische Substitution darstellt. 


Dann betrachten wir denjenigen Zweig 5“ (x, «), der gleichfalls für 
die auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegene Halbebene (x) er- 
klärt ist und aus dem ursprünglichen S,* (x, «) hervorgeht, wenn das Ar- 
gument x einen vollen positiven Umlauf um den singulären Punkt 1 ausführt. 
Derjenige Punkt «*, der durch den Werth dieses Zweiges S”* (x, «) für 
x—0 gegeben wird, kann für «—=«, niemals mit den Fixpunkten a, und 
ö, —c, der Fundamentalsubstitutionen des Zweiges S,* (x, «,) zusammenfallen. 
Wir nelımen an, dass auch a* für «— «, nicht & gross ist, was nach pag. 70 
wieder durch zweckmässige Wahl der Constanten C, G, C, stets zu er- 
reichen ist. 

Dann ist a’ ebenfalls eine in der Nähe von „ reguläre 
Funetion von a. 

Den Punkt a* lassen wir die Stelle des fehlenden dritten Fixpunktes 
vertreten. 


Bezeichnen wir die in solcher Weise stets als von einander verschieden 
auszuwählenden drei Fixpunkte wieder mit e; (a) (für —1, 2, 3), so gelten 
weiter auch hier unverändert die Betrachtungen der Seiten 73—77, insbesondere 
die Sätze 58 und 59, welche das Resultat der Untersuehung zu- 
sammenfassen. 


Wir wollen nun annehmen, dass z. B. wieder die Fundamental- 
substitution A des Zweiges 5,” (2, «) parabolisch ist und «,, Von «, aus con- 
tinuirlich sich ändernd, schliesslich einmal eine characteristische Stelle in 
Bezug auf den Exponenten 2 erreichte. Dann müsste entsprechend die 
Verlängerung oder Verkürzung des Einschnittes in dem der Function S” (z, «) 
zugehörigen Kreisbogendreieck in diesem Augenblick entweder zu einem 
ausgearteten Bereiche, der aus einem oder zwei Zweiecken besteht, oder zu 
einem Kreisbogendreieck führen, dessen Ecke a,, anstatt wie bisher von 
Bogen zweier sich berührender Kreise, plötzlich von Bogen desselben 
Kreises gebildet würde. Beides ist im Hauptfalle nicht möglich. 
Folglich giebt es hier überhaupt keine characteristischen 
Stellen. 


Nova Acta LXXI. Nr.5. 38 


180} 
[0,0] 
[0 0} 
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$ 18. 
Die symmetrischen S-Funetionen des Ausnahmefalles 
und ihre Kreisbogendreiecke. 

Es möge der Ausnahmefall vorliegen und dementsprechend die Be- 
zeichnung der reellen‘) Exponenten so gewählt sein, dass = u-+ » ist. Die 
S-Funetionen genügen dann entweder der Differentialgleichung des Typus 4 
oder der des Typus 2 (vgl. pag. 27). Die durch Gleichung (24) (pag. 68) 
gegebene Substitution geht jetzt über in: 

(24°) = a. 

Ferner gilt die Formel (25), wenn der Typus 4 vorliegt, die Formel 
(25*) (pag. 68, Anm. I), wenn der Typus 2 vorliegt; diese Formeln nehmen 


indess die einfache Gestalt der Gleichungen 14a und 14b (pag. 27) an. 

Wir wollen jetzt den Ausnahmefall wieder dadurch erledigen, dass 
wir uns fragen, in welchen Punkten unsere Betrachtungen auf den Seiten 68 
bis 81 Abänderungen erleiden müssen. Die Gleichung (24*) gewährt uns 
die Berechtigung, bei dieser Uebertragung an Stelle von « und «, jetzt 
einfach stets » und ,, zu lesen. Zunächst können wir feststellen, dass die 
Entwicklungen des $ 15 sich ohne irgend welche weitere Aenderung auf 
den Ausnahmefall übertragen. 

Im $ 16 bleiben bis pag. 73 gleichfalls alle Entwicklungen des Haupt- 
falles unverändert auch für den Ausnahmefall bestehen. 

In der dann folgenden Untersuchung müssen wir jedoch ausnehmen, 
dass «) etwa den Werth „*** — : (Gl. (14), pag. 27) annimmt; denn da dem 


Zweige 5° (x, vr") das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles (pag. 59) ent- 
spricht, so können wir in diesem Falle allgemein nicht drei von einander ver- 
schiedene Fixpunkte angeben, auch nicht bei Zuhilfenahme von analytischen 
Fortsetzungen des Zweiges S;* (x, r***). Fügen wir aber die Bedingung hinzu, 
dass «, nicht gleich ‚*** sein soll, dann gelten alle Betrachtungen bis auf 
den letzten Absatz des $ 17 ohne Aenderung auch für den Ausnahmefall. 


1) Sind nämlich im Ausnahmefalle alle drei Exponenten rein imaginär oder zwei rein 
imaginär, der dritte reell, so giebt es ja überhaupt nur ein einziges Kreisbogendreieck mit 
oder ohne Knotenpunkt, während der Ausnahmefall von vorneherein ausgeschlossen ist, wenn 
nur einer der Exponenten rein imaginär, die übrigen reell sind. So bleibt eben nur der Fall 
dreier reeller Exponenten zu betrachten übrig. 
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Dem Satze 59 (pag. 77) haben wir jedoch noch folgende Ergänzung 
hinzuzufügen, von deren Richtigkeit man sich wieder leicht überzeugt im 
Hinblick darauf, dass unsere Constructionsmethoden alle Kreisbogendreiecke 
mit einfachem Knotenpunkt und gegebenen Exponenten A, «, » liefern: 


59°. Stets dann und nur dann hat der Nebenpunkt 
gerade den Werth »*** erreicht, wenn wir bei Fortsetzung des 
Einschnittes in einem Kreisbogendreieek mit Knotenpunkt zu 
einem in zwei Zweiecke zerfallenden Bereiche oder beim Zu- 
sammenziehen des Einschnittes zu einem einzigen Zweieck ge- 
langt sind, d.h. wenn das Kreisbogendreieck (ebenso wie der 
Zweig 5” (x, «)) ausartet. An die Stelle des ausgearteten Be- 
reiches tritt das Kreisbogendreieck des Uebergangsfalles; 
dasselbe gehört dann zu einer Partikularlösung, die eben 
nicht durch Grenzübergang aus der Funetion 5* (x, «) her- 
vorgeht. 


Wir haben schliesslich, dem letzten Absatze des vorigen Paragraphen 
entsprechend, noch von dem Vorkommen characteristischer Stellen zu sprechen. 
Auch im Ausnahmefall ist es nicht möglich, dass die von zwei sich be- 
rührenden Kreisen gebildete Ecke eines Kreisbogendreiecks mit einfachem 
Knotenpunkt durch Verlängerung oder Verkürzung des Einschnittes plötzlich 
von Bogen desselben Kreises gebildet wir. Es kann daher kein 
anderer als der Werth »** unter allen Werthen «, eine charaec- 
teristische Stelle in Bezug auf den einen oder anderen ganz- 
zahligen Exponenten sein, sei es nun für die Differentialgleichung 
des Typus 4 oder für die des Typus 2. Wir können leicht Beispiele 


finden, für welche »** in der That eine characteristische Stelle ist: ein 
solches giebt die zweite dieser Arbeit beigefügte Tafel unter No. I (vgl. 
pag. 92, ad II, 3). Jedoch braucht dies keineswegs stets der Fall zu sein. 
Auf die Ableitung des Kriteriums, das angiebt, wann grade die Stelle »** 
eine charakteristische Stelle ist, möchte ich jedoch hier nicht eingehen, da 


uns dies zu sehr in einen anderen Gedankenkreis hineinführen würde. 
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$ 19. 


Das Verhalten der symmetrischen S-Funectionen beim Uebergang 
zum zweiten Grenzdreieck. 


Wir werfen die Frage auf: Wie verhält sich die im $ 16 (pag. 74) 
definirte Function S* (x, «) des Hauptfalles oder des Ausnahme- 
falles, wenn das ihr entsprechende Kreisbogendreieck durch 
Fortsetzung des Einschnittes schliesslich in zwei Theile zer- 
fällt, von denen einer ein Kreisbogendreieck ohne Knoten- 
punkt ist, d.h. also, kurz gesagt, beim Uebergang zum zweiten 
Grenzdreieck? 

Aus unseren geometrischen Untersuchungen ergeben sich zwei Möglich- 
keiten bei diesem Grenzübergang. Die Verlängerung des Einschnittes kann 
schliesslich einen der begrenzenden Kreisbogen innerlich treffen oder auf eine 
Ecke des Bereiches stossen (vgl. z. B. Satz 37, pag. 55). Bei der ersten 
Möglichkeit wurde ein Zweieck „abgeschnürt“, wie wir sagten, und das 
übrig bleibende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt besass den Endwerth 
des Knotenpunktes als neue Ecke, bei der zweiten Möglichkeit wurde eine 
Kreisfläche „abgeschnürt“, ohne dass das übrig bleibende Kreisbogendreieck 
ohne Knotenpunkt eine neue Ecke bekam. Wir wollen unsere Betrachtungen 
an ein specielles Beispiel für die erste Möglichkeit anlehnen, jedoch ausdrück- 
lieh hervorheben, dass sich dieselben, wie man leicht erkennt, unmittelbar auf 
jedes beliebige andere Beispiel für die erste oder zweite Möglichkeit übertragen 
lassen, ev. mit unwesentlichen Modificationen, welche die Bezeichnung, nicht 
die Sache selbst betreffen. (So haben wir im Folgenden statt c,* stets c, zu 
lesen, falls ein Beispiel für die zweite Möglichkeit vorliegt). Was etwa im 
(dieser Hinsicht ausserdem noch besonders zu bemerken wäre, werden wir 
hinzuzufügen nicht unterlassen. Um uns bestimmter ausdrücken zu können, 
wollen wir annehmen, dass der Nebenpunkt » sich im Intervall von 1 bis + & 
der Axe des Reellen befindet und nach Satz 59 (pag. 77) mit dem singu- 
lären Punkte 1 zusammenfällt, während gleichzeitig der Knotenpunkt a, 
desjenigen Kreisbogendreiecks, von dem wir ausgehen, etwa den Punkt c,* 
erreicht. Die Lage des Kreisbogendreiecks möge ferner in der Ebene der 
Function so gewählt sein, dass der Punkt c,* im Endlichen gelegen ist. 
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Diese Annahmen beeinträchtigen ersichtlich die Allgemeingültigkeit unserer 
Untersuchung nicht. 

Ihnen entsprechend sei als Beispiel das bereits in der Einleitung 
erwähnte Kreisbogendreieck mit einfachem Knotenpunkt auf der Seite 2, c, 
ausgewählt, das als Exponenten 2—!/, „= ?/,»—!/, besitzt (Fig. 2, pag. 8). 
Bei Fortsetzung des Einschnittes zerfällt der Bereich schliesslich in das 
Zweieck c, c,* mit dem Winkel »x und das Kreisbogendreieck a, d, c,* mit 


den Winkeln iz, ur, (1—»)z, was Figur 4 (pag. 11) veranschaulicht. 


Aus dem Satze 54 (pag. 75) folgt zunächst: 

Der Funktionszweig S* (x, «), welcher die Halbebene ® 
in bekannter Weise auf das Kreisbogendreieck der Figur 2 ab- 
bildet, geht, wenn , gleich 1 wird, für jeden von 0, &,1 ver- 
schiedenen Punkt x in den Werth desjenigen Zweiges s* einer 
Function s für denselben Punkt x über, welcher die Halb- 
ebene ® auf das Kreisbogendreieck a, d, «s* ohne Knotenpunkt 
in bekannter Weise abbildet. 


Uns interessirt jetzt besonders das Verhalten des Zweiges S* (x, «,) 
in der Umgebung des Punktes 1 bei unserem Grenzübergang. 

Es sei um den Punkt 1 der (x)-Ebene ein Kreis mit einem unendlich 
kleinen Radius o beschrieben, der die Intervalle von O0 bis 1 und von 
1 bis + der Axe des Reellen bez. in den Punkten »,, 7, schneidet. Die 
auf der positiven Seite der Axe des Reellen gelegene Hälfte x, y. desselben 
wird durch die Grenzfunetion s* unseres Beispiels auf eine analytische 
Curve abgebildet, die von einem Punkte x, des Bogens a, c,* zu einem 
Punkte ,„, des Bogens 5, c,* ganz innerhalb des Kreisbogendreiecks a, d, c,* 
verläuft, d.h. ohne die Begrenzung desselben noch an einer anderen Stelle 
als in den Punkten z,, yı zu treffen. Der durch diese Curve am Punkte c,* 
abgetrennte Theil des Kreisbogendreiecks ohne Knotenpunkt a, d, c* möge 
den Unendlichkeitspunkt der Ebene der Function nicht enthalten, was durch 
die Wahl einer hinreichend kleinen Grösse 0 stets erreicht werden kann. 
Wir denken jetzt eine Kreisfläche mit hinreichend kleinem Radius s mit 
ihrem Mittelpunkt längs der Curve x, y, entlang geführt. Der Radius o 
soll so klein gewählt sein, dass die Kreisfläche bei ihrer Bewegung von 
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der den Punkt -,* enthaltenden Hälfte des Bogens „, cı* nicht geschnitten 
wird. (In solehen Beispielen, wo der Knotenpunkt @, schliesslich den Eek- 
punkt c, erreicht, kann der von der Kreisfläche beschriebene Flächen- 
streifen um den Punkt <, sich windend sehr wohl sich sebst mehrmals 
überdeeken, was indess für unsere Betrachtung nichts ausmacht). 


Man kann jetzt auf Grund der Sätze 59 (pag. 77) und 54 (pag. 75) 
eine positive Grösse &,, die < g ist, so angeben, dass für jede den Un- 
gleichungen 0<:< :, genügende Grösse ; erstens der dem Nebenpunkt»—1-+ 
entsprechende Knotenpunkt , der den Punkt cı“ enthaltenden Hälfte des 
Bogens y, cı* angehört, zweitens die dem Parameter» —1+ entsprechende 
Funetion S* (x, «,) den Halbkreis x, y, in der (x)-Ebene auf eine Curve ab- 
bildet, die von einem Punkte des Bogens a, c, zu einem Punkte des Bogens d, d\ 
geht und ganz innerhalb des soeben vom Kreise mit dem Radius o be- 
schriebenen Flächenstreifens liegt. Uns kommt es darauf an zu erkennen, 
dass diese Curve dann nicht in den Bereich des in der Grenze abge- 
schnürten Zweiecks c, c,* hineintritt. Denn dies könnte nur stattfinden, wenn 
sie die den Punkt c,* enthaltende Hälfte des Bogens y, cı* erreichte oder 
überschritte, was indess nieht möglich ist, da dieses Bogenstück ganz ausser- 
halb des Flächenstreifens liegt. 


Dieses Zweieck wird daher dureh die inverse Function 
x (S*) sein Abbild nothwendig innerhalb der dureh den Halb- 
kreis mit dem Radius 9 abgetrennten Umgebung des singu- 
lären Punktes 1 in der Halbebene ® finden für alle Werthe 
des Nebenpunktes»=1-+., wo. den UngleichungenO<:.<;n 
genügt. 

Da wir es aber in der Hand haben, die Grösse og gegen 0 conver- 
giren zu lassen und damit die durch den Kreis mit dem Radius 9 abge- 
trennte Umgebung des Punktes 1 beliebig zusammenzuziehen, ohne dass 
der soeben ausgesprochene Satz seine Gültigkeit verliert, so gewinnen wir 


das überraschende Resultat: 


63. Die Abbilder aller Punkte des durch den Kreis- 
bogen a, c* abgeschnittenen Zweiecks nähern sich dem sin- 
gulären Punkte 1 der Halbebene ® um so mehr, je weiter » in 
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den Grenzwerth l übergeht und fallen in der Grenze sämmt- 
lich mit dem Punkte 1 selbst zusammen. 

In diesem eigenartigem Satze haben wir das interessanteste Ergebniss 
der vorliegenden Arbeit zu erblieken. 

In ihm erkennen wir jetzt auch die Berechtigung unserer Ausdrucks- 
weise, von unserem ursprünglichen Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt habe 
sich bei dem zweiten Grenzübergang ein Zweieck „abgeschnürt“, da 
das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt der in der Grenze allein in Be- 
tracht kommende Theil des zerfallenden Bereiches ist. 

Analytisch können wir das Ergebniss unserer Untersuchung allgemein 
folgendermaassen aussprechen: 


64. Die Function S* (x, «) nimmt einen wohlbestimmten 


Grenzwerth für im»—1+. an, wenn x gleichzeitig gegen 
go 
einen von 1 verschiedenen Werth convergirt, wird dagegen 


unbestimmt (d.h. es lassen sich je nach der Art des Grenz. 
überganges verschiedene Grenzwerthe erreichen), wenn x 
gleichzeitig gegen 1 convergirt. 

Die Grenzfunction stimmt für alle Werthe x, die von 1 verschieden 
sind, wie wir bereits oben anführten, mit derjenigen Funetion s* überein, 
welche die Halbebene % in bekannter Weise auf das zweite Grenz- 
dreieck abbildet. Sie besitzt im Punkt x—1, um uns einer Ausdrucks- 
weise Riemanns') zu bedienen, eine „hebbare Unstetigkeitsstelle“. 
Die Unbestimmtheit der Grenzfunetion im Punkt x—= 1 wollen wir jetzt 
durch die willkürliche Festsetzung beseitigen, dass diese 
Funetion für x—1 und r—=1}+0 denjenigen Grenzwerth an- 
nehmen soll, den die Function s* für c—=1 besitzt. In diesem 
Sinne soll es daher auch verstanden sein, wenn wir jetzt kurz ohne Ein- 


schränkung sagen: 


65. Für »—=1+0 geht die Function S* (x,«,) in diejenige 
Function s® über, welche die Haibebene % in bekannter 
Weise auf das zweite Grenzdreieck abbildet. 


!) Man sehe seine gesammelten Werke, Leipzig 1892, pag. 21. 
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820. 
Die Uebertragung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
auf den speciellen Fall = 2 — vr —0. 
Was den im $ 4 (pag. 25ff.) behandelten speciellen Fall anbetriftt, 


in dm = u—»—0 ist, so wollen wir untersuchen, wie der durch die 
Formel (15a) definirte Zweig S,* der Function (15) sich verhält, wenn der Neben- 
punkt » im Intervall von 1 bis + x in den Punkt 1 hineinrückt. Die Ver- 
hältnisse liegen analog wie im soeben behandelten allgemeinen Falle. Ich 
werde mich daher auf eine kurze Angabe des Gedankenganges beschränken 
dürfen. Es handelt sich wieder allein darum, für die Umgebung des singu- 
lären Punktes 1 den Grenzübergang vorzunehmen. Denn für alle übrigen 
Argumentwerthe der Halbebene % geht die Function 5,“ ohne irgend welche 
Singularität in denjenigen Zweig s*“ einer Funetion s über, welcher die 
Halbebene ® auf das Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt a, 6, cı* (Fig. 8, 
pag. 31) in bekannter Weise abbildet. Aus den Gleichungen (15) und (15a) 
ergiebt sich die Function s — ix — log x und ihr in Betracht kommender 
Zweig s®"— — lıgR-+ (x — g)i. Wir beschreiben wieder um den Punkt 1 
der (x)-Ebene einen Kreis mit unendlich kleinem Radius o.. Die auf der 
positiven Seite der Axe des Reellen liegende Hälfte », y, desselben wird durch 
die Grenzfunction s* auf eine analytische Curve abgebildet, die von einem 
Punkte z, des Bogens a, c,* zu einem Punkte „, des Bogens d, c,* ganz 
innerhalb des Kreisbogendreiecks a, d, c,* verläuft. Diese Curve hat mit 
der Axe des Imaginären nur einen Schnittpunkt ;, gemeinsam. Ferner 
werde wieder eine Kreisfläche mit hinreichend kleinem Radius s mit ihrem 
Mittelpunkte längs der Curve x, y, entlang geführt. Der Radius o soll so 
klein gewählt sein, dass der von der Kreisfläche bei ihrer Bewegung be- 
schriebene Flächenstreifen von der den Punkt <,* enthaltenden Hälfte der 
Strecke z, c,* nicht geschnitten wird. Man kann dann eine positive Grösse &,, 
die <o ist, so angeben, dass für jede den Ungleichungen 0 <.<. ge- 
nügende Grösse & erstens der dem Nebenpunkte »r — 1 +. entsprechende 
Knotenpunkt @, der den Punkt <,* enthaltenden Hälfte der Strecke z, c,* an- 
gehört, zweitens die dem Parameter »— 1 + s entsprechende Function S,* den 
Halbkreis x, y, auf eine Curve abbildet, die von einem Punkte der Seite 
a, c, zu einem Punkte der Seite Ö, d, geht und ganz innerhalb des er- 
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wähnten Flächenstreifens in der Ebene der Function liegt. Diese Curve 
kann dann dem durch die geradlinige Verbindung 4, c,* abgeschnittenen 
Theile des Bereiches mit keinem Punkte angehören; denn sie könnte nur 
dann in diesen Theil eintreten, wenn sie die Verbindungslinie 4, c,* träfe, 
was nicht möglich ist, da dieser Theil ganz ausserhalb des Flächen- 
streifens liegt. 

Der durch die Strecke 4, cı* abgeschnittene Theil des ur- 
sprünglichen Kreisbogendreiecks wird daher durch die inverse 
Funktion x (S,*) sein Abbild nothwendig innerhalb der durch 
den Halbkreis mit dem Radius. abgetrennten Umgebung des 
singulären Punktes I in der Halbebene ® finden für alle Werthe 
des Nebenpunktes „=1}+., wo s den Ungleichungen 0<:<;, 
genügt. 

Fast wörtlich überträgt sich also auf unseren speciellen Fall alles 
das, was auf den Seiten 86 und 87 gesagt ist; nur tritt an die Stelle des 
dort vorkommenden Zweiecks jetzt diejenige Hälfte der Seite c, a,, deren 
Punkte einen negativen reellen Teil besitzen (Fig. 8, pag. 31). 

Die für un r—=1+. sich ergebende Grenzfunktion be- 
sitzt im Punkte 1 wieder eine „hebbare Unstetigkeitsstelle.“ 
Wir setzen jedoch willkürlich fest, dass die Funktion S,* für 
x=1undr=1}+0 allein denjenigen Grenzwerth annehmen 
soll, den die Funktion s für —1 ergiebt. 

Wir können dann wieder ohne Einschränkung sagen: 

66. Für „—1}+0 geht die Funktion S,* in die Funktion 
s* über. 

$ 21. 
Ueberblick über alle Kreisbogendreiecke mit Knotenpunkt für 
beliebig vorgegebene Exponenten }, u, ». 

Die in den Sätzen 58, 59 (pag. 77) und 59* (pag. 83) ausgesprochenen 
Resultate setzen uns in den Stand, jetzt (abgesehen von den Kreisbogen- 
dreiecken des speciellen Falles = u—»—0, $ 4, pag. 28, sowie denen des 
Uebergangsfalles')) alle für vorgegebene Exponenten A, u, » zu construirenden 
Kreisbogendreiecke mit einfachem Knotenpunkt und ihre Grenzdreiecke, ohne 


1) Vgl. Satz 41, p. 59. 
Nova Acta LXXI. Nr. 5. 39 
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die drei Kreise ihrer Begrenzung zu ändern, in solcher Ordnung an ein- 
ander zu reihen, in der sie auf einander folgen, wenn der Nebenpunkt , den 
Sätzen 21—28 des $ 5 (pag. 34ff.) entsprechend den zulässigen Theil der Axe 
des Reellen kontinuirlich durchläuft. 

Eine wesentliche Ergänzung der genannten Sätze des $ 5 ist im 
Folgenden darin zu erblicken, dass wir anzugeben vermögen, in welcher 
Reihe die einzelnen Grenzdreiecke auf einander folgen. 

Wir stützen uns auf nachstehende allgemeinen Sätze: 

Abgesehen von den Kreisbogendreiecken des speciellen 
Falles, denjenigen mit drei rein imaginären Winkeln sowie 
denjenigen des Uebergangsfalles besitzt jedes Kreisbogen- 
dreieck mit Knotenpunkt wenigstens ein erstes oder ein 
zweites Grenzdreieck, wenn es nicht sogar beide besitzt. 

Wir bezeichnen die Gesammtheit aller Kreisbogendreiecke mit Knoten- 
punkt, die durch Verlängerung oder Verkürzung des Einschnittes aus ein- 
ander hervorgehen, als eine Schaar. 

Jedes Grenzdreieck vermittelt den Uebergang ent- 
weder zwischen solchen zwei Schaaren von Kreisbogen- 
dreiecken, bei welchen der Knotenpunkt auf verschiedenen 
der Seiten a6, dc, ca, liegt, oder zwischen zwei verschiedenen 
Schaaren, bei welchen er auf derselben Seite liegt. 

Zu den schematischen Figuren dieses Paragraphen schieke ich 
sogleich folgende Erklärung voraus. Sie stellen den längs der Axe des 
Reellen geführten Querschnitt der zweiblättrigen Riemannschen Fläche (bezw. 
der zwei einzelnen Blätter) dar, auf der wir nach $ 3 (pag. 26 und 27) 
im Hauptfall (bezw. im Ausnahmefall) den Parameter „ deuten. Anstatt 
mit 0, x, 1 bezeichnen wir indess zweekmässig, wie zu Anfang dieser Ar- 
beit (pag. 18), die singulären Stellen mit a, 6, c und verlegen den Punkt 
ins Endliche. Die Lage etwa vorkommender Verzweigungspunkte ,* und „** 
oder des Doppelpunktes ‚*** ist gleichfalls angedeutet.‘) Die stark ausge- 
zogenen Theile der Axe des Reellen geben das Gebiet an, in dem der Para- 
meter » liegen muss, um eine symmetrische S-Funktion zu bedingen. 
An den singulären Stellen a, 6, c sind endlich noch die Exponententripel 
angegeben, die zu den Grenzdreiecken gehören. — Auch den Beispielen 


1) Vgl. Satz 12, p. 26 und Satz 14, pag. 27. 


[91] Geometr.-analyt. Theorie der symmetr. S-Functionen mit einf. Nebenpunkt. 297 


der beiden Figurentafeln dieser Arbeit sind solche schematische Figuren 
vorangestellt. Die Ziffern in denselben an den Stellen a, 6, c oder innerhalb 
der Intervalle deuten für die mit gleicher Ziffer versehenen Kreisbogen- 
dreiecke die Lage des Parameters » an. 

Die folgenden Betrachtungen sind denen des $ 5 (pag. 34ff.) völlig 
entsprechend. 

A. Es seien alle drei Exponenten 4,4, » reell (vgl. $ 9—11, 
pag. 49 ff, insbesondere Satz 42, pag. 60). Wir setzen 4>u>» voraus und 
unterscheiden, wie früher: 

I. den Hauptfall: 

eo) A<u+tv 
PA>urv 

II. den Ausnahmefall: 

e)A=u+tv,v>0 
DER u 09 0: 

III. den speciellen Falla=u—»-—0. Dieser besondere Verhält- 
nisse darbietende Fall ist in den $$ 4 (pag. 28) und 20 (pag. 88) erledigt. 

AdI,a. Hier gilt Fig. 41. Es giebt stets 6 Grenzdreiecke, welche 
in der durch folgende Exponententripel angegebenen Reihe eyklisch auf 
einander folgen: 

2 —1,49; ,w,o+1; ,|u— 1,2; +1, ww; Au, |vo— 1]; A, oe +1, >.) 


a c 


b 
M-7l uw Aulv-n Aus+ın- 


Ar uv A Au V+l Ita 


Fig. 41. 


Das Beispiel mit den Exponenten = Pe ı »—, giebt die Tafel 1?) 
dieser Arbeit unter No. 1. 

AdI,5#. Je nachdem kein Exponent oder einer oder zwei verschwinden, 
gilt bez. eine der Figuren 42a, b,c. In Fig. 42 a liegen beide Verzweigungs- 
punkte »* und ‚** innerhalb des Intervalles c 6, in Fig. 42b (u>0,v=0) ist 


!) Nur wenn zwei oder alle drei Exponenten gleich !/, sind, werden einige dieser Drei- 
ecke identisch, was indess nicht beachtenswerth ist. Ist zB. A=u=r=!/,, so sind die Drei- 
ecke [A —1|, a, v; 2, |u—1|,»; A, #,|» —1| identisch. Analoges gilt für die folgenden Fälle. 

2) Diese Tafel ist ein Abdruck der von mir gezeichneten Tafel in der nachgelassenen 
Arbeit Ritter’s, die wir bereits pag. 12, Anm. 3 eitirten. Man vergleiche in Ritter’s Arbeit be- 
sonders die Anm. auf Seite 27 (Math. Ann. Bd. 48). 

39* 
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einer derselben in den Punkt c, in Fig. 42c (u=»=0) auch der andere in den 
Punkt ö gerückt. Die für verschwindende Exponenten zum Theil zusammen- 


ä lu St a ee +17 A 
TIu0 vn TUT av 
Blur " B 


a cr"® 


a A N AUHNV 
OB... 
Art lv wur Ta Alu-Avr 
a c=r** b-r* 
u-ılun ie 3 7 
A+1 UV ae FH 


Fig. 42a, b, c. 


fallenden sechs Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Ex- 
ponententripel angegebenen Reihe eyklisch auf einander: 
1,42; 3 v +14 u |» —1|; +1 @ 9 A |a—1, »; 4, u+L ». 

Das Beispiel mit den Exponenten 2 = er, giebt die Tafel 1 
unter No. II. 

Adll,«. Es gilt Fig. 43. Der Doppelpunkt »*** liegt innerhalb 
des Intervalles ec. Die Kreisbogendreiecke des einen bez. anderen Blattes 
entsprechen der Differentialgleichung vom Typus 4 bez. der vom Typus 3 
(vgl. pag. 27). Ersteren gehören die Grenzdreiecke an: 

2, a+1, 2; ]2—1|,u, 2; A, w»+1,d. h. zwei erste ‚und ein zweites 
Grenzdreieck, letzteren die Grenzdreiecke: 

2, |u—1hv; 2+1,4»; A, a |»— 1], d. h. zwei zweite und ein erstes 
Grenzdreieck. 


AH, 4,V AA vl AU-I,V 
Fig. 43. 


DE 5 3 as Same 
Das Beispiel mit den Exponenten A=1?/ı, u, ?— „giebt die Tafel 1 


unter No. Ill. 
AdII, 5. Es gilt Fig. 44. Der Doppelpunkt »*** liegt an der Stelle c. 
Das dem Werth »*** entsprechende Kreisbogendreieck ohne Knotenpunkt mit 


a Cor»s® b Alusıy 


Azu,y=o 


Ara v , Ar 
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den Exponenten A, „, 1 entspricht dem Uebergangsfalle. Es gehören ferner 
den Kreisbogendreiecken des einen Blattes der Differentialgleichung vom 
Typus 4 entsprechend die Grenzdreiecke: 

,u+1,v; |]A—1|,w», denen des anderen Blattes der Differential- 
gleichung vom Typus 2 entsprechend die Grenzdreiecke: 

2, |a—1]|,»; A+1,4,», d.h. jedesmal ein erstes und ein zweites Grenz- 
dreieck an. 

Das Beispiel mit den Exponenten —u—='!/,»=0 giebt die Tafel 2 
dieser Arbeit unter No. I. 

B. Es seien dieExponenten 3 und „reell mit der Bedingung 
2>u, der Exponent » rein imaginär (vgl. $ 12, pae. 60ff.). Es liegt 
nur der Hauptfall vor. Je nachdem keiner der Exponenten 2, „ oder einer 
oder zwei verschwinden, gilt bez. die Figur 45a, b,c. In Fig. 45a liegt 
je ein Verzweigungspunkt in den Intervallen cö und ac, in Fig. 45b (u—0) 
ist einer in den Punkt d, in Fig. 45e A—=u-—0) auch der andere in den 
Punkt a gerückt. Die für verschwindende Exponenten zum Theil zusammen- 
fallenden vier Grenzdreiecke folgen jetzt in der durch nachstehende Expo- 
nententripel gegebenen Reihe cyklisch aufeinander: 

+1, uw"; |A—1|, a w“; A, a +1, w“; 2, |u—1|, w“. 
Mare Pe E tiert 
On Re ee 
la. „AL 
pas b=r 


2- 


Das Beispiel mit den Exponenten = .,, 4 = vi — = log 3 giebt 
die Tafel 2 unter No. II.') 

C. Es seien zwei Exponenten rein imaginär, der dritte 
reell (vgl. $ 13, pag. 65 ff... Wir unterscheiden: 

I. den Hauptfall. Die Exponenten seien A, iu“, iv“, (u“ > v). 

II. den Ausnahmefall. Die Exponenten seien ;2” = iu“, v— o. 


Ad. I. Je nachdem 4>0 oder = 0 ist, gilt Fig. 46a oder 46h. 


t) Vgl. die Anm. 1, pag. 44. 
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In Fig. 46a liegt je ein Verzweigungspunkt in den Intervallen ac und da, 
in Fig. 46b ist einer in den Punkt « hineingerückt. Die im speciellen 
Falle a—0 identischen Grenzdreiecke sind: 2 +1, iu“, iv“ und | — 1], iu“, iv“. 


Ina! 5 Arı ‚luiv” uf er: We Br. 
3 IR ar 
= Li- Il, EL TR re De 
a-r* 2 Zu c b 
ERDE AST UEEV 0 Sr EI ee 
>» uw Leer 
Fig. 46a, b. 
ER: ; 1 Bi > 
Das Beispiel mit den Exponenten 2 = 5, «u! =_ le 3, vt — — log 2 


giebt die Tafel 2 unter No. IH. 

Ad. II. Es gilt Fig. 47. Der Doppelpunkt »*** liegt an der Stelle c. 
Es gibt nur ein einziges Kreisbogendreieck, nämlich nur für den Uebergangs- 
fall, und zwar ein solches ohne Knotenpunkt mit den Exponenten ; 4“ = iu“, 
v —= 0 (Fig. 36, pag. 63). 


Er Feref® Be 
Fig. 47. 


D. Es seien alle drei Exponenten rein imaginär und 
2" > u“ >»" (vgl. $ 14, pag. 6dfl) Wir unterscheiden: 

I. den Hauptfall 4” > u“ + »“. 

U. den Ausnahmefall 4” — u“ + »“. 
Grenzdreiecke giebt es jetzt nicht. 

Ad]I. Es gilt Figur 48. Die Verzweigungspunkte liegen beide im 
Intervall cö (Fig. 39, pag. 67). 


c 
Fig. 48. 
Ad. II. Es gilt Fig. 49. Der Doppelpunkt »*** liegt im Intervall c 5; 
es giebt nur ein einziges Kreisbogendreieck mit Knotenpunkt und zwar 


l 
en 
i 
wi 


für r—=r***, also nur ein solches für den Uebergangsfall. 
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Fig. 49. 
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Über zwei Definitionen der Endlichkeit und 6. Cantor’sche Sätze. 
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un 


„der Unendlichkeit“ — hätten wir in der Ueberschrift natürlich 
ebensogut sagen können. Denn mit dem Begriff der Endlichkeit ist als 
dessen Negation auch der Begriff der Unendlichkeit erklärt und gegeben, 
sowie umgekehrt. 


Noch gar nieht lange ist es her, dass wir über eine exakte Defini- 
tion dieser obzwar so fundamentalen Begriffe verfügen. In seiner bekannten 
und wichtigen Schrift „Was sind und was sollen die Zahlen?“') gab Herr 
Dedekind eine solche — und sie dürfte in der deutschen Literatur die 
erste sein — die auch von Herrn Georg Cantor adoptirt und mit vollem 
Rechte seitdem bei uns gang und gäbe, sozusagen im Kurs ist. Herr 
D. bemerkt 1. c., alle andern ihm bekannten Versuche, das Unendliche vom 
Endlichen zu unterscheiden, schienen ihm so wenig gelungen zu sein, dass 
er auf eine Kritik derselben verzichten zu dürfen glaube. 


Es ist nieht zu verwundern, wenn es ihm dabei entging, dass nur 
drei Jahre vorher, 1885, eine Definition von Mr. Charles S. Peirce auf- 
gestellt worden war, die sich ganz am Ende einer sehr abstrus anmutenden 
Abhandlung dieses genialen Autors „On the algebra of logie“ in Vol. 7 
des American Journal of Mathematies p. 202 findet — in einer Schrift, die 
wol ausser Peirce's Schüler, Herın Taber zunächst überhaupt nur wenig 
Sterbliche verstehen und würdigen mochten. 

Das Interessanteste aber ist: dass während die Herren Dedekind 


\) Braunschweig, Vieweg 1888, 58 Seiten. Vergl. 8. 17. 
40* 
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und Cantor unmittelbar und durch sozusagen positive‘) Merkmale den 
Begriff der Unendlichkeit definiren, dies Herr Peirce mit dem Begriffe der 
Endlichkeit thut. Dabei sehen die Erklärungen auch recht verschieden aus 
und sind nicht so ganz ohne weiteres als Negate von einander zu erkennen. 


I. Nach Dedekind ist en System (sive eine Menge) unendlich 
zu nennen, wenn es mit einem echten Teilsystem seinerselbst von gleicher 
Mächtigkeit?) ist, m. a. W. wenn es ein echtes Teilsystem desselben gibt, 
auf welches das ganze System eineindeutig abgebildet werden kann. 

Peirce’s Definition möge zunächst wörtlich hergesetzt werden: Now, 
to say that a lot of objeets is finite, is the same as to say that if we pass 
through the class from one to another we shall necessarily come round 
to one of those individuals already passed; that is, if every one of the lot 
is in any one-to-one relation to one of the lot, then to every one of the lot 
some one is in this same relation. 

Ich übersetze frei: 

II. „Eine Menge ist endlich“ besagt: dass wie immer wir dureh die 
Menge hindurch von einem ihrer Elemente zum andern übergehen mögen, 
wir zuriiekkommen müssen zu einem der schon durchgegangenen Elemente. 
D. h. wenn nach was immer für einem Prinzipe jedes Element - der Menge 
einem Element 7 derselben eineindeutig zugeordnet ist, so müsse allemal 
auch nach demselben Prinzipe jedem Element 7 der Menge ein Element 
; derselben eineindeutig zugeordnet sein. 

Man beachte, dass Zuordnungen, die diesen letzten Anforderungen zu 
genügen scheinen und ihnen bis auf ein kleines Wörtchen in der "That ge- 
nügen, auch bei unendlichen Mengen, sehr wohl möglieh sind: Eine Kreis- 


1) Als eine logisch berechtigte, begriffliche lasse ich die Unterscheidung zwischen 
(an sich) „positiven“ und (an sich) „negativen“ Merkmalen durchaus nicht gelten: solche 
Unterscheidung basirt lediglich auf den sprachlichen Ausdrucksformen und bestenfalles 
dem sie begleitenden psychologischen Empfindungsgehalte. Die Thatsache des führbaren und 
nachher zu besprechenden Nachweises für die wesentliche Uebereinstimmung, logische Aequi- 
valenz oder Identität der beiden somit für irgend einen unserer zwei Begriffe vorliegenden 
Definitionen wird nur ein Beleg mehr sein für die Richtigkeit meines in dieser Frage ein- 
genommenen noch so vielfach befehdeten Standpunktes. 

2) Den von Dedekind gebrauchten Ausdruck „ähnlich“ vermeide ich (fortan), weil 
er mit der G. Cantor’schen Fassung des Aehnlichkeitsbegriffes nieht übereinstimmt. 
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linie z. B., als Punktmenge betrachtet, ist gewiss unendlich; sie ist nicht 
einmal „abzählbar unendlich“, sondern hat sogar die Mächtigkeit von G. 
Cantor’s zweiter Zahlenklasse. Wenn wir diesen Kreis ein Stück weit 
in sich selbst herumschwingen und als Bild jedes Punktes dessen neu er- 
worbene Lage gelten lassen, so ist diese Zuordnung eine gegenseitig ein- 
deutige; es ist sowohl die Voraussetzung erfüllt, dass jeder Punkt als Ob- 
jekt sein Bild habe, als auch die oben an solche Voraussetzung geknüpfte 
Forderung, dass zu jedem Punkt der Menge, als Bild betrachtet, auch ein 
Objekt gehöre. Wer nur dies in's Auge fasst, dem mögen leicht Zweifel 
an der Stichhaltigkeit von Peirce’s Definition sich aufdrängen. Nachdruck 
ist jedoch auf das Herumkommenmüssen zu legen, auf Peirce’s Wort 
„necessarily“, worauf ich mit den Worten „nach was immer für einem Prin- 
zipe“ sowie mit dem „allemal“ hingewiesen. 

Völlig muss aber jeder Zweifel an der Identität der Definitionen I 
und Verneinung von Il schwinden, wenn wir dieselben pasigraphisch for- 
muliren in jener Zeichensprache, die sich aus den 

De Morgan] 

(Boole) | 
Anstrengungen herausentwickelt und deren so höchst einfache Bezeichnungs- 
prinzipien ich in meiner Note Math. Annalen (Bd. 46, S. 144... 158) bekannt 
gegeben — und wenn es alsdann gelingt, eine jede der beiden Definitionen 


-Peirece-Mitehell-Peirce’schen 


rechnerisch in die andere zu transformiren, somit ihre Aequivalenz als Aus- 
sagen nachzuweisen. 

Ich will die Worte „unendlich“ und „endlich“ in die Symbole 
co und © — letzteres das Zeichen für oo mit übergesetztem Negationsstrich 
— abkürzen. Man lese also & als („nieht unendlich“ sive) „endlich“, 

Die Definition I stellt alsdann sich wie folgt dar: 

1) (a ist ©) = I (eg; 2 + 232€ Dieza@a= 2; 2: a) 
wo das letzte Subsumtionszeichen -€ auch als — geschrieben werden dürfte 
— also, wie man sieht, rechts mit Aufwand von nur einem Dutzend Lettern. 

Erinnert sei indess, was das vorkommende Zeichen < der Unterord- 
nung betrifft, dass allgemein a Cb)=(a<£b)b£a)—=(a-£b)(b-a) bedeutet, 
und ein z zum „echten Teile“ eines 5 stempelt — was man auch noch 
in a-€b+a zusammenziehen könnte. Ebenso liesse sich die, ähnlich wie 
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eine Doppelungleichung « <$<y angesetzte letzte Faktoraussage in 1) zu 
(a 2; z; a) (e;a C a) auseinandersetzen. 

Die Einkleidung der Definition I in die obige Formel habe ich im- 
plieite schon im ersten Teil meiner „Algebra und Logik der Relative“ 
ausführlichst gegeben — man vergleiche die letzte Seite (pag. 649) dieses 
Werkes). 

Ich dürfte mich deshalb in ihrem Betreff auf ein paar ganz kurze 
Bemerkungen beschränken. Diese nicht allzu knapp zu gestalten, empfiehlt 
sich jedoch wohl darum, weil anzunehmen ist, dass noch nicht viele Leser 
mit der Technik unserer Disziplin hinlänglich vertraut sein können. Ich 
gestatte mir deshalb, auch inbezug auf diese Technik da und dort einen 
Wink einzuflechten über Dinge, die sich in der Praxis als besonders wichtig 
herausstellten und die m meinen bisherigen Veröffentlichungen vielleicht 
nicht genügend hervortreten, oder aus dem umfangreichen Werke nicht leicht 
herauszusuchen sind. 

So sei denn im Anschluss an den letzten Text sogleich noch eine 
wichtige Bezeichnungsfrage erörtert: Die Zusammenziehung mehrerer Aus- 
sagen in eine nach Art der Doppel- oder mehrfachen Ungleichungen, wo 
für (« <B) @<y) eben « <$<y geschrieben wird, empfiehlt sich auch da, 
wo andere Beziehungen, wie —, +, £, » in Betracht kommen, weil sie die 
Uebersicht ungemein erhöht. Ich werde demgemäss für (a-£b) (bc) auch 
lieber schreiben: a£&b»c. Man gewöhnt sich sehr leicht hieran. Doch 
darf dabei eine gewisse Vorsicht nicht ausser Acht gelassen werden: Wäh- 


rend bei der Doppelungleichung — z. B. oben in Gestalt von «<y — auch 


über die mittleren Terme hinweg gelesen werden darf, wird das bei unserer 
letzten Aussage nicht der Fall sein; aus ihr darf weder a£e noch awe 
herausgelesen werden. Und will man z. B. das 5 durch ein ihm (im G. 
Cantor’schen Sinne) „äquivalentes“ d ersetzen, so muss die Doppelaussage 
wieder aufgebrochen werden, sodass (a-£b) (dx c) entsteht, aus dem Grunde, 
weil solehe Ersetzung nur bei der „Aequivalenz“, nicht aber bei der Sub- 
sumtion gestattet ist. 


') Leipzig, Teubner 1895. Dasselbe ist als dritter Band (Erste Abteilung) meiner 
„Vorlesungen über die Algebra der Logik“ schon Anfangs Juli genannten Jahres vollendet 
gewesen und im Oktober ausgegeben worden. Ich werde es einfach als Bd. 3 eitiren. 
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In 1) bedeuten das „Prinzip der Zuordnung“ z, gleichwie a, 
binäre Relative, jedoch a nicht ein solches von beliebiger Art, sondern 
eines von jener Gattung, die allein fähig ist in unserer Disziplin ein 
„System“ (in Dedekind’s), eine „Menge“ (in G. Cantor’s Ausdrucks- 
weise) zu repräsentiren, die umgekehrt aber auch jede beliebige Menge im 
Denkbereiche vorzustellen vermag. Nach Bd. 3, p. 450 ist ein System 
charakterisirbar durch eine jede der nachfolgenden unter sich äquivalenten 
Aussagen: 


2) a; 1Ed)—=(a£aF0)=(a I=d)=(a=aFV)—=0FaFa40 


denen ich den letzten „Ausdruck“ hier erstmals beifüge. 


Derselbe, auch konvertirt als 0444430 darstellbar, sieht gar nicht 
aus wie eine Aussage, sondern präsentirt sich wie, und ist in der That, 
ein binäres Relativ, ein solches jedoch, das zur Kategorie der von mir 
so genannten „ausgezeichneten“ Relative gehört, die nämlich lediglich 
der beiden Werthe 1 und O fähig sind. 1 und O sind die beiden absoluten 
Moduln unserer Disziplin, deren Matrizes man Bd. 3, p. 50 erblicken wird. 
Dieselben fallen jedoch zufolge einer kleinen aber wichtigen Modifikation 
die ich dem Peirce’schen Bezeichnungssystem gegeben habe (indem ich 
dessen Modul © durch die Boole’sche 1 ersetzte) äusserlich mit den beiden 
Wahrheitswerthen 1 und O der Aussagen völlig zusammen, und deshalb 
funktioniren die ausgezeichneten Relative ganz wie die Aussagen. 

Was immer für ein binäres Relativ auch unter z verstanden werden 
möge, so wird in unserem Falle das ausgezeichnete Relativ rechterhand in 
2) den Wert 1 annehmen sobald eine der vorhergehenden Aussagen wahr 
ist, d.h. «430=a, mithin a „System“ ist, und andernfalles den Werth 0. 


Man kann in unserer Disziplin, wenn man will, alle Ueberlegungen 
und Schlüsse in die Form von ausgezeichneten Relativen kleiden und aus- 
schliesslich mit solchen operiren. Insbesondere wird eine Subsumtion und 
deren Verneinung in ein solches Relativ sich nach dem Schema umsetzen: 

EI=I1ER+N)=0I+CE+N)FY, (Ed—1; aß; 1. 

Will man umgekehrt ein ausgezeichnetes Relativ in die „gewöhn- 
liche“ Aussagenform, welches die Form einer Subsumtion oder deren Ver- 
neinung ist, umwandeln, so hat man praktisch zwei Fälle zu unterscheiden, 


308 Ernst Schröder, [8] 


je nachdem das Relativ in letzter Instanz eine relative Summe oder ein 
relatives Produkt ist. 

Im erstern Falle setze man das ausgezeichnete Relativ (in einer Sub- 
sumtion) als Prädikat zum Subjekt 1 an. Man kann alsdann nach meinem 
„ersten Inversionstheorem“ (Bd. 3, p. 44) einen relativen Summanden von 
rechts nach links schaffen und erhält eine gewöhnliche Subsumtion — 
das ist eine universale Urteilsform. : 

Im letzteren Falle würde bei gleichem Verfahren kein Satz zum 
Vonrechtsnachlinksschaffen eines relativen Faktors zur Verfügung stehen. 
Hier wird aber das Negat des ausgezeichneten Relativs eine relative Summe 
werden, und kann man dieses wie vorhin behandeln, das Ergebniss wieder 
zurück negirend. Oder auch: man setzt das ausgezeichnete Relativ als ein 
Subjekt zum Prädikate 0 hin, wirft einen relativen Faktor nach dem In- 
versionstheoreme von links nach rechts und negirt zuletzt. Beide Mal 
wird sich eine Unsubsumtion, also partikulare Urteilsform ergeben. 

So lässt sich nun auch unsere Definition I als ein ausgezeichnetes 
Relativ in folgender Weise schreiben: 

3) (a ist ©) — >11; (42). 1; (1’F2). a; (23 0). (a}zta)(aF 2; 2; 40). 

Dass z ein „System“ bedeuten solle, habe ich in unseren beiden 
Darstellungsformen 1) und 3) der Def. I nicht zum Ausdruck gebracht. Ab- 
gesehen hievon sind dieselben jedoch vollkommen ausdrucksvoll, bringen 
sie alles Wesentliche zur Darstellung. 

Ich ziehe vor, die Bedingung 2) für a ein für allemal zur Voraus- 
setzung zu erheben und alle Schlüsse gleichsam unter der Herrschaft 
des Aussagenfaktors « zu ziehen, wenn wir so für den Augenblick 
etwa das ausgezeichnete Relativ rechts in 2) Kürze halber nennen. 

Ist auf Grund solcher Voraussetzung « irgend eine T'hesis: 9=y 
gewonnen, oder auch in dieser Form etwa eine Definition aufgestellt, so 
stehen zwei Wege zu Gebote, diese bedingt geltende Formel auf Wunsch 
in eine bedingungslos gültige umzuschreiben. 

Der eine beruht auf dem leicht erweislichen Aussagenschema: 

a Bo) (eb an) 
und läuft einfach darauf hinaus, dass man den Aussagenfaktor « den beiden 


Seiten unserer Formeln (#=y) jeweils beifügt. 
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Der andere Weg bietet sich so: Ist c ein beliebiges Relativ, so 
kann man daraus immer — in Gestalt von c; 1 sowohl als von c30 — ein 
Relativ, welches unfehlbar „System“ ist, ableiten. Um also die auf der 
Voraussetzung 2) basirende Def. I in eine bedingungslos (für alle binären 
Relative a) gültige zu verwandeln, braucht man für a in ihr blos sei es 
a; 1, sei es «30 durchweg zu schreiben. 

Dieses wie jenes unterlasse ich, um die Formeln nicht unnötig zu 
überladen. 

Zudem endlich könnte ja auch die Definition 1) — in einer gewissen 
von ihren vielen, bei Systemen @ unter sich äquivalenten, bei beliebigem 
Relativ a aber von einander differirenden Ausdrucksformen, z. B. in der Form 
1) selbst — aufrecht erhalten und dazu benutzt werden, den Begriff des 
Unendlichseins von Mengen a auf beliebige binäre Relative a einst auszu- 
dehnen. Es liegt also kein Grund vor, in die Definition des selbst es 
aufzunehmen und in ihr zu betonen, dass ich nur für Systeme a hiernächst 
sie in Anspruch nehmen will. 

Was ich noch zur Erläuterung von 1) vorzubringen habe, wird 
besser zu sagen sein, wenn wir die Def. I mit dem Begriffe der Gleich- 
mächtigkeit (bei G. Cantor auch „Aequivalenz“, Dedekind’s „Aehnlich- 
keit“) in Zusammenhang bringen. 

Unter 242 ze ze 2a era al). biersimmer 
Systeme sive Mengen verstehend will ich mit dem Symbole (a » 6) ab- 
kürzend die 'T'hatsache zum Ausdruck bringen: (Das Relativ z bildet die 
Menge z eineindeutig auf die Menge 5 ab), wogegen ohne das darunter 
gesetzte z der Ansatz (a »6) = (Die Menge a ist gleichmächtig der 
Menge 2) mit G. Cantor lediglich die von ihm so genannte „Aequivalenz“ 
zwischen diesen Mengen a und 5 statuiren soll. Nach Bd. 3, p. 605') haben 
wir dann: 


4) (a S )=(e#2+32; DEE NWS) (@ 27 b)=(b wa) 


wo die beiden letzten Subsumtionszeichen auch als Gleichheitszeichen lesbar. 


!) In Konnivenz mit Dedekind’s Belegung der eineindeutigen mit dem Namen einer 
„ähnlichen“ Abbildung habe ich dort das Zeichen © G. Cantor’s nur umgekehrt als cv (simile) 
gestellt, und wird sich an dieser kleinen Diskrepanz wol niemand stossen. 

Nova Acta LXXI. Nr. 6. 41 
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Es sei erinnert, dass die vorangestellte „Charakteristik“ des Ab- 
bildungsprinzips z: 

) (52 +32€1,=0}@J31); 1; (4940 
dasselbe lediglich als eine auch umgekehrt nie mehrdeutige Abbil- 
dung kennzeichnet. 

Die Garantie für ihre volle Eindeutigkeit, somit für ihr Auch-nie- 
undeutig-sein, nämlich dafür, dass sie auch den Elementen von = und ihr 
konverses denen von d gegenüber nie versage (etwa einzelne von jenen 
ohne Bild, von diesen andere ohne Objekt lassend), wird erst durch die 
noch weiter hinzutretenden beiden Forderungen ö=z; a und a=2; ö erzielt, 
wonach denn alle Elemente von ö als z-Bilder solcher von a und alle 
Elemente von a als z-Bilder derer von 5 figuriren müssen. 

Dies vorausgesetzt ist 

6) (a vb) — E(a n b) 


die Einkleidung in die Zeichensprache der Relativlogik für die Definition 
der Gleichmächtigkeit. Es sind darnach zwei Mengen a und ö gleich- 
mächtig zu nennen, wenn es möglich ist, die Elemente der einen sämtlich 
denen der andern gegenseitig eindeutig zuzuordnen, d. h. wenn es ein binäres 
Relativ z gibt, das solche Zuordnung leistet. 

Als ausgezeichnetes Relativ dargestellt, sozusagen pasigraphisch, 
lautet diese Gleichmächtigkeitsdefinition: 


0) und EN; 142. :W42. b4z5a)(a4D)F0!, 


wo die £ nach z — wie immer wenn nichts gegentheiliges bemerkt wird 
— iiber alle binären Relative des Denkbereichs auszudehnen ist, dem die 
Mengen a und 5 angehören. Dass diesem Begriffe, trotz oder zufolge der 
sonstigen Unbestimmtheit dieses Denkbereiches, keine „Relativität“ (im 
Sinne Hoppe’s, cf. dessen Rezension von Dedekind’s Schrift) anhaftet, 
habe ich Bd. 3, p. 607 bewiesen. 

Mit Benutzung der »-beziehung stellt nun unsere Definition I sich 
zunächst allerdings nur wie folgt dar: 

8) (akiktnc0)- > (6, 1°— oO) (a6 a); 

c 


wonach ja in der 'T'hat gefordert ist, dass es ein Relativ c gebe, welches 
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System ist und mit welchem @ gleiehmächtig ist, während es als echter 
Teil in z enthalten. 

Diese Forderung c; 1=c hätten wir auch als „Erstreckungs- 
bedingung“ unter das 2 setzen können. Bei Produkten 7 darf im Gegen- 
satz hiezu die Erstreckungsbedingung nicht selbst ohne weiteres hinter das 
D-zeichen geschrieben, sondern nur ihre Verneinung als Summand dem 
allgemeinen Faktor beigefügt werden — vergl. Bd. 3, p. 506. 

Verwendet man nun aber für das cc die Ansätze 5), 4), so wird 
nach letzterem für c der Name z; a verfügbar, und, da 2; @—=z; a; 1. so er- 
füllt sich die Erstreckungsbedingung von selbst, gleichwie auch eine der 
Teilbedingungen in 4), es bleibt c ganz aus dem Spiele und verbleibt in 
der That nur die in 2) formulirte Forderung. — 

(sehen wir nunmehr zur Definition II über, so muss diese erstmals 
formulirt werden. 


Zwar hat Herr Peirce |. e. dies selbst versucht, doch ist seine Dar- 
stellung für uns nicht zu gebrauchen, weil sie erstens unnötigerweise zu 


ternären Relativen ihre Zuflucht nimmt, zweitens auch — in den Präli- 
minarien — zu gewissen Qualitätssymbolen greift, die eher einer Logik der 


Begriffsinhalte (intent) als einer Umfangslogik (logie of extent) anzuge- 
hören scheinen; zudem bleibt sie auch bei den Relativkoeffizienten stehen, 
ohne zu den Relativen selbst überzugehen. (Peirce benutzt seine Dar- 
stellung auch zur Stelle, um eine Schlussform, die De Morgan der Logik 
hinzugefügt und die er den „syllogism of transposed quantity“ nannte, als 
ein Enthymem nachzuweisen, welches die Endlichkeit einer in den Prä- 
missen vorkommenden Klasse stillschweigend voraussetzt — und um die 
durch Hinzufügung dieser wesentlichen Prämisse ergänzte Schlussform dann 
als richtig zu beweisen. Näheres auch hierüber soll mein Bd. 3, II bringen.) 

Wir erhalten nun als Ausdruck der Definition II zunächst den fol- 


genden Ansatz: (a ist ©) = IP 0) 


wo / eine gewisse nachher zu besprechende Voraussetzung über die Ein- 
deutigkeit der Abbildung z und © die Aussage bedeutet: 
9, O= [I |k<a)<>, (h-@a) (h<&z;h)\EL, I(h£a)=< S,(k-£a)(h-€&2; k }] 


die sich als die wörtliche Uebertragung meines 'T’extes unter II ergibt, so- 
41* 
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bald wir nur die Buchstaben z, ; desselben sparsamer ebenfalls durch A, # 
vertreten lassen. (refordert ist, dass für jedes z von den Eigenschaften 
P die Bedingungen © erfüllt seien, welche selbst an eine Voraussetzung 
2, die für jedes in a enthaltene Element % erfüllt zu denken ist, eine Fol- 
gerung 2, knüpfen, die dann für jedes in a enthaltene Element 7 zutreffen 
soll. In die Relativkoeffizienten umgeschrieben (in denen der Ansatz auch 
sogleich hätte notirt werden können) stellt sich dies sofort noch übersicht- 
licher dar als: 
O — IH, (@, IE >, q,, 2,4) < IT, (4, nr 2, a, 2) h 

und verdichtet sich nach einem Verfahren, das in den letzten Abschnitten 
meines Buches genugsam illustrirt ist, ferner zu: 

10) O=aftz; ata; @3)=(a<&;; a +(a&2; )— 

|(a€2 )€(a&2; a). 

Was nun die Bedingungen 7° betrifft, so legen allerdings Peirce’s 
Worte „im any one-to-one relation“ die Versuchung nahe, dieselbe einfach 
als (a > a), d.h. dahin zu formuliren, dass mittelst z die Menge a einein- 
deutig auf sich selbst abgebildet gedacht werden sollte. Thäte man dies, 


so würde Peirce’s Definition sich leicht als eine völlig nichtssagende (auch 
rechnerisch) nachweisen lassen, die in ihrem Nachsatze lediglich einen Teil 


dessen wiederholte, was in ihrem Vordersatze unter den Prämissen aus- 
drücklich postulirt worden. Und dennoch ist Peirce’s Ausdrucksweise 
eine völlig berechtigte, da er die Eineindeutigkeit der Zuordnung zunächst 
nur zwischen Elementen und nicht von vornherein sogleich auch zwischen 
deren Systemen (die hier in eines, a, zusammenfallen) fordert. 

Will man in der "That von jener zu diesen übergehen, so ist dabei, 
wie ich Bd. 3, p. 596 sqq. gezeigt, überhaupt im $ 31 des Werkes auf das 
eingehendste nachgewiesen habe, das Zuordnungsprinzip z lediglich als ein 
der Charakteristik 5) genügendes hinzustellen: es darf diesem z blos zu- 
gemutet werden, dass es auch umgekehrt (niemals mehrdeutig =) höch- 
stens eindeutig sei. Welche Elemente aber wirklich Bilder erhalten 
oder Objekt werden und nicht etwa leer ausgehen sollen, fällt im Allge- 
meinen nieht mehr unter die Charakteristik des =, sondern bleibt den noch 
weiter hinzutretenden Forderungen überlassen, die auf die fraglichen Systeme 
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Bezug nehmen (und die ich Bd. 3, p. 607 die „Hauptbedingungen“ nannte — 
in unserm Falle finden sie sich im © stipulirt). Diese Nachweise will ich 
nun hier nicht wiederholen. 

Als Prämisse 7° ist also die Bedingung, sive Aussage, kurz: das 
ausgezeichnete Relativ in 5) anzusehen. 


Darnach ist nun die Def. II in der Fassung gewonnen: 


(a ist &)=Ule; z+3; el) |(a&z; a=(a&32; a) }] 


von der leicht nachzuweisen, dass in ihr die drei letzten Zeichen beliebig 
in — verwandelt werden dürfen, der man aber nach dem Aussagenschema 
(Bd. 2, p. 262): 

(ea <EN))— (aB<y) 


noch besser die Form geben wird: 


11) (a ist 5) = u 1:2 +2; 2) (a-& 2; DEZ (WESER a) 


worin dann auch ; mit z vertauschbar. 
Ebenso erhält man sogleich in Form eines ausgezeichneten Relativs 


unsere Definition II als: 
12) (aist D-11030; +00; Ztagsa+ta; eFay;ı. 


Vergleichen wir nun damit diejenige Definition der Endlichkeit, wie 
sie aus der Fassung 3) der Definition I durch Kontraposition (beiderseitiges 


Negiren) hervorgeht: 
15) (a ist oo) = 1 | 0430;2+030; zH+ asz; a-+ a; z;ata; 3230): ik 


so zeigt sich, dass in der Form beide nicht übereinstimmen, und dass — 
unbeschadet dessen, dass sie in unsern Fassungen 1) und 11) doch mit 
gleichviel Lettern geschrieben werden konnten — die Peirce’sche Defini- 
tion die einfachere ist. 

Denken wir uns die Multiplikation der | ! mit dem relativen Faktor 
1 ausgeführt, wodurch nur die beiden ersten Glieder innerhalb dieser Klam- 
mer affızirt werden, indem er hinter dieselben tritt, die folgenden Glieder 
in 12) sowohl als in 13) aber ungeändert bleiben, so haben wir dort vier, 
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hier fünf Glieder hinter dem 77, von denen nur die drei ersten in 12) und 
13) übereinstimmen. Ich will das vierte Glied in 12) sowie die Summe 
des vierten und fünften Gliedes in 13) für den Augenblick bezüglich das 
„Restglied“ der betreffenden Formel nennen. 

Alsdann lässt sich gleichwohl die eine Formel 12), 13) in die andre 
und umgekehrt (wenn man will auch rein rechnerisch) transformiren. Am 
leichtesten gelingt der Nachweis ihrer Aequivalenz, indem man zeigt, dass 
sobald die Summe der drei übereinstimmenden Glieder verschwindet. mithin 
diese selbst = 0 sind, dann das Erfülltsein (= 1 werden) des Restgliedes 
in 12) auch dasjenige des Restgliedes in 13) nach sich zieht, und umgekehrt. 

Das Detail dieser Ueberlegungen resp. ganz leichten Rechnungen 
will ich hier übergehen; ich beabsichtige dasselbe im zweiten Teile meines 
Bd. 3 ausführlieh darzulegen, wo ich auch manches hier nur Gestreifte ein- 
gehender behandeln werde. Hier genüge es, das Historische nebst dem 
Gedankengang, dem Ergebnisse und den Hauptmomenten der Untersuchung 
dargelegt zu haben. Schliesslich kann man ja auch schon aus dem Wort- 
text die Uebereinstimmung der beiden Definitionen I und II einleuchtend 
finden. 

Wie sehon angedeutet, ist das Ergebniss zunächst instruktiv in Bezug 
auf die Irrlehre der traditionellen Logik von dem Unterschiede zwischen 
„positiven“ und „negativen“ Merkmalen. Ich fordere alle zünftigen Philo- 
sophen, die diese Lehre noch verfechten und verbreiten, insbesondere Herrn 
Husserl, heraus, mir doch gefälligst angeben zu wollen: welche von den 
beiden Definitionen I und II denn nun das positive und welche das negative 
Merkmal aufstellt? Die in beiden Definitionen angegebenen Merkmalkom- 
plexe stehen im denkbar grössten Gegensatze, sind die direkte Negation 
von einander, und dennoch findet sich in keiner von ihnen auch nur die 
geringste Verneinungspartikel (!). 

Wenn nach unserm Ergebnisse die Herren Dedekind und G. Can- 
tor nun nicht beanspruchen dürfen, die haltbare Definition des Unendliehen 
erstmals (wenigstens in Veröffentlichung) aufgestellt zu haben, so hat das 
wenig zu sagen. Die Peirce’sche Definition II erscheint mir gewisser- 
massen als die des gemeinen Verstandes; denn, dass man bei einer „end- 
lichen“ Menge, ihre Elemente durchgehend, immer zum Ausgangspunkt zu- 


- 
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rück oder „herum“kommen müsse, hat gewiss schon Manchem vorgeschwebt. 
Und auch die andere, die Definition I, ist mir seit vielen Jahren bekannt'). 

Solehes mögen auch Andere schon bemerkt haben; das lag wol 
nicht allzutief. Die Hauptsache ist jedoch: etwas mit der Definition ge- 
macht zu haben. Das hat (wie angeführt) schon Peirce, der die Defini- 
tion auch exakter formulirte, in gewissem Maasse gethan. Aber der Ruhm, 
auf die Definition I je in eigner Richtung eine fein ausgearbeitete und kon- 
sequent aufgebaute Theorie gegründet, resp. sie zum Ausgangspunkt einer 
zukunftsreichen Disziplin genommen zu haben wird den Herren Dedekind 
und Cantor immer verbleiben. 


m 


Ueber Gleichmächtigkeit von Mengen haben die Untersuch- 
ungen der beiden Autoren, neuerdings besonders die gerechtes Aufsehen er- 
regende Arbeit von G. Cantor (Math. Annalen Bd. 46, p. 481... 512), eine 
Reihe von wiehtigen Sätzen zutage gefördert, die, indem sie auf Zahl- 
begriffe sich in keiner Weise berufen, der reinen Logik zuzuweisen sein 
dürften, wo sie als zum Grundstock einer Theorie der eindeutigen Zuord- 
nung und Abbildung gehörig sich darstellen. (Nicht minder dürften ebendahin 


1) Ich darf wol anführen, wieso. Bei Abfassung meines 1873 erschienenen Lehr- 
buch der Arithmetik und Algebra (Bd. 1) hatte ich Herın Lüroth geklagt, dass ich einen 
Beweis für die Thatsache vermisste, dass wenn bei eineindeutiger Zuordnung zwischen den 
Elementen von zwei (endlichen) Mengen einmal dies ohne Rest aufgeht, dann es immer so 
sein müsse, und dass wenn einmal bei der einen (der „grösseren“) Menge ein Rest übrig 
bleibt von nicht mehr zuordnungsfähigen Elementen (weil die Elemente der andern Menge 
eben „alle geworden“) dann stets bei ihr ein Rest bleiben müsse, in was immer für einer 
Weise man auch die Zuordnung ausführen mag. Daraufhin (ich hatte nur das Verdienst der 
Fragestellung) stellte mir bekanntlich Lüroth für jene Thatsache einen Beweis zur Ver- 
fügung, der sich in meinem Buch mitgeteilt findet, und den man auch heute noch als an- 
schaulich und überzeugungskräftig gelten lassen kann, wenn er auch nicht qua „Beweis“ 
den rigoroseren Anforderungen einer seitdem höher entwickelten und mit Recht anspruchs- 
voller gewordenen Logik genügt (er behält dafür den Vorzug, solch raffinirtere Logik nicht 
voraussetzen zu müssen). Und schon ein paar Jahre darauf bemerkte mir Herr Lüroth, er 
pflege die Sache in seinen Vorlesungen so darzustellen, dass sich eben durch jene Eigenschaft 
die endlichen Mengen von den unendlichen unterschieden, welche letztern ja auch so, dass 
ein beliebiger Rest bleibt, auf sich selbst z. B. abgebildet werden könnten — was mir auch 
als eine richtige Definition für beide Arten von Mengen sofort einleuchtete. 
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auch die Begriffserklärungen über einfache und mehrfache „Ordnung“ von 
Mengen und deren Typen, nebst darauf bezüglichen Sätzen zu verweisen 
sein.) 

Jene Sätze nun, wie Herr Cantor zu 4 bis Z, p. 484 in Aussicht 
stellt, mit Hülfe des Begriffs der (eventuell und zumeist, natürlich, trans- 
finiten) Cardinalzahlen zu beweisen, muss, so willkommen der Beweis 
auch sein wird, gewiss als ein Umweg bezeichnet werden und im Interesse 
der Reinheit der Methode ist zu verlangen, dass schon nach den Grund- 
sätzen der allgemeinen Logik aus der Definition der Gleichmächtigkeit 
selbst ein solcher Beweis herausentwickelt und in streng analytischer 
Weise konstruirt werde — so, wie ich dies in der That für diejenigen der 
hierher gehörigen Sätze, die bereits in der Dedekind’schen Schrift sich 
finden, im $ 31 meines Bd. 3 ausgeführt habe. Dies (zunächst, und noch 
einiges mehr) ist das Ziel, welches mir bei der vorliegenden Arbeit vor- 
schwebt. 

Es sei gestattet, erst einmal sämtliche bis jetzt bekannten Sätze 
über Gleiehmächtigkeit von Mengen — insoweit dieselben „von allgemeiner 
Natur“ sind, nämlich sich auf voraussetzungslos wie immer geartete, sei es 
auch in dieser oder jener Weise transfinite Mengen a. 6, c,d,e... beziehen 
— übersichtlichst zusammenzustellen, und zwar „pasigraphisch formulirt“ 
in jener Zeichensprache, die man mit der Zeit nicht umhin können wird 
als die wirkliche Begriffsschrift anzuerkennen. 

Unter diesen Sätzen wird sich auch ein paar ganz unentbehrlicher 
finden, die mir bislang noch nieht gebührend betont zu sein scheinen. 

Die Definition der Gleichmächtigkeit wurde oben sehon in 7) an- 
geführt und kann auch sehr praktisch durch Verbindung von 6) mit 4) in 
der Gestalt angesetzt werden: 


14) aeb)=>(es 2+2; 2-21) (b& 2; a) (a&2; b). 


Als die Sätze, deren Bedeutung und Beweis nachher zu besprechen 
sein wird, reihen sich an: 


15) ka mb)= (ba), 16) aw.a, 17) ad) bBad&lan od), 
18) (a » b) (ce © d).. (ac = 0) (bd=0)..E(a+c..vb+d..), 
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19) ae» )< (a db, 20) ale b)EXI(andch), 
G d 
21) a» db) Z(a&e ob), 22) amdCbErlalen»b), 


Zu<erb)=E(and<b) 
» | Techen -— durch < ersetzt, 
24) a<boc<za<boangd), 
24,) C. a <b<£c-mM)<£arbro), 24) arbze<£an<(brnena), 
25) B ab ncEdvaaelanbudwcena), 
25) aob<zenmd<m)<(larenidbndnug), 
(| azboc£dve£a)<lrbncendne), 
DO a ann ea en endeten 


| 
| — desgleichen links € und — vertauscht. Ete. 


27) A, ZadCdbd)+(arbdb)+rebwncl a), 
d c 
D. Dlce<a£brc\€Fa-dcb), 
Br anbFt-dcCHENLCID<erb. 


Hierbei sind die x, 7 nicht „mit der absoluten Erstreckung“ auf 
alle binären Relative auszudehnen, sondern blos über Systeme sive Mengen 
c, d des Denkbereichs erstreckt zu verstehen. 

Die Anzahl der Sätze ist nicht so gross wie es aussieht, insofern 
erstlich der Satz 23) als die konziseste Zusammenfassung der Sätze 19) bis 
22) zu erkennen sein wird, zweitens ihrer mehrere sich in verschiednen 
Ausdrucksformen, mithin wiederholt, angegeben finden. Ich möchte vorerst 
als die fundamentalen nur etwa sieben Sätze unterscheiden, nämlich die 
15) bis 18), 23), 24) und 27) A,. Doch werden nach weitrer Ausgestaltung 
unsrer Symbolik zu den bisherigen noch einige Sätze mehr hinzukommen, 
und gehört Satz E bereits zu einer solchen spätren Gruppe. 

Der erste 15) von jenen Sätzen stempelt die Gleichmächtigkeit zu 
einer gegenseitigen (mutuellen) sive symmetrischen (nach De Morgan 
auch „konvertiblen“, umkehrbaren — in der Scholastik „Aequiparanz“ ge- 
nannten) Relation oder Beziehung. 
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Der nächste Satz, 16), nach welchem jede Menge mit sich selbst 
gleichmächtig ist, statuirt, dass die Beziehung eine selbstrelativische, ja so- 
gar eine aliorelativnegate (vergl. Bd. 3, p. 132), in der gar nicht üblen Ter- 
minologie italienischer Mathematiker: dass sie eine „reflexive“ sei. 

Satz 17) konstatirt, dass die Beziehung auch eine transitive. Wenn 
awbd und döwc, so ist auch a wc. 

So weit — dazu dann noch 19), 20) — sind die Sätze bereits in 
der eingangs erwähnten Schrift des Herım Dedekind aufgestellt, und in 
Bd. 3 von mir in der genannten Weise — aus 14) — „bewiesen“, der 
Satz 17) z. B. p. 609 mittelst des Nachweises, dass 


28) (a b) (b = )E (a > ed). 


Nun kommt hinzu der Satz 18), den man so aussprechen könnte: 

Gleichmächtiges, zu damit disjunktem Gleichmächtigen addirt, gibt 
Gleichmächtiges — woferne unter sich „disjunkt“ (oder „elementefremd*), 
nach für Klassen allgemeinem logischen Brauch, solche Mengen genannt 
werden, von denen keine zwei ein Element (oder Elemente) gemein haben. 
Dieser Satz ist kein andrer als der p. 483 am Schlusse seines $ 1 von 
G. Cantor gegebene, und er ist so leicht ganz in derselben Weise, wie 
es bei den vorgenannten von mir geschah, rein analytisch aus 14) zu be- 
weisen, dass ich ihn hier als auf diese Art erledigt ansehn will, obwohl 
sich die Nachweise dafür nicht mehr in meinem Bd. 3, I gegeben finden 
(für dessen Fortsetzung vielmehr ich mir dieselben vormerke). 

Der hochwichtige Satz 19) [und 20)] besagt: dass es zu jeder [echten] 
Teilmenge der einen von zwei einander gleichmächtigen Mengen auch in 
der andern (mindestens) eine [echte] Teilmenge geben müsse, die mit jener 
von gleicher Mächtigkeit ist. 

Auch inbezug auf diese Dedekind’'schen Sätze könnte ich einfach 
auf Bd. 3, p. 610 sq. verweisen. Viele Gründe veranlassen mich jedoch den 
Beweis hier nochmals zu geben, so wenigstens für den Satz 19) [von wel- 
chem ja Satz 20) ein ganz nahe liegendes Korollar ist, ef. 1. e.]. Abgesehen 
davon, dass die Wahl der Buchstaben in meinem Bd. 3 auch eine andre 
wie im Formelausdruck unsres Satzes ist, kann ich nämlich den Beweis 
schon etwas einfacher, wie dort, liefern. Dann ist es auch instruktiv, die 
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Beweismethode für 19) mit derjenigen für das Gegenstück 21) dieses 
Satzes zu vergleichen. Endlich bildet der Satz 23) mit dem ich die Sätze 
19) und 21) zusammenfasse einen so "wichtigen Angelpunkt der ganzen 
Theorie, um den so viele von den nachfolgenden Beweisen sich hauptsäch- 
lich drehen, dass dieselben sorgfältigst sichergestellt zu werden verdienen. 


Ich will zuerst die Beziehungen zwischen unsern fünf Sätzen erörtern. 


[Eigentlich sind es ihrer sechse. Einen sechsten Satz, der sich von 
23) nur dadurch unterscheidet, dass an Stelle des Einordnungszeichens 
das Zeichen < der Unterordnung links und rechts einspringt, erwähnte ich 
nur nebenher]. Die Sätze 21) [und 22)] sind diejenigen, die mir nicht ge- 
nügend prononeirt erschienen, indem sie höchstens einmal ganz beiläufig 
von Hrn. G. Cantor angezogen, zumeist stillschweigend gebraucht werden. 


Bei der verbalen Einkleidung von 21), 22) stossen wir zuerst auf 
eine sprachliche Schwierigkeit oder wenigstens Unbequemlichkeit, deren 
Einebnung rätlich. Während es, wenn «5 ist, sehr bequem ist von a 
als einem „Teil“ von 5 zu sprechen, ist es lästig von 5 nur sprechen zu 
können als von einer solchen Menge, die a als einen Teil in sich fasst, 
sive, von welcher a ein Teil ist. 5 „ein Ganzes“ von a zu nennen ist 
wenig gebräuchlich, vielleicht auch verfänglich (vergleiche den eventuell 
dadurch geschaffnen Doppelsinn des Ausdrucks „das Ganze von a“), zudem 
ist es jedenfalls für unsre Disziplin nieht ausdrucksvoll genug, weil solcher 
Name dann jedem binären Relativ 5 zukommen müsste, welchem a ein- 
geordnet ist, auch dann, wenn 5 gar keine Menge vorstellt. Es bleibt so- 
nach nichts übrig, als wie — analog zu „einer Teilmenge a von 54“ — 
die Neubildung zu wagen: 5 „eine Ganzmenge von (besser zu) a“ zu 
nennen. 


Die echte Teilmenge wird sehr passend auch eine Untermenge 
der andern, diese sodann eine Uebermenge der vorigen zu nennen sein 
[und sei dem Leser empfohlen, sich unter Benutzung dieser Terminologie 
die Sätze 20), 22) in Worte zu fassen]. 

Satz 21) lautet nunmehr: Zu jeder Ganzmenge der einen von zwei 
einander gleichmächtigen Mengen gibt es (im Denkbereiche!) auch mindestens 


eine Ganzmenge der andern, die mit jener gleichmächtig ist. 
42* 
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Dass nun Satz 23) weiter nichts als wie eine Zusammenfassung der 
Sätze 19) und 21) ist, sieht man leicht wie folgt. 

Nach der Definition der Gleichheit: («— 3)—=(«—£ P)(d- «) lässt sich 
die Gleichung 23) als eine Subsumtion vor- und rückwärts lesen, und wird 


damit ihr ganzer Gedankeninhalt erschöpft. Dabei lässt sich (bekanntlich) 
allemal das Yzeichen im Subjekte unterdrücken, und man erhält vorwärts 
den Satz 19), rückwärts den 21). Die Unterdrückbarkeit des 2 beruht auf 
den Schemata (Z« oder «+ßB..£y)£&(«a<y). Doch kann man auch um- 
gekehrt schliessen: Satz 19) will als ein allgemein gültiger hingestellt sein; 
er muss gelten für jede Menge c die seine Prämisse links erfüllt; man darf 
ihm also auch ein - ‚ nachdem er in Klammer gesetzt ist, voranstellen. 
Dann kommt aber das Schema in Betracht: 
I (0. $) — (2a. EP). 


Man erhält darnach aus 19) die vorwärtige Subsumtion 23); analog 
aus 21) die rückwärtige, q. e. d. 

Es empfiehlt sich darum, zwecks Beweises, sogleich den Satz 23) 
in Angriff zu nehmen, und von diesem zu seinen Teeilbehauptungen 19) und 
21) zurückzugehen. Mit Rücksicht auf 6) lautet unsre Behauptung 23): 


D(a& ec) 2 (ce » b) = I(d=Eb) I (a » d) 
c z z d z z 


worin man auch die x nach z voranstellen kann. 

Nach 4) — vergl. auch 14) — wird aber, so oft «>25 gilt, d. h. 
wenn -ein Prinzip z eine Menge a eineindeutig abbildet auf eine Menge 2, 
für « der Name >; , für 5 der Name z; a verfügbar, sodass: 

29) ay 6 auch als 2,5% sowie als az; a anschreibbar. 

Verwendet man demgemäss im Vorstehenden durchweg für c den Namen 
>: 6, für d den z; a, so werden die x nach 5 und d gegenstandslos, 
oder kommen m. a. W. als an Konstanten (hinsichtlich c resp. ) operirend 
in Wegfall. Es bleibt als Ausdruck des behaupteten Satzes mit Rücksicht 
auf 4): 

30) EP.(a&z; b) b<&;; 2; b)—= X P.(e;a-£b) (a £2; 250), 

z 


z 


wo uns ?, zur Abkürzung die Charakteristik 5) des Zuordnungsprinzips 
vorstellt. Man könnte auch dies Zuordnungsprinzip z beiderseits als ein 
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verschiedenes vermuten und es links mit x, rechts mit y bezeichnen. Doch 
wird sich schliesslich zeigen, dass sich bei dem Beweise mit einem und 
demselben z durchkommen lässt. 

Der Beweis von 23) sive 30) hat nun zwei Teile, indem die Gleich- 
ung 30) als vor- und rückwärtige Subsumtion zu erhärten bleibt. Als vor- 
wärtige, wo sie pasigraphisch den Satz 19) vorstellt wird sie durch beider- 
seitiges Summiren nach z a fortiori folgen aus der nachstehenden Subsumtion. 


31) P.(a&2;b) b=2;2,b)€ P.(e;a£b) (a=2; 2; a) 
wofern nur diese selbst sich rechtfertigen lässt. 


Beweis derselben, somit von 19). Die linke Seite L besteht aus 

den Voraussetzungen: 

s2<1V, z2<£1, a&o c=35b b=2e 

und aufgrund von diesen sind von der rechten Seite R noch die beiden 
letzten Treilbehauptungen zu deduziren. Zu dem Ende nennen wir za —=d. 
Dann folgt: 2,d—2;2z;a€l’;a=a, also z;d-€a. Aber auch umgekehrt er- 
gibt sich a-£&2;d — weil mit as auch c=a+c=a+ ac sein muss — 
wie folgt: a €&c—=2;,b=2;2; c=2;2; (a+ a)=2; d+2;2,;0&2;d+lV;a=z;d+a, 
also a&z;d-+a, d.h. a-£2;d, wie behauptet. Sonach muss, weil als vor- 
und rückwärtige Subsumtion erwiesen, nunmehr als Gleichung gelten: 
a=2;d, oder a=2;z; a, was die letzte Teilbehauptung von A gewesen. 
Die andre folgt mittelst VER VEEER BER 2; be: db—=b als de d oder 25 a=e&b 
sogleich hinzu, q. e. d. 

Dass wie soeben gezeigt, mit z;a—d auch immer «=; d gegeben 
ist, sooft « Teilmenge einer Menge c die > Ö, ist ein bemerkenswerter Satz, 
von dem wir auch später noch Gebrauch machen. 

Wie wir nun also Z-€ X bewiesen haben, so hätten wir sei es für 
31), sei es für 30), blos auch noch AZ und damit den Satz 21) zu 
beweisen. 

Dies ist nun aber auf dem vorstehend illustrirten analytischen 
Wege in keiner Weise angängig. 

Zwar folgt bei 31) aus der Hypothesis # der rückwärts anzusetzen- 
den Subsumtion, mit 2,2; a-£z; b, leicht die Teilbehauptung a-€z;b ihrer 
Thesis Z, und von der andern Teilbehauptung derselben: D—=:; 2; gilt 


332 Ernst Schröder, [22] 


wegen ?. oder z;2-£1’ schon ohnehin die Subsumtion z; 2; D=€>b, sodass nur 
mehr die andre Subsumtion D-£z; z,; b zu beweisen erübrigte. Mit den Vor- 
aussetzungen A aber, (deren eine z; a-€b sich äquivalent auch — vergleiche 
Ende des $ 4 — in as-£5 umwandeln liesse) solches zu leisten muss als 
aussichtslos bezeichnet werden. Die Subsumtion 31) wird als rück wärtige 
gar nicht allgemein gelten, und wir müssen zur Teilbehauptung AZ 
von 30) zurückgehn. 

Vielmehr kann der Beweis des ZZ [für 30)] blos auf sozusagen 
synthetischem Wege gelingen. Dies beruht darauf, dass der rückwär- 
tige Satz, mithin 21), eine gewisse Voraussetzung über die Natur des 
Denkbereiches 1 involvirt, derselben zu seinem Beweise nicht entraten 
kann und wol auch zu seiner Geltung bedarf(?), des Denkbereiches, für 
dessen Mengen er ausgesprochen wird — eine Voraussetzung, die man 
(möglichst allgemein gefasst) dahin formuliren kann: dass der Denkbereich 
als ein hinreichend weiter sive umfassender gedacht werden müsse. 
Um die in dem Satz behauptete Abbildung zu leisten müssen nämlich 
eventuell auch neue Elemente herangezogen werden die in den Prämissen 
des Satzes überhaupt nicht vorgekommen und deren Vorhandensein im 
Denkbereiche sich nieht ohne weiteres versteht, vielmehr eine Art von 
„Postulat“ zu bilden scheint. 

Vorausgesetzt ist jetzt, neben ?, oder ;2-€1’,2;z-€7, dass aya, 
d<Ö5, somit auch d=:z;a, a=:; d sei. Wir sprechen: @ sei z-Bild von a, 


sagen z bilde a — (eineindeutig) auf d ab, a sei (z-)Objekt (=z-Bild) von d. 

Und es ist die Existenz einer Menge c nachzuweisen, welche a als 
eine Teilmenge in sich fasst, sodass @a-€c gilt, und welche » 2 ist, d.h. 
durch ein Abbildungsprinzip, das wir zum Unterschied von z zunächst y 
nennen wollen, eineindeutig auf 5 abgebildet werden kann, also dass c >26, 
sonach, während 2, oder „y&1,y;y&1 gilt, B=y;c, c—y; b werde. Dann 
würde also 5 auf c durch , eineindeutig abgebildet. 

Offenbar nun hat man sich dieses höchst einfach dadurch hingebracht 
gedacht, dass man die Abbildung z in Gedanken zu einer solchen y er- 
weiterte, dass „ den Teil 7 von ö genau so, wie es z thut, auf a abbildet 
und daneben den übrigen Teil, die „Restmenge“ va von d irgendwelchen an- 
dern Elementen des Denkbereiches in sonst beliebiger Weise eineindeutig 
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zuordnet, somit ebendieses „ auch unser dd auf eine passend gewählte Menge 
ac abbildet. Und es war diese Einfachheit des Gedankens der Grund, wes- 
halb so wenig — zu wenig — Aufhebens von dem Satze gemacht worden. 

Wollen wir aber diesen Prozess so weit als möglich auch analytisch 
verfolgen und wollen wir die Minimalanforderung erkennen die dabei an 
den Denkbereich gestellt wird, so müssen wir schon etwas weiter ausholen. 

Zunächst ist an dreierlei zu erinnern. 

Erstlich kann ich nicht umhin, auch auf die Bd. 3, p. 607 von mir 
eingeführte „Adventivbedingung“ hinzuweisen. Ein Relativ z nämlich, 
dem blos die Auflage «6 gemacht ist, d.h. dem blos die Forderung auf- 
erlegt, ist, zwei gleichmächtige Mengen az und Ö eineindeutig aufeinander 
abzubilden, kann sich den Elementen der „Aussenmengen“ a und 5 gegen- 
über noch ganz beliebig verhalten („externes“ Verhalten), indem die durch 
z geregelte Zuordnung zwischen den Elementen von a und 5 blos als eine 
„interne Angelegenheit“ dieser Mengen sich darstellt. Zwischen den Ele- 
menten von nicht-z oder nicht-#, m. a. W. in Bezug auf Elemente ausser- 
halb der Mengen z und 5 kann unser z sozusagen noch alles erdenkliche 
Unheil mit Zuordnungen anrichten: Nicht selten empfiehlt es sich dem vor- 
zubeugen und das zügellose externe Verhalten des z hinsichtlich z und 
zu bestimmen durch die Forderung dass ;;a=(0 sowie 35=(0 sein solle, 
was, wie ]. ec. dargethan, einfach auf z-€a5 hinauskommt. Ist diese „ad- 
ventive Bedingung“ durch z von vornherein auch nicht erfüllt, so zeigt sie 
sich doch unfehlbar (und unbeschadet der Forderung, die Menge z eineindeutig 
auf die 5 abzubilden) erfüllt durch das Relativ abz, d. h. es gilt der Satz: 


32) @>d)=(anb). 


Zweitens: dasjenige Relativ z, welches eine Menge a auf sich selbst 
„identisch“ abbildet und ausserhalb derselben keinerlei Zuordnungen an- 
stiftet, ist z2=al', d.h. wir haben nach Bd. 3, p. 643 den Satz: 


35) 2 Sa. 

Drittens ist zu erinnern, dass gleichwie schon bei Satz 19), so auch 
bei 21) es gänzlich offen gelassen ist: ob und welche Elemente die in den 
Prämissen des Satzes vorkommenden Mengen etwa miteinander gemein oder 


nicht gemein haben. 
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So zerfällt schon d= ad + ad, und ferner wegen d-€b zerfällt 
b=d+b=d+bd—d+ abd + abd und a=ad+ abd + ab 
je in drei Teilmengen die unter sich disjunkt sind und zu irgend einem 


Teile keine, einige oder auch alle der in 5 resp. a vorhandnen Elemente 
enthalten mögen. Die Teilmengen von 5 sollen heissen: 


b, =d, b, — abd, b, — abd, sodass bb, + b, + b,. 

Demgemäss werden wir synthetisch auch das Abbildungsprineip 
y=y ++ y,, und die als existent nachzuweisende Menge c=a4+9G+1% 
aus drei disjunkten Teilen zusammenzusetzen haben, sodass je als extern 
unwirksames Zuordnungsprinzip ,y, das c, auf D,, y, das c, auf d, und „, 
das c, auf d, eineindeutig abbildet, nämlich 


bay: b=emin bey Ga=y;b, A—yibn By; bs 
also auch zufolge unsrer strikte einzuhaltenden Adventivforderungen dann 


b = —y; b wird. 
Wie schon angedeutet wird dann erstens zu nehmen sein: 


Dr ab dm ade, sodassa cc a = d=b, also c, » bı 
Y Y 


sich erfüllt; d. h. wir bilden mittelst des blos dureh die Adventiv- 
bedingung restringirten z die Menge z wie oben auf die d ab. 
Zweitens wird es sich als das nächstliegende empfehlen, die Menge 


6, auf sich selbst identisch abzubilden, d. h. zu nehmen: 


0 — ba, Ya — 1'02, sodass Go b3 I b2, also c => b3 ist. 


Weil allgemein 1’a=1a, wird dann auch sein: 
»—=1b,b,, d.h. auch y, wird die zugehörige Adventivbedingung erfüllen, 
und es konnten dabei die „,, y, unter dem » Zeichen deshalb durch „ er- 
setzt werden, weil kraft der Adventivbedingungen ,, auf die unter c, fallen- 
den Elemente von c, (und c,) unwirksam ist, ebenso ,, auf die unter ce, 
fallenden Elemente von c, (und c,), ete. 

Dann bleibt nur noch drittens eine Menge cs; 5 6, nachzuweisen, wo 
7, =%b,y sich auf die Zuordnung zwischen den Elementen dieser beiden 
Mengen beschränkt, und c, mit c, und c, disjunkt ist, d.h „ag = 
a(a+Db-+.d), also 
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G&£a(b +d) 

ist. Als „-Bilder sind nämlich die Elemente von a und von c, (sive d,) — 
die letzteren auch als Objekte — bereits vergeben und können ohne 
Widerspruch zur Eindeutigkeit der Zuordnung als solche nicht weiter ver- 
wendet werden. Dagegen sind die Elemente von 3), —abd, die als solche 
von a die z- oder „-Bilder geliefert haben zu ihrer Menge nicht angehörigen 
Elementen von d, als Objekte zur Abbildung „ (d. i. als „-Bilder) noch 
verfügbar und ausständig. 

Die „-Bilder derselben könnten von allen in den Prämissen unsres 
Satzes vorgekommnen Mengen höchstens noch aus der Teilmenge ad = abd 
von d und 6 selbst geschöpft werden. Diese, als eine voraussetzungslose, 
braucht aber der andern Teilmenge add von 5 nicht gleichmächtig zu sein; 
sie kann z. B. verschwinden. 

Und somit müssen, um in der Abbildung „ die Elemente von 5, zu 
decken, eventuell (d. h. sofern dazu die von ad nicht zufällig ausreichen), 
neue Elemente herhalten. Solche aber müssen, wenn sie nicht im Denk- 
bereiche vorhanden sind, demselben zugefügt, adjungirt werden. [Der 
Xinfachheit zuliebe könnte man den Elementen von d, lauter neue einer 
Menge c,£abd—=ab zuordnen und hätte, anstatt die , identisch abzubilden, 
ein gleiches schon mit der „Restmenge“ d, + 6, von ö thun können]. Dem 
steht nun nichts im Wege. 

Denn man kann sich z. B. die Elemente von 5, mit Namen belegt 
denken. Fügt man den letzteren je einen Accent bei, so kann man diese 
accentuirten Namen als neue Elemente dem Denkbereiche einverleiben. 
Oder anders zu reden: man kann den Elementen von 2, gleichsam einen 
Spiegel vorhalten und diese Spiegelbilder auch als Elemente gelten lassen! 
Und dergleichen mehr. 

Fingiren wir also eine Menge c,£a(b + d) so, dass b,—=ys; (, =; Das 
so wird sich mit dem gefundenen: 


Y— adz + Vabd + ab +d) c, abdy, 
34) | f 


|e=a+tad+tab+ge 
also c—a + bd+y; abd unschwer das Erfülltsein sämtlicher Teile: 


Dei ae ee Deere cl 
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unsrer Behauptung nachrechnen lassen. (Dabei verschwinden allemal die 
Terme, in denen ungleichstellige Glieder von „ und „ oder 5 resp. c in 
relativer Knüpfung zusammentreffen). @. e. d. 

Weil nun unser z, soweit es hinsichtlich z und @ intern in Frage 
kommt, blos Teil des „ ist, so konnte man das externe Verhalten des z 
auch von vornherein so bestimmt annehmen, dass es mit unserm y zu- 
sammenfällt; man kann sich unbeschadet der Prämissen schon z zu y „er- 
weitert“ denken, woraus erhellt, dass sich imgrunde sehon mit einem Zu- 
ordnungsprinzip y (sive z) auch hier auskommen liess. — 

Ob in einem begrifflich völlig bestimmten, nämlich wenn auch unend- 
lichen so doch abgeschlossenen Denkbereiche unserm Satz 21) unbe- 
dingte Geltung zukommt, ist eine noch offene Frage, die vielleicht einmal 
von Belang wird. Im Falle a+5=1, ad nicht — abd wird zwar (für 
solehen Denkbereich) unser obiger Beweis versagen. Es gelang mir gleich- 
wohl nicht auch nur ein Beispiel für die Ungültigkeit des Satzes in diesem 
Sinne zu entdecken oder zu konstruiren. Obschon die Frage noch näher 
untersucht zu werden verdient, können wir uns für das Folgende mit dem 
bisherigen Beweis begnügen. 

Man mag den Satz 25) füglich den „Wechselsatz“ von © und € 
(resp. © ) nennen. 

Bei seinen Anwendungen braucht man sich um die Y-Zeichen so 
gut wie gar nicht zu kümmern. 

Denn ist z.B. av d=£Ö, so gibt es auch ein d, welches diese Vor- 
aussetzung erfüllt, und gilt Z(amd<b) Dann gilt auch Z(a<c»Ö), 


d.h. es gibt ein c, für das der allgemeine Term dieser X wahr ist, und 
kann man für dieses gedachte - die Aussage hinter dem X selbst neh- 
men und mit andern Aussagen behufs Ziehens von weitern Folgerungen 
kombiniren. Bei Austausch (Wechsel, Umstellen) der Zeichen — und € 
(resp. C) in einer Doppelproposition muss nur allemal Sorge getragen wer- 
den, dass der mittlere Buchstabe (4 resp. c) durch einen neuen ersetzt wird. 

Zu den bis jetzt erledigten tritt nun aber noch eine Gruppe von 
anscheinend fünf weitern Sätzen G. Cantor’s (l. ec. $. 434 von ihm mit 4, 
3, CD, E chiffrirt) hinzu, die sozusagen von schwererem Kaliber sind und 
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von überaus grosser Tragweite sowol für die „Theorie der Abbildung“ in 
der Logik, als für die vollendet solide Fundirung der Lehre von den trans- 
finiten Cardinalzahlen sich erweisen werden. 

Sie scheiden sich naturgemäss in zwei Untergruppen: die eine von 
24) bis 26) gehend, die andre aus 27) A, D und Z bestehend. 

Ich will zuerst eine jede Untergruppe für sich besprechen, dabei die 
Zurüekführung ihrer Glieder aufeinander erledigen; sodann im engsten An- 
schluss an Herrn Cantor's Gedankengang zeigen, wie weit man ohne das 
noch fehlende Glied („the missing link“) in der Beweisführung kommen 
kann, hernach dieses (oder eines von diesen) selbst herbeischaffen und die 
Beweisführung soweit zur Zeit thunlich zu Ende bringen. [Es wird nur ein 
Satz als nicht völlig erledigt übrig bleiben, während von diesem unabhängig 
die übrigen erwiesen sind]. 

Untergruppe 24) bis 26). 

Da Herr Cantor unter einem „Teile“ immer eine echte Teilmenge, 
Untermenge, versteht, so müssten die Sätze 24,) und 25), um als die Can- 
tor'schen C, 2 selbst ausgegeben werden zu dürfen, eigentlich mit den 
Zeichen “ an Stelle unsrer = durchweg gelesen werden — natürlich blos 
sofern die letzteren als Mengen verknüpfende in den Klammern vorkommen 
(wogegen unsre freien, nämlich Aussagen verknüpfenden Subsumtionszeichen 
<, die wie Peano’s „eoneluitur“ funetioniren, als solehe stehn zu bleiben 
haben, weil die Umkehrbarkeit solchen Schlusses, wenn auch nicht allgemein 
zulässig, so doch prinzipiell nicht ausgeschlossen). Allein es ist leicht zu 
sehen, dass wenn in den Prämissen unsrer Sätze auch nur eines der ge- 
dachten Subsumtionszeichen die Kraft des Gleichheitszeichens hat, die Kon- 
klusionen sich bereits nach 16), genauer nach dem Korollar zu diesem 
Satze: (a—=Ö)<(a = Ö), ergeben. Mit unsern Subsumtionszeichen wird 
aber den Sätzen eine noch etwas weitere Geltung verschafft; denn wenn 
blos (a& 2), das ist (a Cd) + (a—=Ö) vorausgesetzt zu werden braucht, da- 
mit eine gewisse Konklusion Geltung beanspruchen dürfe, so braucht 
weniger vorausgesetzt zu werden, als wenn die Konklusion an einen 
bestimmten Fall dieser Alternative von Fällen geknüpft ist. Bei ihrer 
Selbstverständlichkeit für den Fall der Gleichheit ist freilich als der wert- 


volle Gehalt der Sätze nur das zu betrachten was sie für den Fall der 
43* 
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Unterordnung besagen. Für diesen aber dürfen sie ja auch in meiner 
Sehreibung ohne weitres in Anspruch genommen werden. 

Satz 24) existirt in drei ebenbürtigen, d. i. gleich einfachen Ausdrucks- 
formen von denen die 24) schlechtweg die eleganteste ist, Satz 25) in zwei 


Ausdrucksformen. Eite. 


Die verschiednen Ausdrucksformen eines Satzes gehn ineinander 
über, wenn man die Prämissen, mit einem andern Term als wie a be- 
ginnend, im Ringe herum liest und dabei eine solche eyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben vornimmt, dass der neue Anfangsterm wiederum 
a heisst. 

Als Schemata für die Anwendungen wird es keineswegs überflüssig 
sein, die Sätze in ihren sämtlichen Ausdrucksformen parat zu haben. 


Satz 24) statuirt, dass wenn eine Ganzmenge zu einer Menge 
gleichmächtig ist mit einer Teilmenge zu ebendieser, dann 
alle drei Mengen gleichmächtig sein müssen. Derselbe ist der 
Kern und Ausgangspunkt einer unbegrenzten Serie von Sätzen welche ge- 
statten auf die Gleichmächtigkeit von Mengen zu schliessen aus Prämissen 
von solchem Charakter, dass dabei in einer „Ringelreihe“ von irgend- 
welchen Mengen die benachbarten (und nur diese) irgendwie durch eines 
von den beiden Zeichen — und = (resp. C) verknüpft erscheinen, mit der 


einzigen Beschränkung, dass schon wenigstens ein —-Zeichen in den Prä- 


©) 
missen figurire. Die Prämissen unsrer Serie von Sätzen haben also wesent- 
lich dieses gemeinsam, dass in ihnen eine einfach geordnete Reihe oder 
Kette von Mengen (unbestimmt allgemeiner Natur) vorkommt, die sich 
schliesst, m.a. W. deren Endglied mit dem Anfangsgliede übereinstimmt. 
Und man wird aus den folgenden Betrachtungen auch leicht die Ueber- 
zeugung schöpfen, dass ebendiese Sätze die einzigen sind, die überhaupt 
gelten können wo immer es sich darum handelt, aus einem Komplex von 
Beziehungen der Subsumtion und Gleichmächtigkeit auf neue Beziehungen 
ebendieser Art zu schliessen, und dass wir in der That über gedachte Sätze 
sogleich vollständig und in allen ihren erwähnenswerten Ausdrucksformen 
verfügen. 


Aus 24) oder C lassen sich alle folgenden Sätze der Serie mit 
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a] 


Leichtigkeit gemäss 23) ableiten — so, wie ich es für Cantor’s Satz 25) 
oder Z nun zeigen will. 


In der Prämisse a€d»c<dva von 25) kann man irgend eine, 
z. B. die letzte Doppelbeziehung cd» a kraft 23) durch eine andre mit 
vertauschten — und = und einem neuen mittleren Terme e ersetzen, sodass 
man auch verfügt über a€&d»c»e=<a, und liest man hierbei gemäss 17) 
über den innersten Term c hinweg, so hat man a@ö»e<a, was nach 24) 
die Konklusion liefert: 5a »e, also «=, womit der Rest der Behauptung 
sich nach 17) hinzuergibt. [So brauchte überhaupt von den vier in der Be- 
hauptung zu erblickenden Gleichmächtigkeiten blos eine, gleichviel welche, 
bewiesen zu werden]. @. e.d. 

Wie Satz 3 aus C, so lässt sich aber auch umgekehrt Satz C aus 
P mit Leichtigkeit ableiten, und zwar als ein Sonderfall des letztern. 

In der Prämisse von 25) 5 braucht man nämlich blos = a anzu- 
nehmen, wodurch die Prämisse 2 © a überflüssig wird, somit den Namen 
ganz auszumerzen, und man wird den Satz 24) erhalten, q. e. d. 

In ähnlicher Weise lässt sich jeder Satz der Serie als ein Partikular- 
fall jedes spätern Satzes derselben erkennen; und es wird demnach nur 
mehr darauf ankommen einen einzigen beliebigen ihrer Sätze zu beweisen. 
Ich thue dies später mit dem Satze 25) Z, wo sich der Beweis etwas 


schöner und übersichtlicher darstellt, als wenn von vornherein — etwa be- 
hufs Beweises von 24) — das d=a angenommen wäre. 


Zweite Untergruppe: 27) A,, > und Z. 

Seinen Satz A spricht Herr G. Cantor |. e. blos für die Cardinal- 
zahlen aus, und es muss derselbe daher erst in unsre pasigraphische 
Zeichensprache übertragen werden. Dies geschieht erst weiter unten, im- 
plieite sub 67). 

Der Satz A, fällt nicht zusammen mit dem Cantor’schen A, viel- 
mehr ist er ein einfacherer Satz, der diesem mit zugrunde liegt, jedoch 
seinerseits zu dessen Etablirung bis auf weitres noch nicht ausreicht. Der- 
selbe behauptet, dass inbezug auf zwei beliebige Mengen z und 5 immer 
mindestens einer von folgenden drei Fällen vorliegen müsse: Entweder 
die beiden Mengen sind selbst gleichmächtig, oder die eine ist 
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gleichmächtig einer Untermenge der andern, oder die andre ist 
gleichmächtig einer Untermenge der ersten. 

Die drei Fälle brauchen einander keineswegs auszuschliessen (können 
vielmehr, bei Unendlichkeit der Mengen, bekanntlich auch gleichzeitig statt 
haben). Wir wollen sie abkürzend bezeichnen mit: 


35) 0 Da a@b), e=(a vb), r=20bnccCa 
d c 
wobei in y und d die Zeichen » und “ gemäss 23) auch zur Vertauschung 


gebracht werden könnten. 
Satz 27) A, lautet sodann: 


36) 4A). (1<, sive 1) dö+:+7. 
Und von ihm ist der Satz 
D. ey<&d 


in der T'hat eine blosse Umschreibung, bei der auf keine andre Eigenschaft 
der Gleichmächtigkeitsbeziehung, als höchstens die so geläufige 15) ihrer 
Gegenseitigkeit, Berufung zu erfolgen braucht. Wogegen der Satz 27) Z, 
nämlich 

E. ed£y 
sich darstellt als die Umschreibung eines fernern Hülfssatzes (zum G. Can- 
tor'schen 2), den wir später in der bessern Form yd=<: beweisen werden. 

Ich begnüge mich, hiernächst blos die Uebereinstimmung der Sätze 
D,_E mit den angegebenen rechnerisch oder förmlich nachzuweisen. Wir 
werden von ihnen in den Cantor’schen Formen D, Z selbst keinen Ge- 
brauch zu machen haben. Meine Einkleidung derselben in die Zeichen- 
sprache mit 27) 2 und Z wird sich dem Leser, der den Text G. Can- 
tor's l. e. vergleicht, als die wörtliche Uebertragung desselben zu er- 
kennen geben. R 

Es kommt zunächst darauf an, die Negation eines Summenausdrucks 
der Form y oder 6 regelrecht zu bilden. Auch die Aussagen sind in 
unsrer Disziplin bekanntlich als binäre Relative (und zwar als „aus- 
gezeichnete“) anzusehn, und ihre Negation ist wie das Negat jedes solchen 
mittelst übergesetzten Negationsstrichs darzustellen. 

Hiernach wäre also einfach zu schreiben: 

-Mscc<a, was als r=Nbseca), 
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ich indess zu schreiben künftig vorziehe, unter Benutzung des vertikalen 
Negationsstrichs aus meinem Bd. 1, weil die Verwendung mehr oder 
minder langer Horizontalstriche im Druck gewissen Schwierigkeiten be- 
gegnet. Man könnte freilich auch ohne das auskommen mit der Darstellung: 


-Nnec=0=U{0-d kca)=0} 
was jedoch schon minder einfach ist. 


Das allgemeine Glied unsrer 2, ist nun ein Aussagenprodukt, dessen 
Negation sich nach dem Schema 
ke) 


B=a+tB=(lEa+d— (RE) LEN) — (Pe) 


schreiben lässt, und so erkennt man, dass die rechte Seite in 27) Z weiter 


nichts als wie unser y ist — womit wir unser Ziel für Cantor’s Satz Z 
erreicht haben. 

Auch die linke Seite Z in 27) 2 würde sich als dieses 7 darstellen, 
wenn es darin cCa statt ca hiesse. Nun ist (c<a)=(c=a)+(c Ca), 
und eine Subsumtion der Form «-€8-£ y zerfällt äquivalent in (a-£$) (d-£y)- 
Hiernach ist unser linksseitiges I! bei / zerlegbar in: 


L=NBecQ)<£b- g)He=-M)Lb-d=7.bra=7: 


wie zu zeigen gewesen. Die Reduktion des zweiten oder letzten 7 auf e 
erhellt nämlich wie folgt: für jedes c+« ist die Hypothesis der allgemeinen 
Faktoraussage (c— a) gleich 0, nämlich ungültig, und da die 0 ein richtiges 
Subjekt ist zu jedem Prädikate, so wird alsdann die Faktoraussage als 
eine nichtssagende erfüllt, —1, somit als Faktor unterdrückbar sein. Nur 
der Faktor unsres 7 kann eine Information liefern, in welchem c gleich a 
gedacht ist. Ersetzen wir in diesem c durch a, so wird es aber: (a—=«a)< 
boa oder 1€Ed a oder and selbst. Q.e.d. 

Hiermit sind die Sätze D, Z vorläufig abgethan und wir werden 
nur mehr mit 3, A, und noch ferner hinzutretenden Sätzen zu schaffen 
haben. 


5. 
Der $2 von G. Cantor’s Abhandlung dreht sich um das ‚Grösser‘ 
und ‚Kleiner‘ bei Mächtigkeiten. 


os 
os 
DV 
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Nunmehr empfiehlt es sich die Erklärungen und Schlüsse dieses 
ausgezeichneten Forschers für eine Weile einfach mit unsrer Zeichensprache 
zu begleiten — nicht ohne das Meiste von ihm dem Leser überlassene 
näher auszuführen, was manch interessante Momente zutage fördert. 

Hierbei will ich aber behufs Wahrung des eingangs meines $ 2 
aufgestellten Gesichtspunktes den Begriff der „Mächtigkeit“ oder „Cardinal- 
zahl“ als solchen gänzlich ablehnen (wie sehr ich auch von der Berech- 
tigung und hohen Bedeutung desselben überzeugt bin). Die in Betracht 
kommenden Ungleichungen und Gleichungen zwischen deutschen 
Buchstaben, die den lateinischen a, 2, c,.. entsprechen, sollen uns ledig- 
lich gelten als abkürzende Redensart, als ein Schlüssel, ersonnen zur Be- 
quemliehkeit des Ausdrucks für gewisse wohldefinirte und häufig wieder- 
kehrende Beziehungen aus dem Ideenkreise unsrer Disziplin der Algebra 
der binären Relative. 

Auch wenn es dem Zwecke der Abkürzung nicht dient (vielmehr 
blos eine Analogie hervorzuheben bestimmt ist, wird es doch wenigstens 
gestattet und unverfänglich sein, konventionell eine Beziehung der Form 


37) (2» 6) auch als (a=b) 


zu schreiben aus dem Grunde, weil die Gleichmächtigkeit mit der Gleich- 
heit die drei fundamentalen Eigenschaften 15), 16), 17) gemein hat, welche 
allen auf Gleichungen allein (noch ohne die Vergleiehungen mit >, < und 
ohne die knüpfenden Rechnungsarten) bezüglichen Schlüssen allbekannter- 
massen ausschliesslich zugrunde liegen. 

Danach soll gemäss G. Cantor’s Definition einer Ungleichung 
zwischen deutschen Buchstaben folgende Bedeutung untergelegt werden — 
vergl. 35): 

38) a<b,=b>a),=-yp=HNßncla), (am db) 


Bei der Annahme 4=a, d. h. wenn man hierin 5 durch a ersetzt, 
zeigt sich dass: 
39) (a<aa=0=l(a>ıu) 


sein muss. (Es wird nämlich das 7, dann als die direkte Negation der 
=, erscheinen, worin ja, da die Benennung der Summationsvariabeln gleich- 
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gültig ist, der laufende Zeiger # auch durch c vertreten werden durfte). 
Dies besagt, dass eine Ungleichung zwischen Identischem absurd, unmög- 
lich ist, oder dass die Beziehungen > und < zu den aliorelativischen 
gehören. 

Ferner ist mit 38) die Gleichmächtigkeit von a und ö, also Gleich- 
heit von a und b ausgeschlossen. 

Denn wäre a © 6, mithin wegen ad gemäss 17) auch dx, so 
könnte man aus den Prämissen #Cöva gemäss 23) [genauer 20)] auch 
den Schluss ziehn, dass es eine Menge c gebe derart, dass ca also 
auch ö»c<a ist im Widerspruche zu dem, was das I, in 38) fordert. 


c 


Es ist also erkannt, dass 
40) (ab) (ab) 0rebeusor (a —_ 6) (a>5) 0 


ist, d.h. dass die beiden Faktoraussagen inkonsistent, unverträglich mit- 
einander sind. Auch in dieser Form: 


4) | yde—0  woneben sogleich A) 
oder de£y a) 
mit Rücksicht auf die Symmetrie gesetzt werden kann, möge dies wichtige 
Resultat hingeschrieben werden. 
Indem man hiervon, beiderseits mit z multiplizirend auf de-£ yes, ye-£ de 
schliesst, kann man beide Ergebnisse auch äquivalent vereinigen zu 


42) ye= de, oder € == (Y — d) 


— vergl. S. 308 — was den Sinn hat dass: wenn zwei Mengen a und ö 
gleichmächtig sind, so müsse, falls die eine sich eineindeutig auf eine Unter- 
menge der andern abbilden lässt, sich auch die andre auf eine Untermenge 
der erstern eineindeutig abbilden lassen, und falls die eine nicht, so auch 
die andre nicht. M. a. W. (cf. Def. I) Gleichmächtige Mengen können immer 
nur sein: gleichzeitig endlich, oder allesamt zugleich unendlich. 

Nach 38) müssen wir (blos Buchstaben vertauschend) auch haben: 


43) (<a), =(a>b)=y6. 
Da nun selbstverständlich 76.70 = ist, so ist erkannt, dass: 


44) (a<b) b<a)=0, sive (a<b) (a>b)—=0 
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ist, d. h. in Verbindung mit 40) können wir sagen: dass die drei Beziehungen 
Beer a Aheaa> u 


unter sich disjunkt sind, dass jede mit der andern inkonsistent, oder dass 
sie einander gegenseitig ausschliessen. 


Von den nächstfolgenden vier Sätzen: 


45) a=b) d=-)<lam0), 
46) ah) b<zg—<la<d, neh bel < =D), 
47) (a<b) bB<)Ela<e) 


ist der erste lediglich eine Umschreibung von 17) aufgrund der Konvention 
37). Die drei andern müssen wir, um lückenlos vorzugehn, in aller Form 
beweisen. 

Beweis des ersten Satzes 46), d.i. nach 38) von: 


@>-g)Hlke»ecgNEZbrdlL)LMlevecao,öfndcı). 


Der »Teil der Thesis folgt direkt mit (amd) dbmdCLed)£l(anm de) 
schon aus 17). Der ZTeil der Thesis bequem indirekt: Gäbe es nämlich 
ein e, sodass ce a wäre, so gäbe es nach 23) [genauer 22)] auch ein 
/ sodass cCf/»a also wegen awd auch c</»5 wäre, und folglich 
wiederum nach 23) [genauer 20)] ein g sodass c eg C 6 wäre — im Wider- 
spruch (für e=g) zum N der Voraussetzung. Doch kann man auch 
direkt schliessend dieses 7 der Prämisse erst in U,(c C/» ö), umwandeln, 
was mit ad kombinirt H,(c</» a), also H,(cwg <a), gibt und bis auf 
die Bezeichnung der Produktationsvariabeln das 77 der Behauptung ist, q. e. d. 

Beweis des zweiten Satzes 46), d. i. von: 


Bd) Mbneca),:(ardCH$LU(reCa),>(ardce) 


Hier folgt das 7 der Thesis direkt mittelst Ersetzung des 5 durch 
das ihm gleichmächtige c aus dem Z/ der Prämisse. Auch das x der Thesis 
direkt: Gilt ein au dd, so auch ein aC/»2d also aC/»c, und folg- 
lich wiederum ein awg<e, was für g statt d die zu beweisende X Behaup- 
tung ist, q. e. d. 

Beweis zu 47), d. i. von 


[Sb] 
(3) 
bi 


[35] Ueber ..... G. Cantor’sche Sätze. 


ING Bao) aa EEE 
<H(ieweca),Z(andcı) 


d 

Die YSbehauptung der Thesis folgt direkt aus der Kombination der 
Zbehauptungen in den Prämissen. Denn mit au dCöwgcce ist auch für 
ein / verbürgt, dass a» d»o/<Cgcoe, mithin aw/<e sei, wie dort für ein 
d(—=/) behauptet. Das 7 der Thesis folgt ohne Beihülfe des Aussagen- 
kalkuls wol nur auf apagogischen Wege, z. B. so: Gäbe es ein e sodass 
cewecCa, somit auch c»eCawdcö wäre, so gäbe es auch ein oe so dass 
cwemgcCdcd, also c»g<Cö wäre — im Widerspruch (für /—=g) zum IZ, 
der Prämisse. Und ähnlich könnte man auch einen Widerspruch zum IT, 
derselben ableiten. 

Mit 47) ist nun der wichtige Satz sichergestellt, dass (auch bei den 
transfiniten Cardinalzahlen) die Beziehungen > und < transitive sein 
müssen. 

Jetzt haben wir nur noch diese beiden Sätze, die Herr Cantor ].e. 
5. 484 ausspricht, anzugliedern und zu beweisen: 


48) Eher eo ele<c) 


Beweis. Der erste Satz behauptet: 
Dboeca),Z(am dc) » BCQ<Mlesecla,S2(er dc). 


Die = der Thesis folgt a fortiori mt awdCöcCc Das I der- 
selben indirekt. Denn gäbe es ein e so, dass c»eCa, so wäre auch 
5Ccemweca und existirte ein / sodass öCcC/»a, also s<Cf»a und 
auch ein g sodass ga wäre im Widerspruch zum // der Prämisse. 

Der zweite Satz behauptet: 


(ac b) D(cwecb), =C BUG ee Mess e<a),2 (a rd. @e), 


Aus alödöndcc folgt nun, dass für gewisse / ist: aw/CdCe, 
also a»/< oe ist, was die Y der T'hesis behauptet. Das 7 derselben folgt 
indirekt: Gäbe es ein e sodass c»eCa, so wäre auch a fortiori cwec<b 
im Widerspruch zu dem I der Prämisse, q. e. d. 

Und damit sind dann sämtliche Sätze erledigt, die Hr. Cantor |. ce. 


als einleuchtende oder schon („leicht“!) beweisbare anführt. Und weiter 
44* 
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lässt sich ohne Beihülfe der Algebra der Relative auch wol überhaupt nicht 
kommen. Inbezug auf das, was sich sozusagen mit Drehungen um den 
Angelpunkt 23) erreichen lässt, erscheint mit dem Angeführten das Menschen- 
mögliche geleistet. In diesem Sinne so nah als möglich kommt mit den 
beiden letzten Sätzen, 48) Herr Cantor schon diesem ferneren Satze, den 
er (l. e.) nicht mehr ausspricht: 
(a<2)£(a<6), 

der kraft 46), 47) die beiden vorigen überflüssig machen würde und der in 
der That für seinen Mächtigkeitsbegriff eine ganz unentbehrliche Stütze 
bildet. Die Mächtigkeit des Teiles muss kleiner sein oder darf höchstens 
gleichkommen der Mächtigkeit des Ganzen; sonst wäre solcher Begriff ja 
gar nicht haltbar. 

Sähen wir dies für einen Augenblick als ausgemacht an, so würden 
sich die Sätze C und 2, wie überhaupt die unsrer Serie 24) bis 26) auf 
ddas leichteste ergeben durch eine naheliegend an die Thesen: 


er een) in ern an) N el=te)) 


zu knüpfende Erwägung. Dass diese T'hesen richtig sind, nämlich von 
jedem < der Prämissen nur das untere oder — Zeichen gelten kann, erhellt 
daraus, dass andernfalles nach 46) und 47) aus diesen Prämissen die nach 
39) absurde Konklusion a <a herausgelesen werden könnte. Die Voraus- 
setzung in diesen T'hesen würde aber dann aus der Hypothesis in C resp. 
DB (S. 317) notwendig folgen, und mit der Behauptung in jenen Thesen 
würde nach 37) dann auch die Behauptung in jenen Sätzen C, D er- 
wiesen sein. 

Aber einen unmittelbaren Beweis unsres obigen Satzes (oder des wie 
nachher zu sehen, damit am nächsten verwandten Satzes Z von Cantor) 
zu liefern erscheint schwierig, und darum werden wir demnächst als einen 
gangbaren den umgekehrten Weg gehen, nämlich bei den Beweisen über 
C oder 2 zu den übrigen Sätzen gelangen. 


Ss 4. 
Um G. Cantor’s Satz 2 oder 25) zu beweisen statuire ich den- 
selben zunächst mit etwas abgeänderten Buchstaben in der Gestalt: 
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VER ab <bdbra<a)<larbrob mama) 


wobei von den vier Gleichmächtigkeiten der Thesis (wie schon gesagt) blos 
irgend eine bewiesen zu werden braucht, da aus ihr und den axb,, bva, 
der Hypothesis dann alle übrigen schon nach 17) folgen. 

In unsern Prämissen linkerhand wird also vorausgesetzt, dass von 
zwei Mengen a und Ö die erste sich auf eine Teilmenge Ö, der zweiten, die 
zweite auf eine Teilmenge a, der ersten eineindeutig abbilden lasse. Und 
zwar wird = resp. y das Gesetz oder Prinzip (binäre Relativ) genannt, 
welches die betreffende Zuordnung vermittelt, sodass wir d, als das »-Bild 
von a, a, als das y-Bild von d hinstellen mögen. 

Den Kern des Satzes haben wir (wie bereits betont) in Dem zu er- 
blicken, was der Satz für den Fall aussagt, wo jene Treilmengen «,, 2, alle 
beide echte Teilmengen sive Untermengen sind, wo also die beiden Ein- 
ordnungen mit dem -€ der Prämissen als Unterordnungen mit C gelten. 
Doch wolle der Leser von diesem Umstande vorläufig absehen um desselben 
im Wesentlichen erst nachträglich wieder zu gedenken. Ich will diesen 
vorläufig ausser Acht zu lassenden Fall kurz als den „Fall <* bezeichnen. 

Die eineindeutige Zuordnung zwischen den Elementen unsrer gleich- 
mächtigen Mengen kann als eine mentale Projektion dieser Mengen 
auf einander angesehen werden und ich will dieselbe dadureh versinnbild- 
lichen, dass ich die Mengen so als ob sie Punktmengen wären durch pa- 
rallele Strecken darstelle und deren Endpunkte jeweils zu einem Trapez 
verbinde. Freilich können von vornherein die Mengen auch irgendwelche 
Elemente gemein haben. Die letzteren sind dann (wie Punkte) eben doppelt: 
als Objekte und als Bilder in der Figur eingetragen zu denken. 

Ich konstruire nun eine Art von „Scheere“ — wie sie aus Holz 
gefertigt beim Carneval Verwendung zu finden pflegt — indem ich die «- 
resp. y-Bilder einer jeden hervortretenden (d. i. die Aufmerksamkeit auf sich 
lenkenden) Teilmenge unsrer einen in der andern Menge aufsuche und so 
ohne Ende fort weiter verfolge. 

M. a. W. ich projizire bis ins Unendliche fort auch die Projek- 
tionen d,, a, der Mengen a, 5 (aufeinander) und wiederum deren Projektionen 
@,, b,, Sodann auch die Projektionen D,, a, von diesen, etc. immerfort je 
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nach demselben Prinzipe » resp. y, nach welchem schon deren Ganzmengen 
a resp. 5b projizirt wurden (cf. Figur). 


RS 


Wir erhalten so eine nach links unbegrenzte Folge von Teilmengen 
der einen a sowol als der andern 5 von unsern zum Ausgangspunkt ge- 
nommnen Mengen, von denen nach 19) jede in allen folgenden enthalten 
sein muss”, sodass: 


| nn sem = NE, Fee ln=Sch sch 
Dee. .ewı, 
[* und zwar nach 20) stets als echte Untermenge soferne dies bei a, und 
d, der Fall war. D.h. im „Falle <C“ gilt: 

0), - HCC alamCa, FEHSANSECNENEN 


Und es wird zunächst der allgemeine Ausdruck für die 27” sowie 


49) 


die 22 + 1‘ von diesen Teilmengen aufzusuchen sein, an den sich die ent- 
scheidenden Schlüsse knüpfen. 
Indem wir also ausgehen von den Gleichungen 


51) b=z;a a=5b, am—=yb, b=y;Qa, 


wo natürlich z und y den Bedingungen P,, P, genügen, haben wir zu 
nennen: 
ba br ba EN 2:10,80: 
Vi =yubhl a=ybr ee yrd, 2A Yen 

Das sind dann Gleichungen, in denen es nach einem bei meinem 
obigen Beweis von 19) zutag getretnen Umstand, den ich auch dort, gleich- 
wie Bd. 3, p. 611, als einen allgemeinen Satz betont habe, gestattet sein 
muss, den relativen Vorfaktor x, resp. y von rechts, in z resp. y konvertirt, 
als ebensolchen vor die linke Seite zu schieben, ohne dass sie aufhören als 
Gleichungen zu gelten. 
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Durch Rückwärtseinsetzung stellt sich sehr leicht das allgemeine 
Gesetz heraus, das nicht minder leicht durch den Schluss von 2 au +1 
beweisbar: 


9, — (y; +; a, | by, = (2; ya b 
nn Wr ar by, + — (@; W%; bi = 
| = y; (WE b= (y; @)); 9; b, — 4; (9; 2), a= (©; Y)A; ©; a. 


Dass nämlich schon für sich bei den relativen „Potenzen“ (vergl. 
Bd. 3, p. 184 sqgq.) der Satz gilt: 


34) 2; (y; Da — (8; y)h; © 
— desgleichen natürlich auch x und y vertauscht — ist äusserst leicht zu 
erhärten. 


Versteht man unter a,, 6, die ursprünglichen Mengen a und 5 selbst, 
so lassen sich die Formeln 53) auch noch für 2—= 0 aufrecht erhalten, so- 
fern man z’—=1’ definirt, d. h. die nullte Potenz eines beliebigen Relativs z 
als den relativen Modul 1’ deutet. 

Dass die Zahlzeichen 0, 1, wenn sie in unsrer Disziplin als Expo- 
nenten oder Suffixe auftreten, mit den absoluten Moduln 0, 1 derselben ver- 
wechselt werden ist wol nicht zu befürchten. Als Exponenten finden hier 
bis auf weitres ausschliesslich natürliche Zahlen (blos bei den Substitutio- 
nen auch negative ganze Zahlen) Verwendung. 

Als gemäss 19) mit 51, 52) äquivalent haben wir auch die beiden 
Reihen von Gleichmächtigkeiten: 

l EST Te I A a Use BE al En 


55) ) 


ba Sb ae Bien ie ba rı Abarıne.. 
woraus ersichtlich, dass alle geraden a miteinander und mit den 
ungeraden 5, allegeraden 5 miteinander und mit den ungeraden 
a gleichmächtig sind. Sobald es demnach gelingt, die Gleichmächtig- 
keit eines geraden mit einem ungeraden a darzuthun (oder auch die zwischen 
zwei ebensolchen 5), so wird die Gleichmächtigkeit für alle Mengen aus 
der Gesamtheit dieser beiden Reihen erwiesen sein. 

Zunächst lässt sich auch für eine jede von diesen beiden Reihen 


unschwer das Zuordnungsprinzip ermitteln, welches irgend eine Menge der 
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Reihe auf irgend eine andre ihrer Mengen eineindeutig abbildet. In dieser 
Hinsicht kann ich mich mit der Angabe begnügen, dass: 


56) rn Bm adan et: bi 0 +1: 

Dies ergibt sich zunächst als richtig für 2=1 gemäss 28) aus den 
Anfängen von 55), und ist dann leicht ebenso durch Schluss von 4 auf 
+ 1 auszudehnen auf jedes noch so grosse 2. 

Für den „Fall C“ ist ferner leicht zu sehen, dass sowohl die Mengen 
a und 5b selbst, als auch ihre sämtlichen Teilmengen (ohne Ende fort) un- 
endliche sein müssen. Weil dann nämlich «ya Ca, Ca, also am a,Ca, 
so gilt nach 8): a ist ©, und weil ı 3 CmCa, also a a Ca, so 
gilt auch: a, ist &, etc. Ete. 

Schreiben wir uns nun die Subsumtionen: 

A341 <Ay-1 by, 41 Kb, M;+2<dy, bay +2 < bs; 
(zum Ueberfluss) unter Einsetzung der Werte aus 53) ausführlich hin: 
way i;yb Bias la; yA—iız;a, 
wart a<(y; n)% a, a 2272) 

so erhellt aus deren Anblicke, dass die Relative 

7) wGoaiybh ya, Waıa, (ya, 

also Ay, +1» by, +1» oyE) by, 

für im 2= oo konvergiren*, müssen. Für die Konvergenz eines von 
einer Zahl 2 in gegebner Weise abhängigen Relativausdruckes 4, gegen 
einen festen Grenzwert*): 


lim .u,=1lm . 4, =u.=Uu 


+1 
1=oo * 1=00 oO+ 


ist es nach meinen Untersuchungen (Bd. 3 p. 180 sqq.) hinreichend, dass 
entweder die Leerstellen oder die (mit Auge) besetzten Stellen der Matrix 
von z, sich als „definitive“ erweisen, die nämlich bei wachsendem 2 sich 
permanent als ebensolche forterhalten. Ist etwa allgemein u < x; ,,, SO 
findet das letztere statt, indem sich jedes Auge von z, auch beim x; ,, und 


*) Auf die pasigraphische Formulirung des Konvergenz- und limes-Begrifis für die 
Relativtheorie gedenke ich ein andermal einzugehen. 
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bei allen höheren x, finden muss; die Grenze z.; wird dann zunehmend 
(„monoton“ wachsend) erreicht. Wenn dagegen allgemein z;,, < x, ist, so 
muss jede Leerstelle von x, auch eine solche von z,,, und allen folgenden 
2, sein und der Grenzwert x, wird („monoton“) abnehmend erreicht. 
Dieser Fall nun liegt bei jedem unsrer vier Relative 57) vor. 


Man kann nicht ohne weitres behaupten, dass die Relativpotenzen 
(y; »)* und (x; y)* selbst konvergiren müssten. Dies braucht nur bei dem 
Teile dieser Relative zuzutreffen, der auf die Mengen «a, d etc. intern wirk- 
sam ist, d. h. genauer: der in die Kolonnen des Konversen von „; 5 und a 
resp. z;a und 5 und zugleich in die Zeilen des andern Mengenpaars hinein- 
fällt. Erst mittelst geeigneter Einschränkung der Abbildungsprinzipien x, y 
durch die S. 323 erwähnten Adventivbedingungen dürfte es hinzubringen 
sein, dass auch jene Potenzen selbst konvergiren. 


Es existirt mithin ein 


Imaa, 5 — Arco, ı und einslEmegpen Press, desgleichenzein 
ZOO 7 r 1 OO L 


lim.a,=a_ 4a und im.db, =b,_ —=b, 
Eo 200 2(00 +1) ER 20 


und da allgemein für jedes noch so grosse A: 
ae u Ay: 


SO MUSS A € Ayo +ı € Agoo, Mithin nach dem Schema: (EB E£a)—=(«—=P) 
auch %,0+1ı = %% sein, ebenso 5,5041 = oo, weshalb man beide kürzer 
mit 4, resp. dx, darstellen mag. 

Da mit a; aber alle ungeraden a, d.h. alle «,,+., Mit a, alle 
geraden a, d.h. alle a,, gleichmächtig sein mussten. so ist mit oo +1 = 4oo 
— 4,0 auch die Gleichmächtigkeit jener mit diesen, somit die sämtlicher 
a, erwiesen, was nach dem oben unter 55) gesagten zum Beweise unsres 
Satzes hinreicht. @. e. d. 

Man kann sogar den Ausdruck des Relativs z angeben, welches die 
Menge a eineindeutig auf die Menge db abzubilden vermag. 

Gemäss 28) haben wir nämlich nach 55) und 56), weil auch em 
d. h. weil eine Menge auf sich selbst oder eine ihr gleiche „identisch“ ab- 


gebildet werden kann: 
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(ab, m boo+ı = bzo » b), = (ao b) 
z GW)» (9,2) @ (v;2) @;(x; y) 22? 


(b m Ad m Ayao +1 = [/PYo oa) a), == (b m a) 
2 92,0 T;y) © (zy) 8; (y;z) 0;y? 


und ist jedes der rechterhand darunter gesetzten Relative ein die angegebne 

Abbildung vermittelndes — und zwar im gleichen Sinne (d. h. etwa das 

zweite konvertirt) genommen, wie sich zeigen lässt das nämliche. 
Mittelst der für lim. = in Anspruch genommnen Formel 54): 


58) 2; (y dr — (a; R; ® 


kann man das erste derselben auch in die Form setzen: (y; @)®; 2; (y; «)”, 
und das zweite in die Form (2; y)®; 9; (x; „)®, deren Konverses (y; «)®; y; 
(y; 2)” ist und mit dem vorigen nicht übereinstimmt, wie man doch erwarten 
sollte, wenn man die Formel ba als «> rückwärts liest — vergl. 4). 

Der Unterschied ist jedoch nur ein formaler, und kann man in der 
That das erste Relativ in das letzte, oder umgekehrt, verwandeln indem 
man dort © +1 für den ersten, hier für den letzten Exponenten nimmt. So 
kommt dort 

Y; 2); 9; 8 2; (y; ©)S, hier (4; 9; y; y; 2; G; @)° 

und hebt sich dort x; x, hier y; y obwohl dies nicht etwa —1’ sondern nur 
1’ ist dennoch notwendig heraus, ist unterdrückbar, wonach dann in der 
That das eine Relativ in das andre übergeht. — Um aber solche Unter- 
drückbarkeit des &; = resp. y; y strenge zu beweisen, muss man von der 
Bemerkung unter 52) Gebrauch machen. 

Darnach war a, = 2; b;4, b, = Y} 41; Was mit 4,n= 25 05, Hy; br 
verbunden gibt: 


59) ,=2;250, b=yyb, 


und nun auch für ein (als gerade oder ungerade Zahl) unendlich werdendes 
ı die behauptete Unterdrückbarkeit darthut, insoweit unser Abbildungsprinzip 
als ein relativer Faktor vor a oder b zu treten hat — q. e. d. 


Mit alledem ist sichergestellt: 


a N SIOO OEEERSOS oo 
60) (a b) [.= 0; De (Y; Dh (y; %) 1. = 
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So zwingend unsre Schlüsse gewesen sind, so tritt doch, wenn man 
von Anfang an den „Fall C“ (statt &) ins Auge fasst und diesen nie aus 
dem Auge verliert, eine merkwürdige Paradoxie zutage, deren Vorhanden- 
sein erschwerend für die Entdeckung des Beweises sein musste, obzwar sie 
dessen Triftigkeit nicht den geringsten Abbruch zu thun vermag. 

Wie schon in 50) statuirt, müssen alle folgenden Projektionen (Ab- 
bildungen) der projizirten Teilmengen immerfort echte Treilmengen der ihrer 
Reihe angehörigen letzterwähnten Teilmengen sein und müssen es ohne 
Ende fort bleiben. Und die Paradoxie ist zu erblicken in der für kein 
noch so grosses 4 denkbaren aber in der Grenze, bei =» sich ver- 
wirklichenden Ueberganges der echten Teilmenge in eine unechte, näm- 
lich in das Ganze solcher Grenzmenge! 

Es dürfte nicht überflüssig sein, an drei schon bekannte Analoga zu 
dieser Paradoxie zu erinnern. 

Das erste ist das alte Paradoxon, dass Achilles die Schildkröte nicht 
einholen könne, weil man nie mit den Ueberlegungen zu Ende kommen 
kann, dass das ıhn noch von ihr trennende Zehntel, Hundertstel, Tausend- 
stel, ete. eines Schrittes erst zurückgelegt werden müsse. Ein zweites lie- 
fert die Goniometrie, wenn man den Endpunkt der Tangente eines Winkels 
verfolgt, der vom spitzen wachsend durch den Rechten in einen stumpfen 
übergeht: obwohl es hier nie zu erleben und auch gar nicht vorstell- 
bar ist, wie dieser Endpunkt oder Schnittpunkt des zweiten Winkelschen- 
kels mit der zum ersten normalen Tangentenlinie die letztere verlässt 
indem er zu existiren aufhört, muss solcher Vorgang doch als beim Eintritt 
des genauen Parallelismus sich verwirklichend zugegeben werden. An 
diesen Paradoxieen stösst sich heutzutage niemand mehr; sie dürfen als 
aufgehellt gelten. 

Das dritte Analogon ist ein völlig striktes. Unsre Paradoxie ist in 
der That ganz die gleiche, wie sie in der arithmetischen Analysis auch bei 
Anwendungen des bekannten Grenzwertsatzes vorzuliegen scheint, wenn 
etwa von einem bestimmten 2 ab stets <«,<b, gilt, und zwar nach- 
weislich stets mit < (nicht mit <, weil) nie mit —, und wenn dann 
aus lim a, = lim b, = e auf lim &,= ec geschlossen wird! 

Dieser Schluss ist allgemein üblich und völlig legitim, obwohl doch 
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für kein noch so grosses A Gleichheit anstelle der Beziehung < einspringen 
kann. Der Beweis für seine Richtigkeit ist durch die wohlfundirte T'heorie 
der Grenzwerte geliefert. 

Und ebenso ist der Beweis für die Richtigkeit des unsrigen mit den 
von uns vollzognen Grenzenübergängen in aller Form geleistet. 

Auch unsre Figur, in der man jenen paradoxen Uebergang greifbar 
sehen kann, liesse sich als Exemplifikation noch weiter ausbeuten. — 

Dürfen wir nunmehr als mächtiges Beweiskapital die Cantor’schen 
Sätze 2 und C benützen, so werden wir wie folgt am besten in der Theorie 
fortfahren. 


Sofort leuchtet ein der Cantor’sche Satz Z in unsrer bessern Form: 
61) =: 


oder SamdcCh)h)EIb cl a),—=>landclbocl d)Elarbd), 
a e cd 


indem dies analytisch daraus hervorgeht, dass nach 25) (oder 3) schon 
jedes Glied der Doppelsumme (ab) sein muss. Die Konklusion aus 
dem allgemeinen Gliede würde nämlich nach genanntem Schema lauten: 
(ambodncna) WAS =(und)bumdwena) und folglich = (ao b) ist ge- 
mäss dem allgeläufigen Schema «g—&£.«. Ja man sieht, dass die Sätze Z 
und 3 imgrunde identisch sind, wie dies auch aus dem Wortlaut von 61) 
einleuchtet, den wir nur dahin formuliren können: Ist von zwei Mengen 
eine jede gleichmächtig mit einer Untermenge der andern, so 
müssen sie selbst gleichmächtig sein. 
Hiernach können wir jetzt meinen vorerwähnten Satz aufnehmen: 


62) (ab) Ea<d), MCd)£a<b), 


den bislang noch nicht gebrauchen zu dürfen den Forscher sehr geniren 
musste. Da dessen erster Ausdruck sich ja für den Fall der Gleichheit 
mit (a—b)-£ (a—b) aus 37) oder (a—b)—(a—b) von selbst versteht, so ist 
der Kern dieses Satzes in seinem zweiten Ausdrucke zu erblicken, inbetreff 
dessen jedoch betont werden muss, dass als seine Konklusion nicht etwa 
(a<b) geschrieben werden darf, sintemal bekannt, dass eine unendliche 
Menge b auch gleichmächtig sein kann mit einer Untermenge a ihrerselbst. 
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Beweis des Satzes. Zu zeigen ist, dass (aC b)-£s +7) — (e+Yy)(e+0) 
was n aCb)<£e+6d und (aChb)£e+y zerfällt. Die erstere Behauptung 
folgt a fortiori aus (aCb)-€&d — indem == (and <b) wegen der Prä- 
misse und 16) sich für da—a als erfüllt erweist. Mit letztrer Subsumtion 
ist aber nach einem äusserst häufig gebrauchten Schema, das ich in meinem 
Werke noch stets als „Theorem von Robert Grassmann“ bezeichnete, 
inbezug auf das ich aber Herrn Peano die Belehrung verdanke, dass es 
bereits von Leibniz gegeben worden (Diffieultates quaedam logicae, p. 102 
in den Leibnitii Opera philosophiea, Edit. J. E. Erdmann, Berolini, 1840 — 
vergl. das Formulaire de Math. t. 1, p. 128) 


65) (BB (ab) (ae) 
— nach dem letzten dieser Schemata ist, sage ich, die Gleichung gesichert: 


(a<C b)—= (ac b) d, und somit kommt die zweite Behauptung hinaus auf (a C bd-€ 
£e+y oder (aC b)yd-£e, was aus 61) a fortiori folgt, q. e. d. 

Die Mächtigkeit einer Teilmenge ist hienach in der That 
nie grösser wie die des Ganzen. 

Den Satz 61) können wir auch mit 41) zusammenfassen zu 


64) eyd + eyd + 20 — 0 
und mit Rücksicht hierauf beweist man leicht, dass: 

65) 70 — 80, r= rs, 
zu welchem Ende man in der That weiter nichts zu thun hat, als diese 
behaupteten Gleichungen rechts auf 0 zu bringen. Dies lässt erkennen, 
dass die Cantor’sche Definition des ‚Grösser‘ und ‚Kleiner‘ bei Mächtig- 
keiten auch ganz anders wie in 38), 43), und zwar wie folgt hätte gefasst 
werden können: Man hätte a als <b für den Fall hinstellen können, wo 
b gleichmächtig ist einer Untermenge von a ohne doch mit dieser Menge 
«a selbst gleichmächtig zu sein! 

Die Frage: wie sich alsdann die fundamentalen Sätze von 38) bis 
zum Ende der T'heorie beweiskräftig ergeben würden, ob minder leicht, 
oder bequemer, darf wol als Thema zu einer interessanten Untersuchung 
empfohlen werden. 

Da ferner d6+2+y—de+e-+ey nach bekanntestem Schema: «+ = 
— «+ aß—=aß + $ sein muss, so haben wir nach 65) auch 


346 Ernst Schröder, [46] 


Ööte+y=y76öte+yo 
und hieraus leuchtet ein, dass unser Satz 


66), — 209): l=d+s+Yy 


wovon wir Cantor’s D als eine Umschreibung erkannten, nunmehr zu- 
sammenfällt mit dem Satze: 


67) Be) y7d+.4+70 
— wie auch sofort durch Zerlegung des letztern in 1€&EY+2+d)Y+: +0), 
d.i. m 61) und 66) ersichtlich. 

Dieser aber ist nach 37), 38) und 43) kein andrer als der G. Can- 
tor'sche Satz A: 

68) A. (a<b)+(a=b)+(a>b), 


wonach zwischen den Mächtigkeiten von irgend zwei Mengen a und db un- 
fehlbar eine von den vorstehenden drei Relationen besteht (die 
wie oben schon gezeigt einander gegenseitig ausschliessen). 

Von diesen Sätzen / und 2 oder A, wurde im Bisherigen keinerlei 
Gebrauch gemacht, vielmehr ist alles, was bewiesen worden, unabhängig 
von ihnen sicher gestellt. Es erübrigt allein noch, den letzten A, — 


als den einfachsten — von ihnen zu beweisen, etwa zu zeigen, dass 
0 ER Br 
69) Y 0) — € oder Er doe= 0) 


sein müsse. 

Die letzte Aussage liesse sich der 64) noch angliedern; es müssen 
darnach von den acht Konstituenten der vollständigen „Entwiekelung“ der 
identischen 1 nach den Symbolen 6, &, y die angegebnen viere (und nur 
diese) verschwinden. Diese Aussage lässt sich auch äquivalent umsetzen 
in irgend eine der drei (resp. sechs) folgenden Formen: 

70) e=yd+y6, Ö=Yethye, Y=:d+ed 
oder auch: e=(y + 0) (7 + 0), ete. (resp. = yd + yo, etc.) vergl. das T'heorem 
von Jevons, Bd. 1, p. 380. Darnach erscheint z. B. der Satz: 

Zwei Mengen sind dann und nur dann gleiehmächtig, 
wenn sich keine oder jede von ihnen auf eine Untermenge 
der andern eineindeutig abbilden lässt — als die konziseste Zu- 
sammenfassung der Sätze 41), 61) und 66) oder 69), somit A... Z Cantor's. 
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Auch jenes — den Beweis von 69) oder A, — zu leisten scheint 
mir nur unter Beihülfe der algebraischen Logik möglich. Doch stellt sich 
das Problem auch hier bislang als ein sehr schwieriges dar. Dass sie 
nicht sozusagen augenblicklich eine jede Beweisaufgabe löst, kann unsrer 
ja noch kaum erstandenen Algebra der Relative nicht zum Vorwurf ge- 
reichen; es darf darauf kein abfälliges Urteil über diese Disziplin gegründet 
werden. Hat doch auch die numerische Algebra zahlreiche Probleme derart 
aufzuweisen, die zu ihrer Lösung der kollektiven Arbeit von Vielen und 
längrer Zeiträume bedurften! 

Ich begnüge mich hiernächst, die Behauptung [66)] als einen Satz 
der Algebra der binären Relative pasigraphisch einzukleiden und auf eine 
noch einfachere Form — wol ihren einfachsten Kern — zu reduziren, 
hoffend, bei einer spätern Gelegenheit auf ihren Beweis zurückzukommen. 

Indem wir aus dem detaillirten Ausdruck unsres Satzes 27) 4, von 
S. 317 die Namen der Teilmengen d und e samt den auf sie bezüglichen 
&zeichen, wie früher bei 29) gezeigt, gänzlich ausmerzen, erhalten wir als 
die zu beweisende Behauptung: 


1=!la»zsacCh)+turd)+rbozbca) 


wobei jedoch rechterhand in einem jeden der drei Glieder auch selbständig 
> für z hätte gesagt werden können. Dies zu thun empfiehlt sich wirklich 
bei dem dritten Gliede. Dann haben wir nach 4): 


1=3? O, 
wo PP) die Charakteristik 5) eines Zuordnungsprinzips z und © die 


Aussage vorstellt: 


O=(<&22a) (;acCb)+la<&zb) b&z;a)+ (2; bCa b—E 


Da e;acCb)—=(ez;a&b) b&z;a), ete. so gibt dies im ersten und 


0% 2; b) 


dritten Gliede je drei Faktoraussagen und wir haben deren in © im 
ganzen achte. 

Werden dieselben als ausgezeichnete Relative dargestellt, wobei eine 
jede einzeln auch nach Belieben konvertirt angesetzt werden darf, so kommt: 


71) I maatap+ BB Bo 
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wo u = az; za —b}zJ}a, Bı —b}zJFa, 2 —b}z; 2, b, 

a—b; 2F a, = b$:; a, [somit « — (32); a, B=b; (24 a)] 
bedeutet. In dieser Fassung erscheint unser Satz immer noch als ein zu 
komplizirter — wie man besonders deutlich sieht, wenn man sich ©, was 
behufs der Führung des Beweises angezeigt sein kann, in Faktoren zerfällt. 
Als solche würden sich zwölf trinomische ergeben, indem von den zu er- 
wartenden 3>xX2>x<3—=18 Faktoren sechse, als «+« oder 3 + 3 enthaltend, 
—1] werden, d. i. wegfallen. 

In der That lässt unser Satz noch eine sehr erhebliche Vereinfachung 
zu. Nennen wir nämlich: 


72) h=Flamd£tb, y=Llbnc&a) 


was sich von 6, y in 35) nur durch den Ansatz & statt < unterscheidet, 
so wird: 
h4=Frlamd(dCd4)+Frad(d=b)—=d+larb)=dHte, 
d d 


ebenso „—y-+., und folglieh d9+2e+y=d, +yı- 
Daher wird nur mehr zu ‘beweisen sein, dass: 


75) 1&€d, +Yı- 
Es wird aber wie oben: 


S} 


= :P(a&z; 2; a) (2; a<b)=* Paya;, 
71 —zPl<&2z; b) (@; b<a)—>&P3ß,, 
und folglich ist nur mehr zu beweisen, dass: 

74) 1— ZPR, wo R= aa + Bi, 
was schon bedeutend einfacher ist. 

Den Forderungen P.«, resp. P,ß, kann man übrigens durch ein z 
schon auf die allgemeinste Weise genügen. Schon für ein beliebiges Relativ 
a beweist man nämlich leicht den Satz: 

75) (.£u)(2e;2 +3; e£1)=!i:—a MFr)u(lv4u)} 

— vergl. Bd. 3, p. 589, und da nach meinem ersten Inversionstheorem: 
a=l;a<l)=(e<£b)}n=lke<£a+rb), A=lk@£atb), 


so nimmt unser Satz, wenn zur Abkürzung 


[49] Ueber . . G. Cantor’sche Sätze. 349 


76) w—luFl)ull }u) 


genannt wird, die Form an: 


I — 2[\« € (a + 0) w; (a+b)w;a + Ib-€(a +b)w; (a +D) w; \] 


was sich noch durch relatives Ausmultipliziren in den Prädikaten unter 
Anwendung bekanntester Sätze von Ausscheiden und konvertirtem Umstellen 
multiplikativ auftretender Systeme und Systemkonverse” unschwer verein- 
facht zu: 


77) = 2 (a -£ w; bw; a) + (b-€ w; au; b) 


— Dig Fw; bw; a+ D 3 w; aw; b). 


u 


[Es ist z. B. zu berücksichtigen, dass 
au; bw; b — w; aw; bb — 0, bw; au; b=b. w:; aw; b, ete.] 


Die Behauptung läuft also darauf hinaus, dass mit Rücksicht auf 
76) [oder die Forderung P,, gleich w; w + w;w-£ 1) von den beiden Sub- 
sumtionen av; bw; a, bw; aw; b entweder die erste oder die zweite (oder 
beide) auflösbar sein müsse nach der Unbekannten « [resp. ], wie immer 
die Mengen a, » auch gegeben sein mögen. Und behufs ihres Beweises 
wird es wesentlich darauf ankommen, ein Exhaustionsverfahren zu finden, 
das, indem es den Elementen der einen von beiden Mengen fort und fort mit 
beliebiger Auswahl Elemente der andern Menge eineindeutig zuordnet, die 
Elemente dieser oder jener vollständig erschöpft. (Ich lasse das Problem 
hier stehen). 

Nicht unmöglich wäre es, dass hierbei schon der Begriff der „Ord- 
nung“ mit einschlägigen Sätzen zuhilfe genommen werden muss — was 
mit rechtfertigt, dass wir im nächsten Paragraphen auch noch auf diesen 
eingehen. 

Als der Gewinn aus unsern bisherigen Betrachtungen ist indess zu 
verzeichnen, dass Herr G. Cantor gebeten werden kann, sich bei der Fort- 
setzung seiner schönen Arbeit'), der man mit Spannung entgegensieht, in- 
bezug auf den freien Gebrauch seiner Sätze 3, C und Z oder 61), sowie 


1) P. S. Inzwischen ist eine solche erschienen, Math. Ann. Bd. 49, p. 207... 246 
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auch des oben von mir statuirten Satzes 62) keinerlei Zurückhaltung auf- 
erlegen zu wollen. Blos inbezug auf die Sätze / und D, die nur mehr 
auf einen, auf unser 27) A, oder 77) zurückkommen, erscheint noch Zurück- 
haltung geboten. 

Zugleich ist die Theorie der eineindeutigen Zuordnung auf eine rein 
logische Basis gestellt, streng analytisch begründet, und hat wol an Schön- 
heit sehr gewonnen. 

Die Logik als eine blos verbale und von der Phrase gegängelte 
scheint, beladen mit dem nicht unverdienten Fluche einer 2000 jährigen 
Sterilität, bei ernsten Forschern längst allen Credit verloren zu haben. Sie 
ist aber bereits in algebraischem Gewande neu erstanden, und es dürfte 
hier das erste mal sein, dass sie einer mathematischen Theorie (und zwar 
sogleich einer von den modernsten und aller - subtilsten) wirklich zuhilfe 
kommt, ihr eine wesentliche Unterstützung leiht. Es dürfte deshalb die 
Mahnung am Platze sein, das Odium unter dem ihre Vorgängerin stand, 


nicht auf sie zu übertragen. 


Sp} 

Treten wir auch noch dem Begriffe der „einfachen Ordnung“ 
näher. 

Ueber diesen hat schon Herr Burali-Forti eine Studie gewagt 
(Sulle elassi ordinate ei numeri transfiniti, Rendieonti del Cireolo Matematico 
di Palermo, t. 8, 1894, p. 169... 179), u. a. verdienstlichermassen darauf hin- 
weisend, dass Herr G. Cantor bei seiner Definition jener „Ordnung“ einen 
Teil von deren wesentlichen Merkmalen (nur stillschweigend versteht, jedoch) 
nicht ausdrücklich ausspricht. Auch ist dasselbe Thema von Hrn. Vivanti 
gestreift (Rivista 1894, p. 136) und war demselben von Herr Vailati vor- 
gearbeitet (Sui prineipi fondamentali della geometria della retta, Rivista 
1892, t.2, p.71..75). Im übrigen standen diese Studien von vornherein 
unter ungünstigen Auspieien, weil, wie ich anderwärts zu zeigen gedenke, 
zur Behandlung aller derartigen Fragen das Bezeichnungskapital der Peano- 
schen Schule ein unzulängliches ist. 


Die Beziehung i<j zwischen irgend zwei Elementen i und j des 
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Denkbereiches 1’, wonach das eine i zu gelten habe als „von niedrerem 
Range“ wie das andre j, lässt sich darstellen in der Gestalt: 

78) Ü<NEI<E)-R 
wo x» ein binäres Relativ vorstellt. Denn ein solches ist jede Art von 
Beziehung zwischen zwei und immer nur zwei Objekten darzustellen fähig, 
und darf aus meinem Bd. 3, $ 4 als bekannt vorausgesetzt werden, wie sich 
in jedem Falle die Matrix solchen Relativs bestimmt. Dieses Relativ 
wird als das „Gesetz“ oder „Prinzip der (in Rede stehenden Rang-) 
Ordnung“ zu bezeichnen sein. 

Dies vorausgesetzt setzt sich für eine Menge  1=a=a%0 der 
Begriff der „einfachen Ordnung“ aus folgenden drei Merkmalen zusammen, 
die ich, zuerst in der Zeichensprache eingehend formulirt, hinstelle um sie 
sogleich in ihre einfachsten Ausdrucksformen zu verdichten und textlich 
erst nachher zu erläutern. 


I) MÜÄ+HsE)hEr;j)Eij&£a;i)!.=- IM; +, +2; + 2) — 


—at(@ +8) $Ja= (aaxx —=0), 


2) era) e+j)< ler) + ur), — 


—- I, +, +1, +, +9)=as(l’+x+2)Ja=(Waa<&x+?), 
3) In le + +j&a)i&z; h)(h£x;j)<£(i&£x;j)\, — 


— tn tg tan ty +2) = as z+x}la+2))Ja= 
— aa, ar en)! 

Das erste Merkmal fordert, dass wenn von zwei Elementen ; und j 
von a dass eine ; als <jgilt, dann allemal die umgekehrte Beziehung j <z 
nicht gelten dürfe. 

Das zweite Merkmal fordert, dass zwischen zwei verschiedenen 
Elementen ;, j der Menge a allemal mindestens eine der beiden folgenden 
Beziehungen bestehen müsse, nämlich: dass entweder i<j oder j<i sei. 

Das dritte Merkmal fordert, dass wenn zwischen drei Elementen ;, h,j 
der Menge «a die beiden Beziehungen i<n und „<j bestehn, dann auch 
diese i<j gelten müsse, m. a. W. dass unsre Rangordnung der Elemente 


eine „innerhalb a transitive“ Beziehung sein solle. 
46* 
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Das erste Merkmal ist das von Herrn Cantor stillschweigend ver- 
standene (l. e., p. 496). 

Man könnte sich versucht fühlen, als ein viertes (oder besser, seiner 
Einfachheit wegen allererstes) Merkmal dieses hinzuzufügen: 


4) DlGk£)£(&£2), = N(@+m)=a}ra; 1= (a0), 


wonach auch kein Element von «a als von niedrigerem Range wie es 
selber gelten darf. Allein dieses Merkmal lässt sich sogleich aus unserm 
ersten ableiten. Nach 1°) muss nämlich a fortiori gelten: Iaaxz —0, und 
da schematisch 1a — 1’a für jedes Relativ a gilt, so reduzirt sich das auf 
’ae—0, q.e.d. Die letzte Forderung könnte auch nicht nur als ax 0, 
sondern auch als «€ 0 geschrieben werden. 

Bei einer systematisch vollständigen Darstellung der Materie müsste 
auch noch gezeigt werden — was durch Exemplifikation nicht allzu schwer 
— dass die drei Merkmale 1°), 2°), 3°) von einander unabhängig sind, näm- 
lich dass sie verträglich sind (m. a. W. zusammenbestehen können) und doch 
keines von ihnen aus den übrigen folgt. 

Resumirend erhalten wir sonach in zwei Ausdrucksformen — einmal 
in Form eines ausgezeichneten Relativs, sodann auch in Form eines Kom- 
plexes von simultanen „gewöhnlichen“ Aussagen (d. i. Aussagen der Sub- 
sumtionenklasse) die folgende pasigraphische Definition und Darstellung des 
fraglichen Ordnungsbegriftes: 

(a). — (Die Menge «a ist nach dem Prinzip x einfach geordnet) — 

79) =aslatd)(’+z+n)Ia +z4latn)}Fa— 

— (aaxz — 0) (V’aa € x + x) (aa . x; ax € «) 
wo der Aufwand von 11 resp. 16 Lettern sich leicht noch um je eine, oder 
mehr, vermindern lassen würde. 

Ist 5; 1—5—5540 irgend eine Teilmenge von «, mithin Ba, ba, 
2; br; ax, ete., so ist aus unsrer letzten Zeile sofort ersichtlich, dass aus 


dem Erfülltsein der Bedingungen 79) für die Menge « auch deren Erfüllt- 
sein für die Menge » a fortiori folgt, in Formeln, dass: 


80) ba) € |(a).< (b)z}. 
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Mithin ist analytisch bewiesen der Satz: Ist eine Menge « durch 
ein Prinzip x einfach geordnet, so ist auch jede Teilmenge von a durch 
ebendieses Prinzip x einfach geordnet. 

Die drei Teilbedingungen von 79) sind symmetrisch inbezug auf x 
und x. Dies leuchtet auch für die letzte derselben ein, deren Subjekt nach 
bekanntesten Sätzen über Systeme und Systemkonverse auch als aax; aa 
darstellbar ist, wenn man beachtet, dass dieselbe auch beiderseits konvertirt 
angeschrieben werden kann, somit (aax; aar—£ x) — (aax;aax-Ex) ist. Dem- 
nach gilt: 

s1) (a), — (a); 


d.h. wir haben den Satz: Ist eine Menge a durch x einfach geordnet, so 
muss sie auch durch z einfach geordnet sein. Diese Ordnung heisst die rück- 
wärtige oder konverse, entgegengesetzte oder umgekehrte von der andern. 

Im Bisherigen ist gar nichts darüber präjudizirt, ist es völlig offen 
gelassen: welche Rangordnungsverhältnisse oder überhaupt Zuordnungen 
durch unser die Menge a ordnendes Prinzip x noch ausserdem festgesetzt 
werden inbezug auf diejenigen Elemente, die sieh ausserhalb «a im Denk- 
bereiche vorfinden mögen, d. h. mitbezug auf die Elemente der Aussen- 
menge «a von a. Ueber diese kann unser die Forderungen 79) erfüllendes 
x» noch was man nur immer will, alles Erdenkliche stipuliren. Geometrisch 
gesprochen wird durch eine bestimmt gegebene Rangordnung der Elemente 
von a nur derjenige Teil der Matrix von x sich als bestimmt, aber völlig 
bestimmt, erweisen, der in die Zeilen der Menge a und zugleich in die 
Kolonnen von a hineinfällt — vergl. Bd. 5, p. 46. 554. Der Rest von x 
bleibt dabei unbestimmt oder willkürlich. M. a. W. wir haben bisher das 
ordnende Prinzip x blos als eine interne Angelegenheit der Menge a ins 
Auge gefasst und wollen nun auch dem externen Verhalten dieses Prin- 


zips unsre Aufmerksamkeit zuwenden. 


Oft empfiehlt es sich, das letztere bis zur Unwirksamkeit zu zügeln, 
es gleichsam lahm zu legen, unschädlich zu machen, nämlich das bisher 
noch sehr unbestimmt gebliebene Relativ z willkürlich weiter einzuschränken 
durch eine Zusatzforderung die ich die Adventivbedingung nenne und 
die darauf hinausläuft, zu verlangen, dass: 
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82) =:a—0 und z;a—=(0, mithin «aa sive OJxzJa 
sei, d.h. dass die x- und x-Bilder aller übrigen, dem a nicht angehörigen 
Elemente verschwinden sollen, m. a. W. dass unser Prinzip z weiter 
nichts leiste, als: gerade die Elemente von a zu ordnen. 

Dann wird die Matrix von x ausserhalb des Augenquaderrelativs aa 
lauter Leerstellen aufweisen; und wie durch = stets die Rangordnung der 
Elemente von a, so wird dann auch umgekehrt durch die letztere das 
Relativ x vollkommen bestimmt sich erweisen. 

Ich nenne dieses hinsichtlich a blos intern wirksame x das normale 
Prinzip der gegebenen Rangordnung. Dasselbe erscheint als das mini- 
male Relativ, das die fragliche Ordnung festsetzt. 

Adjungiren wir so die Adventivforderung 82) zu den Bedingungen 
79), so treten erhebliche Vereinfachungen ein. Da mit »-£a auch aa 
ist, so haben wir aae—x und vereinfacht sich schon die (bisher noch rela- 
tive) Transitivitätsbedingung zu (der absoluten) z;x-€x. Zudem lassen die 
andern drei Forderungen, von denen die unterwellte die adventive somit 
vonhause aus unterdrückbar ist, sich wie nachstehend zusammenziehen: 
| (x € aa) (aaxz — 0) (!’aa x + 2) — (ax — 0) (2 + 2 = 0'aa) = 
85) rn, g= & 

| — (7 = 0’aax) — (x —= 0’ aar). 
Wir haben also: 


[ a.—(a wird normal durch » einfach geordnet) — 


8) Ä -04@+D)@+239)@z4ala4lo+2+2)40 = 


| er 7 — Vaaz). 

was den Begriff mit Aufwand von nur 7 Lettern pasigraphisch darstellt. 

Die Einführung des „Scehlüssels“ «a, für diese obzwar schon recht 
einfache Aussage ist unverfänglich, obwohl, wenn ; ein Elementbuchstabe, 
die Bedeutung von a, (als ein Relativkoeffizient) schon anderweitig feststeht, 
weil man sich leicht überzeugt, dass ein Element ;, wofür @+-0, niemals 
als normal ordnendes Prinzip Verwendung finden kann. Wir haben nun: 

85) | En nämlich (@), (y= aaz) € (a), — 4,, oder kürzer: 
| (),=(W),, > 4 


aar aar } 


d.h. wir haben den Satz: Liegt ein die Menge a ordnendes Prinzip z von 
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irgendwelehem externen Verhalten vor, so gibt es — in Gestalt 
von y=aas — auch ein diese Menge a normal ordnendes Prinzip (und 


umgekehrt), welches zwischen deren Elementen die nämliche Rang- 
ordnung wie x festsetzt. Und zwar gibt es nur ein solches „. Denn für 
jeden Gitterpunkt von aa, wo sich also die Zeile irgend eines Elements ; 
von a mit der Kolonne j zu irgend einem Elemente j von a schneidet, steht 
es fest, ob er ein Auge trägt oder nicht, ist nämlich die Frage, ob i<;j, 
kraft der gegebnen Rangordnung in bestimmter Weise zu bejahen oder zu 
verneinen. 

Nicht zu übersehen ist jedoch: Dieses „ welches normal die Menge 
a einfach ordnet, wird jede echte Teilmenge 5 von a zwar einfach aber 
nieht normal ordnen. Will man für diese Teilmenge auch letzteres erreichen, 
so braucht man blos „ durch z— bby— bbx zu ersetzen. 

Leicht ist es auch, durch das normal unser a einfach ordnende 
das allgemeinste Relativ x auszudrücken, welches für « die nämliche Rang- 
ordnung festsetzt. Dieses hat den Ausdruck: —y-+u(a-+a), Wo u ein 
arbiträres Relativ vorstellt. Analytisch ist nämlich leicht nachzurechnen, 
dass, wenn „, so auch dieses » die Bedingungen 79) erfüllt, und geometrisch 
leuchtet es daraus ein, dass « + a den ganzen Aussenraum von aa vorstellt, 
worin x unbestimmt geblieben. Wir mögen also noch den Satz notiren: 


86) (a), 1y —c+ulat a) -E (a),, Kürzer: (a). € (Wz+ulare 


Und ferner leuchtet sogleich ein der Satz: Jedes Prinzip x, welches 
den ganzen Denkbereich 1 einfach ordnet, thut dies auch in normaler 


Weise und ist begrifflich bestimmt durch die Forderung: 


1,— (Der Denkbereich wird durch z einfach geordnet) — 


=) — (0 442) @ +2 42) (V +2+29)30 =(s,2€&2=08) 
pasigraphisch zu schreiben mit sage fünf Lettern. 

Denn für a—1 wird die Adventivbedingung, durch deren Hinzutritt 
allein sich @, von (@), unterscheidet, in Gestalt von <<1 zu einer nichts- 
sagenden, und haben wir (1), —1,. 

Als Sonderfälle sind ferner noch hervorzuheben: Für «=0 ist die 
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Forderung (0), von jedem Relativ x, die 0, dagegen blos von dem Relative 
2—0 erfüllt. 

Besteht die Menge a aus nur einem Elemente, ist sie mithin selbst 
ein Element, —;, so kommt in @, die zweite Teilbedingung wegen 0% —0, 
nämlich ö@£1’ in Wegfall und bleibt (), — (ixz = 0) (ü.x;ie£x). Dies 


ist, wie leicht zu beweisen, durch —u(-+ 0 bei arbiträrem „« auf die all- 
gemeinste Weise erfüllt, wogegen i,—(«—0) wiederum das Verschwinden 
von » verlangt. 

Besteht die Menge a aus gerade zwei Elementen ; undj (+), sodass 
a—i+tj, so sind „=; und „—;j die beiden einzigen Wurzeln der For- 
derung a. Es liesse sich hiernach, was ich hier nicht weiter ausführen 


will, analytisch — mithin penibel formal aus den Grundsätzen der allge- 
meinen Logik — „beweisen“, dass eine aus zwei Elementen bestehende Menge 


stets und nur auf zwei zu einander konverse Arten einfach geordnet 
werden kann. 
Als ein nächster und fundamentaler Satz würde nun wol dieser hin- 
zustellen sein: Theorem. Jede Menge kann einfach geordnet werden. 
Gilt dies für jede Menge a, so auch für die Menge a=1, das ist: 
für den ganzen Denkbereich, und aus der Geltung für letztern folgt um- 
gekehrt es auch a fortiori für alle Mengen «a desselben. Es wird sonach 


88) dee 


auf die einfachste Weise unsern Satz zum Ausdruck bringen. 

Denkt man sich hier für 1, das die Bedeutung dieses Schlüssels 
ausmachende ausgezeichnete Relativ aus 87) gesetzt, so sieht man zunächst, 
dass wir einen ganz bestimmten Satz aus der Theorie der binären 
Relative vor uns haben. Dass diese 8, erstreckt über alle binären = 
des Denkbereichs, den Wert 1 haben müsse, folgt entweder denknot- 
wendig nach den elementaren Grundsätzen der Logik aus den fundamentalen 
Konventionen die unsrer Disziplin zu grunde liegen und die sich in meiner 
Annalennote (Bd. 46, p. 145) übersichtlichst angegeben finden, oder nicht. 
Im erstern Falle muss der Satz aus unsern Konventionen analytisch ab- 
geleitet werden. Ich gestehe, dass mir dies nicht leicht erscheint. 
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Die Behauptung läuft darauf hinaus, dass die Doppelaussage in 57) 
nach der Unbekannten x auflösbar sei, d. h. dass es immer ein Relativ « 
gebe, welches folgende zwei wichtigen Eigenschaften in sich vereinigt. 

Die eine dureh x; »-€x charakterisirte, ist die: transitiv zu sein. 
In meinem Bd. 3, I habe ich in vier wesentlich verschiedenen Formen das 
allgemeinste transitive Relativ dargestellt und damit auch den Beweis für 
die Existenz transitiver Relative in jedem Denkbereich geleistet (die 
übrigens als solche schon aus der Wurzel #—=0 erhellte). 


Die andre Eigenschaft, durch z— 0’ oder 
89) za, z+2—=0 


charakterisirt, entbehrt noch eines gemeingültigen Namens. Man könnte 
solches Relativ x völlig bezeiehnend ein „durchaus unpariges“ nennen, 
denn von ihm ist weiter nichts verlangt, als dass es die Hauptdiagonale 
unbesetzt, zur Leerreihe habe, dagegen seitlich von dieser jedes symme- 
trische Stellenpaar unparig besetzt zeige, cf. Bd. 3, p. 138. Da jedes 
symmetrische Stellenpaar mit jedem andern solchen keine Stelle gemein 
haben kann, so bedarf die Existenz solcher Relative keines Beweises, es 
sei denn aufgrund des — wenn man will — „Postulates“, dass sich in 
jedem erdenklichen Paare derart — nach Willkür — die eine Stelle (gleich- 
viel welche) mit einem Auge besetzt, die andre unbesetzt, und solchergestalt 
die Besetzung für sämtliche Stellenpaare festgesetzt denken lässt. Durch 
irgend ein spezielles von diesen Relativen (dort von mir g genannt) habe 


ich Bd. 3, p. 307 implieite auch alle übrigen ausgedrückt, mithin — in der 
Gestalt e—uu + (u+n)g — schon alle Wurzeln der Forderung 89) ermittelt. 


Sicher werden demnach auch die transitiven Relative in zwei Klassen 
zerfallen: solche die (durchaus) unpar, und solche die es nicht sind. 


Jene — zu denen für den Denkbereich der reellen Zahlen in erster 
Linie das Relativ „grösser als“ gehört — figuriren als „Prinzipien der 
einfachen Ordnung“ für den ganzen Denkbereich. Diese — zu denen z.B. 
die Relative „Vielfaches von —“ und „Teiler von —“, vergl. Bd. 3, p. 46, 
53 sq. aber auch die „erschöpften“ und noch viele andre Relative gehören, 
bleiben zu letzterm unfähig. 
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Die Schwierigkeit bleibt aber: für den voraussetzungslosen Denk- 
bereich aufgrund der „Koeffizientenevidenz“ zu zeigen, dass die erstere 
Klasse niemals eine leere ist indem unsre beiden Eigenschaften sich fak- 
tisch unbedingt vertragen und vereinigt vorfinden. 

Ein Leichtes ist's, und recht interessant, dies für die niedersten 
Denkbereiche aus 3, 4, ... Elementen zu thun; auch kann man es durch 
vollständige Induktion für jeden endlichen sowie auch den abzählbar un- 
endlichen Denkbereich in aller Form beweisen, gleichwie es für das so- 
genannte „lineare (Punkt)Kontinuum“ bekannt sein dürfte und geometrisch 
einleuchtet, indem man sich, um ein solches Relativ x zu haben, nur alle 
Stellen oberhalb der Hauptdiagonale mit Augen besetzt, die übrigen un- 
besetzt zu denken braucht. Sicherlich wird ein soleher Beweis auch für 
alle Mengen von den successiven Alef-Mächtigkeiten G. Cantor’s gelingen. 
Dennoch verbleibt hier noch ein Desideratum. Ich glaube zwar, dass dieses 
ohne eine petitio prineipii sich mit der Zeit erfüllen lassen wird. 

Davon bleibt indess die Frage unberührt, ob es nicht zu einer er- 
kenntnisstheoretisch hochinteressanten Studie sich gestalten muss, eine 
Menge, einen Denkbereich zu fingiren, die sich auf keine Weise „einfach 
ordnen“ lassen, und deren Eigenschaften zu eruiren. Ob namentlich der 
„absolute Denkbereich“, aus allem dem bestehend, was überhaupt sich 
denken lässt, einfach geordnet werden könne, möchte ich fast bezweifeln. 
Dergleichen Denkbereiche dürften jedoch auch diejenigen Voraussetzungen 
schon nicht mehr erfüllen, die ich für den Denkbereich der Relative an 
bekannten Orten statuirt habe. 

Wir formuliren jetzt zwei weitre wichtige Forderungen: 
| (D= — (In der durch x einfach geordneten Menge a gibt es ein 
90) dem Range nach niederstes Element) —a;)}(l’ +2) a) = 

— (a&£ 0; a) = (la&0r;,a)= (la&£x; la)=(la&0'x; (a), 
| (= (Es gibt in der durch » geordneten Menge a ein höchstes 
| Element) = a;{(1l’ + 2) Ja! = (a&0'x; a) — etc. 

Wie leicht zu sehn bedeutet nämlich: 
(>23, (n£a) I, !(k£a) (k+Nh) Ex; h)} = IM, far +1’ + 2m) 


und geht daraus (g): hervor, indem man nur das letzte Prädikat durch 
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(k-E x; 1), was = (h-€x; k), mithin » durch x ersetzt. Man findet nun die 
angeführten Ergebnisse, indem man regelrecht verdichtet und das resultirende 
ausgezeichnete Relativ in die gewöhnliche Aussagenform umsetzt. Doch 
ist die Aequivalenz von deren letzten vier Gestalten nicht ganz leicht nach- 
zuweisen. Die Fortsetzung meines Bd. 3 wird alles Detail der Rechnungen 
bringen, und darf ieh mir deshalb wol inbezug auf dessen Angabe hier 


einige Zurückhaltung gestatten. 


Das niederste Element / selbst und das höchste 7/7 hat dann 
den Ausdruck: 


92) N=a)’+2)$a|, —a)(’+2)F}a! 


von dem auch rechnerisch nachweisbar, dass er wirklich die „Charakteristik 
des Elementes“ (Bd. 3, p. 408) erfüllt. Gibt es kein niederstes oder höchstes 
Element, so verschwindet der betreffende Ausdruck. 

Bei diesen Formulirungen haben wir von den in (@), oder a, fest- 
gelegten Eigenschaften 79) resp. 84) des Relativs „ gar keinen Gebrauch 
gemacht. Legt man letzteres, also «a, zugrunde, so vereinfachen sich die 
Ergebnisse noch erheblich, und zwar zu: 

ee Ra; I) — az; u ee 
| N-=a(}0), A=a(6 30). 

Aehnlich wie hier das niederste und höchste Element, lässt sich 
auch das auf ein gegebnes dem Range nach „(unmittelbar) folgende“ 
Element, sofern es ein solches gibt, pasigraphisch darstellen, lässt sich der 
Begriff „benachbarter“ Elemente formuliren und anderes mehr. Es ist klar, 


wie durch den analytischen Ausdruck jedes neu hinzukommenden Begriffes 


durch die schon vorhandenen a, x, ete. — wozu die verbale Logik nicht 
mehr fähig ist — der Forschung eine mächtige Beihülfe erwachsen muss. 


In dieser Hinsicht sei auch noch angeführt, dass unter den Voraus- 


setzungen a; 1—=a, b; 1=b, ab—(, a,, b,, d. h. wenn zwei disjunkte Mengen «a 
und 3 (d. i. solche, die in G. Cantor’s Ausdrucksweise „ohne Zusammenhang“ 
sind) durch ein Prinzip » resp. „ einfach geordnet sind, dasjenige Prinzip z 
welches die Menge a + 5, aufgefasst als die Cantor'sche „Vereinigungs- 
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menge“ (a, b), dann einfach ordnet, sich als ein völlig bestimmtes leicht 
wie folgt darstellt: 

94) z=2c+y-+ ab. 

Zum Schlusse dieser (einmal noch fortzusetzenden) Mitteilung möge 
endlieh — unter den Voraussetzungen a,, b, — die G. Uantor’sche Defi- 
nition der „Aehnlichkeit“ und „ähnlichen Abbildung“ der geordneten 
Mengen a, d aufeinander pasigraphisch formulirt werden. 

Man hat sub a,, b,: 

[ aSd)=r(usb), wo 

| (ax b)— (z bildet die durch » einfach geordnete Menge a ähnlich 

e ab auf die durch „ einfach geordnete Menge 5) — 

ne (a >) (.£ab)$, wo S=(2z;2;2<&€y), 
und wozu noch 4) zu vergleichen. 

Dieses S ist die Bedingung, die zu der schon von uns formulirten 
Forderung, dass ; eine eineindeutige Abbildung von a auf 5 sei, noch hin- 
zukommen muss, damit diese Abbildung eine „ähnliche“ werde. 

Es formulirt sich zuerst als: 

%) SM.) (li +5) (h+k-<b) R<2; 1) (k£2;J) ir; ))< hy; h)|— 
— 1 (a,ab,b2,2,%; < Ya) = te. 
und verdichtet sich zu der am Ende von 95) angegebnen einfachen Sub- 


sumtion erst aufgrund der in den Voraussetzungen «a,, db, — vergl. 84) — 
liegenden Adventivbedingungen für x und „ sowie der von uns adjungirten 
Adventivbedingung z£ab für z. Zuerst natürlich erhält man s in Gestalt 
eines ausgezeichneten Relativs, als welches es in sechs äquivalenten Formen 
darstellbar — deren Aequivalenz auf bemerkenswerte Sätze hinweist, die 
mit meinem „ersten Inversionstheorem“ zusammenhängen. — 

Nach der Anschauung liegt es nun auf der Hand, dass die 
Aehnlichkeit und ähnliche Zuordnung gegenseitig sein, also 


97) (ab)=(bva), (ab)—=(b& a) 
gelten müsse. Demnach ist auch zu gewärtigen, dass: 
S— (Die Abbildung ;, welche die durch z geordneten Elemente 


von a den durch „ geordneten Elementen von 3 eineindeutig zu- 


ordnet, thut dies dem Range nach, ist eine ähnliche) — 


| 
2 
| — (2; 2;2€y) (2; y; 2x) 
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werde sein müssen, indem von den beiden Subsumtionen rechterhand die 
eine aus der andern (mit Rücksicht auf die übrigen Voraussetzungen) folgt. 
Gleichwohl ist diese Folgerung rein analytisch rechnerisch zu ziehen keine 
völlig leichte Sache, gelingt es nicht in kunstloser Weise und macht einige 
Umstände, sodass man praktisch beide Subsumtionen als den Ausdruck 
von S führt (obwohl die eine schon genügen würde). Die Thatsache ist 
lehrreich. Ich werde die Herleitung der Konklusion z;y;z-€x aus den 
Prämissen in 95) bei einer späteren Gelegenheit (zumal in Bd. 3, II) mit- 
teilen. Der Leser der sie versucht wird inne werden wie manche Schwierig- 
keiten bei der Verwirklichung des Pasigraphie-Ideales noch zu bewältigen sind! 

Kommt es so in der That zuweilen vor, dass in unsrer Disziplin 
der förmliche Beweis für etwas schon a priori Einleuchtendes nieht leicht 
zu erbringen ist, so zeigt sie sich dafür auch fähig, in ungleich grössrer 
Fülle, Aufschlüsse zu liefern, die dem verbalen Denken unzugänglich und 
für deren Gewinnung selbst die bisher üblichen mathematischen Ausdrucks- 
formen nicht mehr ausreichend erscheinen*. Will man absolut sicher gehen“, 
so wird namentlich überall da auf unsre Disziplin zu rekurriren sein, wo 
sich mathematische Fragen mit erkenntnisstheoretischen oder philosophischen 
berühren. 

Die neue Peirce’sche Disziplin hat hiermit. denke ich, Gelegenheit 
gehabt, schon eine kleine Feuerprobe zu bestehen. Die G. Cantor'’sche 
Theorie auch. 

Dass sogar sämtliche Begriffe aus dem Ideenkreise der G. Cantor- 
schen Arbeit, um die in so grosser Fülle die Wissenschaft von diesem For- 


scher bereichert worden, sich — wesentlich ohne Hinzufügung irgend eines 
„Sehlüssels“ — mit dem Bezeichnungskapital unsrer algebraischen Logik 
pasigraphisch darstellen lassen, erscheint mir bereits als gesichert — und 


ist mir aus dieser Aufgabe eine Mehrarbeit erwachsen, die das Erscheinen 
meines Bd. 2, II noch etwas länger verzögert. Aus einer begonnenen Studie 
über „Einfachgeordnetsein im Ringe herum“ (womit sich auch Hr. Vailati 
beschäftigte) schöpfe ich sogar die Ueberzeugung, dass unsre Disziplin einst 
fähig sein wird nieht minder, wie die Axiome der Geometrie einzukleiden, 
so auch die subtilsten Fragen über den Zusammenhang Riemann ’'scher 
Flächen rein analytisch und von der Anschauung losgelöst zu entscheiden. 


362 Ernst Schröder, Ueber... G. Cantor’sche Sätze. [62] 


Solches aber jetzt schon zu erwarten, hiesse: seine besten Früchte von 
einem Baume, der noch kaum gepflanzt ist, der noch gar nicht Wurzel 
gefasst hat, verlangen. Möge — um mit einem mir freundlichst brieflich 
ausgedrückten Wunsche von Herım Voss zu schliessen (von dem ich 


auch oben bei * 


eine Bemerkung wiedergab) — die Ueberzeugung, dass 
die algebraische Logik ein wichtiges Instrument der mathematischen 


Forschung selbst ist, sich bald allgemein Bahn brechen. 


Karlsruhe in Baden, Januar 1896. 
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Die selbständige Definition der Mächtigkeiten 0, 1, 2,3 
und die explizite Gleichzahligkeitsbedingung. 


Die pasigraphische Definition einer Menge (sive eines Systems) a 
von Elementen habe ich in Gestalt eines binären Relativs unter 2) meines 
vorigen Aufsatzes angegeben. Ich setze die Menge «a jetzt als eine endliche 
voraus, und erinnere, dass 1. e. die Definition, Bedingung der „Endlichkeit“ 
pasigraphisch ebenfalls formulirt worden — wenn auch nur als eine implizite, 
in deren Ausdruck nämlich neben a noch ein unbestimmtes binäres Relativ = 
als Prinzip einer Zuordnung figurirt. 

Bei einer endlichen Menge a kann von der „Anzahl“ ihrer Elemente 
gesprochen werden, ein Begriff, der unter den weiteren Begriff fällt (den 
wir Herın G. Cantor verdanken) der Mächtigkeit (oder Cardinalzahl a) 
einer Menge a überhaupt — mit welch letzterem jener sich völlig deckt in 
jedem Falle seiner Anwendbarkeit, das ist eben im Falle der Endlichkeit 
unsrer Menge. Ich werde diese Anzahl hier umständlicher, als numerus 


von a, mit „Num. a“ bezeichnen, was ich deshalb kann, weil ich hier gar 


nicht mit Zahlen zu operiren gedenke, ausser: um sie — qua Anzahlen, 
Cardinalzahlen, Mächtigkeiten — zu definiren. 


Es handelt sich um die Beantwortung der Frage: welche Relation 
muss eine Menge a erfüllen, damit sie aus gerade zwei Elementen — z.B. — 
bestehe? Diese Frage wird sich in überraschender Weise beantworten lassen. 
Doch beginnen wir von vorne! 

Die Anzahl der Elemente von a wird bekanntlich null genannt, 
wenn die Menge gar keine Elemente enthält, wo sie auch als binäres Re- 
lativ verschwindet und identisch mit dem logischen Begriffe des „Nichts“ 
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ist, den ich in Gestalt von 0 als bekannt voraussetze. Wir haben also 
vorweg als die Definition oder Charakteristik der „Mächtigkeit 0*: 

| (Die Menge a enthält kein Element) — 


0) % Be.) = 
| = (Num. «= 0) = (a—=0) = (1a) = O4a=aFa. 


Dass ein Relativ «a von irgend welcher Art (d.h. das nieht von vorn- 
herein eine Menge vorzustellen braucht) verschwinde, würde allgemein erst 
der Ansatz O4a40 ausdrücken. Dies hat schon Peirce gefunden — vgl. 
meinen Bd. 3, p. 147. Indem ich aber das Relativ a von vornherein als 
Menge voraussetze und damit ihr Negat « ebenfalls (als die zugehörige 
„Aussenmenge*“) zu einer Menge stemple, wo sie die Relationen erfüllen: 
al=a=a3F0, a l—a—=a5F0, wird sich der allgemeine Ausdruck zu dem 
oben angegebenen 04a vereinfachen, der dann, weil a „System“ ist, nach 
bekannten Sätzen auch dem letzten gleich sem muss, indem 0 +a—0 +(a+a) 
—(O+a)}a. 

Soll eine Menge aus gerade einem Element bestehen, so muss sie 
selbst ein (ebendieses) Element sein. Nun habe ich Bd. 3, p. 408 die 
„Charakteristik des Elementes“ gegeben, d. h. die notwendige und hin- 
reichende Bedingung eruirt dafür, dass irgend ein binäres Relativ a ein 
„Element“ vorstelle. Dieselbe trat in sechs gleich einfachen oder eben- 
bürtigen Ausdrucksformen auf, von denen dreie sich durch Kontraposition 
(beiderseitiges Negiren) aus den drei andern ergaben — wesentlich mithin 
nur in drei Formen. Diese fallen jedoch in eine Ausdrucksform zusammen 
sobald a von vornherein als Menge (System) gedacht wird, und zwar unsre 
drei und drei Formen in diese: 


, 


0; a=a, resp. Uta —R, 
deren zweite blos die Kontraposition der ersten. 

Auch wenn man — was ich in Bd. 3 noch nieht ausgeführt — die 
3edingungen je in ein ausgezeichnetes Relativ umschreibt, ergeben sich (die 
konvertirten ungerechnet) drei verschiedene Formen, die erst mit der letztern 
Unterstellung zusammenfallen in eine [weiter unten bei 10)] angegebne. 

In Gestalt eines ausgezeichneten Relativs aber lässt sich auch direkt 
auf zwei nachher zu schildernden Wegen eine noch viel einfachere Aus- 
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drucksform für unsre Charakteristik des Elementes, resp. für die Definition 

der Einzahl gewinnen. Und zwar lautet — beiläufig gesagt — jene: 
(Das Relativ a ist Element) = (0 4a); (Jay) —1;)a4Ha)F0 

die natürlich auch konvertirt als (0 Fa 41); (a0) angesetzt werden könnte, 

und die auch in die gewöhnliche Aussagenform transformirbar, wo sie als 

eine Unsubsumtion oder partikulare Urteilsform sich darstellt. Für uns ist 

hier nur dasjenige von Interesse, was sich auf ein schon als Menge ge- 


dachtes a bezieht. Und so haben wir: 
| (Die Menge a besteht aus gerade einem Elemente) — 
| — (Num. a = N)—=(; a—=a)—(a& 0; a)—=a;(l'}a). 


Es illustrirt sich hierbei wiederum die Thatsache, dass in unsrer 


Disziplin der Algebra der Relativlogik der Unterschied zwischen bejahenden 
und verneinenden, zwischen universalen und partikularen Urteilen kein 
wesentlicher, sondern lediglich ein solcher der Ausdrucksform ist. 

Unser Ergebniss kann man nun einmal gewinnen durch den Ansatz: 


(Num. [ — 1) — (a—i) — I; %; da: (F a) 


vergl. Bd. 3, p. 558, indem man sich durch die Bd. 3 pag. 500 sqq. genugsam 
illustrirten Methoden etwa unter Rekurs auf die Relativkoeffizienten die 
Summenformel: 

Se m )—1; (4? b 

S,;i;a-@4b)=1; all 4b) 
als eine für beliebige Relative a,b gültige ableitet. Am bequemsten jedoch 
gelangt man zu jenem andrerseits durch den Ansatz: - 

2: <a) DIE FILE) 
nach Analogie des nächstfolgend ausführlicher Dargelegten. 
Als nächste Formulirung schliesst sich an: 

| (Die Menge a besteht aus gerade zwei Elementen) — 


2 


Um dieses Resultat zu gewinnen, braucht man blos den leichtver- 


— (Num. a«—=2)= (0 aa&0; a0) —=a; 0)! Fla+ 1); a. 


ständlichen Ansatz zu machen: 
I;ti#j) @+j&a) W)R+)M+j)Elh£a)| 
der nämlich die wörtliche Uebersetzung (Einkleidung) der folgenden verbalen 


Aussage ist: 
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Es gibt ein Element ;, daneben ein davon verschiedenes j, 
welche beide in a enthalten sind, jedoch so, dass jedes von ; und j ver- 
scehiedne‘ Element „ dann nieht in a enthalten sein wird. 


Mittelst Transseription in: 
I 0, a; a; Ih, (Oi üpe € mE >> (0° aa); 7 (la+ Vu 3 a,,) 


braucht man sich diesen Ansatz sodann nur vollends „zu verdichten“, 
nach einem reichlichst durch mein Buch illustrirten Verfahren, dessen Technik 
unschwer zu erlernen ist, und wird das die Angabe 2) beschliessende aus- 
gezeichnete Relativ erhalten. Dieses wird man, um auch die vorhergehende 
„Unsubsumtion“ zu gewinnen, blos noch in die gewöhnliche Aussagenform 
umzusetzen haben — vgl. Bd. 3, p. 556, 647 (detaillirt gerechnete Beispiele 
auch p. 618, z. B.). 

Sehen wir uns das Ergebniss noch einen Augenblick an. Zunächst 
sei erinnert dass, weil a „System“ ist, 0’; a0’ — 0a; 0 — 0a; a0’, dergleichen 
+) —=(l+a)F(a+ )=14(a+!) sein muss, mithin « und a in 
„analoger“ Weise in die Formeln eingehen. Es darf (für diese Dar- 
stellungsformen derselben) nicht gesagt werden: in „symmetrischer“ Weise, 
weil es wesentlich bleibt, dass a im ersten, a selbst im zweiten relativen 
Terme figurire, nicht umgekehrt. 

Nennt man (jedoch) für den Augenblick O'aa— c, so kann unsre 
Unsubsumtion auch geschrieben werden als c=£ ec; ce, symmetrisch inbezug 
auf a und a (— was vielleicht den Leser paradox anmutet, aber leicht in 
extenso aufzuhellen wäre). Dies hat num den Sinn: dass sooft die Menge «a 
mehr oder weniger als zwei Elemente fasst (sei es auch keines z. B., oder 
seien es, mit irgend einer Mächtigkeit, unendlich viele), dann zuverlässig 
ce; ce gelten wird. Und durch die Niehtgeltung dieser letztern Sub- 
sumtion ist die Menge a als eine Zweiheit, als ein „Paar“ von Elementen, 
charakterisirt. Ohne die Abkürzung c verwandten wir in 2) zu dieser Defi- 
nition unsrer Mächtigkeit 2 blos sechs Lettern. 

Es sei erinnert, dass die traditionelle Logik mit ihren Syllogismen 
bei der Unterscheidung von „keine“, „einige* und „alle“ stehen geblieben ist. 
Schon die Einzahl vermochte sie nicht zu definiren und erhob sich bei 


ihren verbalen Ueberlegungen höchstens bis zur Unterscheidung von „Ein- 
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zahl“ und „Mehrzahl“. Schon mit Vollbringung der Definition auch einer 
bestimmten Anzahl, die höher ist als wie 7, gibt die neue algebraische Logik 
ihre überlegene Macht zu erkennen. 

Unsre Definition ist auch eine „independente“. Gewöhnlich denkt 
man sich die endlichen Cardinalzahlen „rekurrirend* definirt. Auch die re- 
kurrente Definition vermag unsre Disziplin pasigraphisch zu formuliren, und 
sei wenigstens angeführt, dass: 

( (Die Menge a enthält genau ein Element mehr als die 
| Menge 3) — 
— shi Eb) (amd Hi) = 
| = 2+23,2<€1) b#:; a)\zg(la+3,)+0\= 
el (U42).1; W440: a).1;)z43(a+3 b)\. 

NB. Bei endlicher Menge a oder (und) d» wird man jedenfalls das x, 
auch durch ein 77, ersetzen dürfen (natürlich nicht ohne ein € zwischen 
beide Teilaussagen des allgemeinen Gliedes jener zu setzen.) Falls jedoch 
zugleich » eine Teilmenge von a, d.h. v»-€a sein sollte, wird man einfacher 
haben: obiges — 

4) — (b-Ea) (ab € 0’; ab) — (b3 a).ab;! Y+(a+b)!. 

Und es muss natürlich 2) die Resultante der Elimination von z aus 5) 
nebst 0; 5—5 oder 5; (145), d.h. nebst der für d statt a angesetzten 
Relation 1) sein. 

Vor der independenten Definition der Dreizahl Halt machend wollen 
wir zunächst auch noch zwei andre Serien von einfachsten Anzahlbedingungen 
pasigraphisch formulirt aufzustellen beginnen: 

(Die Menge a enthält mindestens ein Element) — 


») | (+) —=1;a=a; a. 


(Die Menge a enthält mindestens zwei Elemente) — 
(0’aa = 0) - (0; a=1)—=0 40; a=a; 0; a. 


| 

6) | 

- | (Die Menge «a enthält mindestens drei Elemente) — 
| = aa . 0; a0 +0) — a; 0 (0; a0’); a. 


Letzteres ergibt sich z. B. durch den Ansatz: 
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: 5 A Enz 5 > =) ’ (9) 
Eu l@+j+h&a) Ü+j) (+ A) j+h), — 8, (Va); (Va); (Va) — 
= 2j8-812(0/0:.00:0:0): 1, 

was sich noch mit einigen Umständen auf die obige einfachere Form bringen 
lässt. Bei Benutzung der unter 2) gewählten Abkürzung c würde die Be- 
dingung also e.c;c-+-0 lauten. Auch in der gewöhnlichen Aussagenform 
könnte man sie als a. 0a; 0a<£1’ schon mit sechs Lettern schreiben. 

Hier wiederum innehaltend brechen wir die nächste Serie an: 

3 | (Die Menge a enthält höchstens ein Element) — 


| (aa 1’) = (0'aa — 0) (0; a#&1)-1;("Fa)=ayl Fa. 


(Die Menge a enthält höchstens zwei Elemente) — 
9) & 
| — (Oaa.0;  -0)—a4)+lFla+!)! Fa. 
Hier halten wir wieder inne. Man bemerkt, dass 8), 9) die Negationen 
, ke) 
von 6), 7) sind — wie zu erwarten gewesen. Man kann jene aber auch 
direkt erhalten, z. B. 9) indem man den Ansatz: 
, 


Dr) +3<&a)itj) (hi) (ht j)Elh&a)\ 


regelrecht verdichtet. 


Was den Anfang der beiden Serien betrifft, so würde die Bedingung 
„a enthält mindestens kein Element“ völlig nichtssagend, nämlich von 
jeder Menge ohnehin erfüllt sein. Und die Bedingung „a enthält höchstens 
kein Element“ würde mit 0) selbst als der Negation von 5) zusammenfallen. 

Durch Kombination und Vergleichung der vorstehenden Bedingungen 0) 
bis 2) und 5) bis 9) ergibt sich nebenbei eine Reihe von Sätzen über aus- 
gezeichnete Relative (z. B.) in die ein beliebiges „System“ a eingeht (oder 
falls man a 40 für a schreibt, Sätze von bedingungslos allgemeiner Geltung). 
7. B. indem man bemerkt: dass wenn eine Menge zugleich mindestens ein 
und höchstens ein Element enthält, sie aus gerade einem Element bestehen 
müsse; oder: dass eine Menge, die höchstens ein Element enthält, entweder 


keines oder gerade eines fasse: 
10) (a40;a) (a3 Fa) —a;a.(a4 1 Ha)—a; (14a) 


— wovon der erste Ausdruck allerdings nicht auf diesem Wege, sondern 
auf die zuletzt über 1) angegebne Weise sich hinzuergab; sodann: 
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11) O4a+a (V$Ja)=astl}a—1; (Fa), 
Ete. — Formeln, die sich allemal auch aus der Koeffizientenevidenz (Bd. 5, 
p- 65) direkt, wenn auch oft nicht kunst- und mühelos, verifiziren lassen. 

Durch die Formulirung jener Bedingungen sind wir jedoch bereits 
in den Stand gesetzt zunächst wenigstens für jeden Denkbereich, der nicht 
mehr wie sechs Elemente enthält, die Bedingung für die Gleich- 
zahligkeit zweier Mengen a und » als eine Relation rein logischer Art 
zwischen diesen explicite und in geschlossner Form ohne weitres 
hinzuzuschreiben. 

Dieselbe lautet in einer ersten von ihren Ausdrucksformen: 


(Num. «a — Num. }) — 
12) 
1. (ata=bsb) (aHJlFJa—=bHlFHb)[aH3) U + VFla+ tl) Ja 
— a) 
Aber auch für jeden Denkbereich, wenn 
c—=A+B+C+D+E+F 


r ie; a—b;b) (a0; a=b; 05 db) ) a; 0’ (0); a0’); a—b; 0'(0); b0'); b!. 
| 


eine gegebene Menge von bestimmten 6 Elementen vorstellt, wird man, 
wenn nur ac, be für a, db in 12) gesagt wird, die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür haben, dass die (sonst beliebigen) Mengen a und » von 
diesen 6 Elementen der Menge ce gleichviele unter sich begreifen. Zur 
Erläuterung: 

Wir erblicken in 12) sechs Faktoraussagen, wovon die der ersten 
Zeile gemäss 5) bis 8) besagen, dass woferne a mindestens 7, 2, 3 Elemente 
enthält, dies bezüglich auch bei » zutreffen müsse, sowie umgekehrt, also 
auch falls jenes nicht, so auch dieses nicht, die Bedingungen der zweiten 
Zeile aber besagen, dass wenn vom ganzen Denkbereiche bei « mindestens 
1,2, 3 Elemente fehlen, dies auch bei » der Fall sei, und umgekehrt, ete. 
Und hierdurch ist, wie man sich leicht überzeugt, die Gleichzahligkeit der 
Mengen a und 3 innerhalb 1‘, in der That schon verbürgt. Die Bedingungen 
der zweiten Zeile sind diejenigen, welche den darüber stehenden der ersten 
dual entsprechen; sie gehen aus ihnen hervor, indem man «a, d dureh a, b 


ersetzt und darnach kontraponirt. 
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Die zwei ersten Paare der Teilbedingungen in 12) hatte ich schon 
Bd. 3, p. 625 gegeben und mir erlaubt, die Ermittelung des nächsten einer 
Akademie als eine Preisaufgabe zu empfehlen. Nachdem mir solches — 
wenn auch nicht auf dem dort in Aussicht genommenen Wege — noch 
selbst gelungen, muss ich natürlich diesen Vorschlag zurückziehen. — 
sine zweite Ausdrucksform unsrer Bedingung 12) mit vom Anfang 
ab wesentlich andern Teilbedingungen ergibt sich indessen noch unter Be- 
rufung auf die erste Serie 0) bis 2) unsrer formulirten Anzahlbedingungen, 
und zwar: 
(Num. « = Num. }) — 
| =@a=5;b))a;(’4Ja)=5; (40); Ola + TV); a = 
| u 
| .(aga—=bFb) (a0); a=b 40; b))a Fl +07; a0)FJa—b4(1’+ 0; 50) 4b} 


13) 


besagend: dass falls aus dem Denkbereiche in irgend einer von den beiden 
Mengen a, b gerade 9, 1, 2 Elemente sich vorfinden oder fehlen, dies auch 
bei der andern Menge der Fall sei. Dass etwa Num. «a —3 sei, charakte- 
risirt sich hierbei durch die Abwesenheit der sämtlichen vorerwähnten Merk- 
male, und wird diese, alsdann auch bei 5 vorhanden, für letzteres ebenfalls 
nur die Möglichkeit Num. » — 3 übrig lassen. 


Die Teilbedingungen der oberen Zeile in 12) oder 13) müssen auch 
für jeden Denkbereich Geltung haben, ganz einerlei ob die Mengen a, b 
endliche sind oder nicht; sie stellen Partialresultanten der Elimination von : 
aus der Gleichmässigkeitsbedingung 7) oder 14) des vorigen Aufsatzes vor. 
Als eine Konklusion der letztern auch die dritte jener Teilbedingungen, die 
neu hinzutritt, rein analytisch abzuleiten, so, wie ich dies schon bei 12) 
mit den zwei ersten derselben in Bd. 3 gethan, dürfte gleichwohl keine ganz 
leichte Aufgabe sein. 

Wir können uns nunmehr für jeden Denkbereich schon eine deutliche 
Vorstellung von der expliziten Gleichzahligkeitsbedingung für 
endliehe Mengen a und » verschaffen und uns von da auch zu der expli- 
ziten Bedingung der Gleichmächtigkeit für den Fall wo die eine oder andre 
Menge abzählbar unendlich wird, hernach erheben. 

Zu jenem Ende braucht man sich zunächst nur in 12) oder 13) hinter 
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den beiden Zeilen von Teilbedingungen Punkte... (als das bekannte Zeichen 
für „und so weiter“) angebracht zu denken. Ist a und » endlich, so werden 
wir also haben: 

| va &@%-.. 6 --- 


iR er: 


wo die Teilbedingung e, statuirt, dass « und » immer nur gleichzeitig aus 


14) (Num. « = Num. d)= (ab) 


„gerade 4* Elementen bestehen, und die Teilbedingung 7, der vorigen dual 
entspricht, mithin — in ihrer kontraponirten Gestalt — das nämliche von a 
und » fordert. 

Anstatt „gerade 2* kann man nach Belieben auch sagen „mindestens 
2 + 1* — was jedoch andre Teilbedingungen wie das vorige liefern wird. 
Die Zulassung auch von „höchstens 4° hätte nur den Effekt, in der Doppel- 
zeile dieser letztern Bedingungen die obere Zeile mit der untern zu ver- 
tauschen. 

Bricht man die Doppelzeile hinter dem Index 2 ab, so hat man für 
jeden Denkbereich von nicht mehr als 22+2 Elementen die explizite Gleich- 
zahligkeitsbedingung komplet. Dann empfiehlt es sich, die untere Zeile 
etwa [rückwärts im Anschluss an die obere zu lesen. Setzt man jedoch 


die obere Zeile über ©, hinaus bis mit «,, fort, so wird die untere Zeile hin- 


fällig, nämlich ebendadurch überflüssig gemacht, und kann ganz weggelassen 
werden — wie denn überhaupt schon das Produkt % &ı &... ©, die Gleich- 


zahligkeitsbedingung für « und » in jedem Denkbereiche von nicht mehr 
als 2+7 Elementen und insbesondere in dem 1) selbst darstellen muss. 

Die Teilbedingungen der oberen oder lateinischen Zeile sind (als die 
erwähnten „Partialresultanten*) sämtlich denknotwendige Konklusionen aus 
der allgemeinen Definition der Gleichmächtigkeit, und sie gelten demnach 
bedingungslos nicht nur in jedem Denkbereiche, sondern auch unabhängig 
von der Voraussetzung der Endlichkeit der Mengen «a oder ». 

Anders die Teilbedingungen der untern oder griechischen Zeile. Diese 
müssen blos bei Endlichkeit von a oder » erfüllt sein, obzwar sie dann von 
einem bestimmten 2 ab sämtlich — in Gestalt von O—0 — zu nichts- 
sagenden werden. Sie „kommen“ beim Unendlichwerden von a oder b 
sozusagen „nie“, und da sie überdies durch unbegrenzte Fortsetzung der 

19* 
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oberen Zeile überflüssig gemacht werden, so werden wir sie am besten 
hinfort unterdrücken. Es ist bereits: 

15) 6 &%&... m infinitum 
die explizite Gleichmächtigkeitsbedingung für alle endlichen oder auch 
abzählbar unendlichen Mengen a, b. Auch wenn als a oder » nicht 
abzählbar unendliche Mengen (Kontinua, etc.) zugelassen sind, muss sie, 
falls ad ist, Geltung haben. Indessen ist zu gewärtigen, dass ihr 
Erfülltsein alsdann obzwar als notwendige, so doch als nieht hin- 
reichende Bedingung für die Gleichmächtigkeit von a und > sich er- 
weisen wird. 

‚Jede Teilbedingung ec, ist angebbar in der Gestalt 

ha) — fh, 

und sei nebenbei erwähnt, dass, bei Benutzung dieser Abkürzungen, unsre 
Bedingung 15) sich auch als ausgezeichnetes Relativ in die Form einer 
Summe umsetzen lässt: 

16) aaO HR RW+.--, 
was besagt, dass bei Gleichmächtigkeit von a und d diese Mengen ent- 
weder beide zugleich aus keinem, oder beide aus einem, oder aus 
zwei, drei, ... Elementen bestehen. ‚Jene Teilbedingung «, kann mittelst einer 
naheliegenden Ausdehnung der unter 2) oder 7) dargelegten Ueberlegungen 
für jedes noch so grosse 2 wirklich explieite angegeben werden. Ob aber 
auch — wie bisher — in geschlossner Form, ist eine andre Frage. 

Um dieser Frage näher zu treten, müssen wir unsere begonnenen 
beiden (ersten) Serien von Anzahlbedingungen noch um einen Schritt weiter 
fortsetzen. Wir formuliren daher zunächst: 

7) | (Die Menge « besteht aus gerade drei Elementen) — 

\ = (Num. a = 3) = (3,5; 0'a[0’; a) 4’ +a+N)|);a =) 
Nämlich gleich 
Sn (i$7) ih) Gh) ik +j+R<au) IH) (ki) (k+j) kN) (k&£a)|= 

=} (a) (a). (Van Il; (1% ss 1% le +) = 

— 2,13 0053-5; Va; h.h; Va5i- Ink; @+j+h+a) 
— vergl. Bd. 3, p. 423. Nach dem Schema 77,7; a—04.«a von Bd. 3, p. 499 


lässt sich hier zunächst das 77 nach 7; evaluiren. 
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Indem ich mir sodann für beliebige Relative «a, 5, ce die beiden Sum- 
mationsschemata aufstellte: 

18) 3:5; a.5i.k43)=b;all}e), BZa5i.5b5i—a; lb; 1 
gelang es, von den drei verbleibenden Summationen nach ;, j, h wenigstens 
zweie hintereinander auszuführen und nach einigen Umformungen [aufgrund 
insbesondre des Satzes 1 (a; 2); L— ab; 1] das in 17) angegebene Ergebniss 
zu gewinnen. Dieses — gleichwie die vorhergehenden — lässt sich bei 
Benutzung von karrirtem Papiere auch durch die geometrische Evidenz un- 
schwer kontroliren. 

Die letzte Summation vermag ich jedoch zur Zeit nicht mehr auszu- 
führen [ieh unterdrücke deshalb hier auch die mannigfachen Formen, auf 
die sich unser Ergebniss noch ausserdem bringen lassen würde]. Und da 
auch der Versuch, die Bedingung aus unsrer zweiten Serie: „a enthält 
mindestens vier Elemente“ zu formuliren, auf eine ähnliche Wahrnehmng 
führte, so ist vorläufig anzunehmen: dass sich die Dreizahl sowol, als 
auch die Gleichzahligkeitsbedingung im Denkbereiche von sieben oder 
mehr Elementen, nieht mehr in geschlossener Form werde definiren 
resp. angeben lassen. 

Ob sich überhaupt für e, oder f; (a) — zumal für ex, — ein einiger- 
massen übersichtliches Bildungsgesetz erkennen lassen werde, muss ich bei 
der Neuheit der Sache dahingestellt sein lassen. 

Jedenfalls aber dürfte aus unsern Betrachtungen die sich doch nur 
erst mit den niedersten Mächtigkeiten abgaben die Richtigkeit des Dede- 
kind’schen Ausspruchs erhellen: dass der Begriff der „Anzahl“ fälschlich 
für „einfach“ eilt. 

Aber — wird man entgegnen — wie reimt sich das mit der an- 
scheinenden Einfachheit von G. Cantor’s Cardinalzahl-Begriffe, wonach 
solche Zahl dasjenige ist, was übrig bleibt wenn wir bei eimer Menge ab- 
strahiren von der Beschaffenheit und der Ordnung des Gegebenseins ihrer 
Elemente (wodurch dieselben zu „Einsen* werden), lediglich deren Unter- 
scheidbarkeit festhaltend ?? 

Ich sage: der Gesichtspunkt, unter welchem diese Definition eine 


einfache genannt werden könnte, ist ein von dem vorhergehenden total ver- 
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schiedener. Hier urteilt man vom Standpunkt einer Logik der Begriffs- 
inhalte, und auch da dürfte die Qualifikation der Definition als eine ein- 
fache nur zutreffend zu nennen sein, wenn etwa „Beschaffenheit“ und „Ord- 
nung“ des Gegebenseins zu den Urbegriffen, Kategorien gehörten. Wir 
haben jedoch am Schluss der vorigen Mitteilung gesehen, dass schon der 
Begriff der „Ordnung“ ein ziemlich komplizirter ist, der gar viele Wechsel- 
beziehungen zwischen den Elementen der Menge mvolvirt. Wenn nun auch 
das, wovon man abstrahiren soll, und was in der Definition gefordert wird, 
schwerlich einfach zu nennen wäre, so könnte es doch noch dasjenige sein, 
was übrig bleibt, das Definirte! Aber welchen Maasstab sollen wir an- 
legen, um das zu beurteilen? In dieser Hinsicht scheint mir ausschlag- 
gebend der Umstand zu sein: dass eine diesen Namen verdienende „Logik 


des Inhaltes“ noch gar nicht geschaffen ist (die unsrige ist durchaus nur 


eine Logik des Umfanges — auch in Hinsicht der relativen Begriffe), 
und solange jenes nicht der Fall — ich bezweifle, dass es jemals geschehen 
wird — muss wol die Dedekind’sche Qualifikation massgebend bleiben. 


Muss man nun im Hinblick auf jene verwickelte Natur schon 
der niedersten Anzahlbegriffe es sehr gerechtfertigt finden, dass die Wissen- 
schaft längst in Gestalt der „Arithmetik* sich eine eigne Zahlenlogik 
schuf, so darf es doch nicht gereuen, einmal auch zu dem Punkte herab- 
gestiegen zu sem wo die Anzahlbegriffe in der allgemeinen Logik wurzeln 
— (die keine andre ist als die Logik und Algebra der relativen Begriffe 
(worunter sich die absoluten ja ebenfalls subsumiren lassen) — ein Ziel, 
nach dessen Erreichung schon Viele vergeblich sich abgemüht haben, das 
zu verwirklichen erst möglich wurde auf der Grundlage einer hochent- 
wickelten „Bezeichnungskunst“ wie sie die ... Peiree ....’schen Forsch- 
ungen gezeitigt. 


Karlsruhe in Baden, im Februar 1896. 
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lie vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, die Transformation 
einer bilinearen Form von nicht verschwindender Determinante mit konjugirt 
imaginären Variablen in sich selbst zu studiren; hierbei wird die bilineare 
Form zwei linearen Substitutionen mit konjugirt imaginären Koefficienten 
unterworfen. Dieses Problem ist nieht nur vom Standpunkt der Algebra 
der bilinearen Formen von grösstem Interesse, sondern es bietet auch 
mannigfache Berührungspunkte zur Gruppen , Zahlen- und Funktionentheorie 
(Thetafunetionen und hyperfuchs’sche Funktionen von Herrn E. Picard') 
sowie zur 'T'heorie der linearen homogenen Differentialgleichungen dar. Da 
eine einheitliche formentheoretische Behandlung des angeführten Problemes 
noch nicht gegeben worden ist, so dürfte es wegen der Wichtigkeit der 
Frage sowie wegen der erlangten Resultate, welche vielleicht allgemeineres 
Interesse beanspruchen dürfen, gerechtfertigt sein, der angeregten Frage ein 
systematisches Studium zutheil werden zu lassen. 


Im ersten Theil der Arbeit untersuche ich den Charakter einer 
linearen Substitution, welche in Gemeinschaft mit ihrer konjugirt imaginären 
eine gegebene bilineare Form von nicht verschwindender Determinante mit 
konjugirt imaginären Variablen in sich überführt. Im zweiten Theile be- 
trachte ich die Eigenschaften derjenigen linearen Substitutionen, welche 
gemeinsam mit ihren konjugirt imaginären Substitutionen zwei besondere 
Gattungen bilinearer Formen, nämlich definite und vor allen Dingen Her- 


1) E. Picard, Sur une elasse de groupes discontinus de substitutions lineaires et 
sur les fonetions de deux variables independantes restant invariables par ces substitutions. 
Acta mathematica Bd. 1, p. 297. 

Ferner: E. Picard, Sur les formes quadratiques ternaires indefinies et sur les fone- 
tions hyperfuchsiennes correspondantes. Acta mathematica Bd. 5, p. 121. 
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mitesche Formen, in sich transformiren. Der dritte Theil schliesslich ist 
der reellen kogredienten Transformation einer reellen quadratischen Form 
gewidmet. Die im zweiten und dritten Theil gefundenen Resultate geben 
neuen und, wie ich glaube, werthvollen Aufschluss über den Trägheits- 
index der Hermiteschen bez. reellen quadratischen Formen. Zwar erscheint 
bei den in dieser Arbeit zur Sprache kommenden Fragen nicht der Träg- 
heitsindex selbst, aber eine aus demselben leicht herleitbare Zahl, welche 
wir „die Charakteristik“ zu benennen uns erlaubten, in neuem Sinne als 


Invariante. 


ie 
Allgemeine bilineare Formen mit konjugirt imaginären Variabeln. 


81. 
Charakter der linearen Substitutionen, welche die Form 
in sich transformiren. 


Im Folgenden bedienen wir uns der von Herrn Frobenius') in die 
Theorie der bilinearen Formen eingeführten Symbolik. Wir werden ferner 
auch von folgender Bezeichnungsweise Gebrauch machen: Ist y irgend eine 
Grösse, so sei unter g stets die konjugirt imaginäre Grösse zu g verstanden. 
Ebenso bezeichnen wir mit A eine bilineare Form oder lineare Substitution, 
welche aus der linearen Form oder linearen Substitution A resultirt, wenn 


man jeden Koefficienten von A durch den konjugirt imaginären ersetzt. 
o—n PN 


Es sei nun S=® N! ss, x« xg eine bilineare Form von nicht ver- 
ei il 


schwindender Determinante, was im Folgenden ausnahmslos vorausgesetzt 
wird; die » Variablenpaare xx, x sollen konjugirt imaginär sein. Wir unter- 
werfen S den zwei linearen Substitutionen: 


AN N B 
Lu = 2 (x Sz} %a — > deax Sn Belle 

| 1 
mit konjugirt imaginären Koeffieienten as, und au,; diese zwei Substitutionen 
sollen S in sich transformiren; dann gilt die symbolische Gleiehung: 

je A' Sa = D. 
Mit dieser Gleichung werden wir uns zu beschäftigen haben; die- 

selbe sagt nieht mehr und nieht weniger aus als: die lineare Substitution 


1) Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ. f. d. r. u. ang. Math. 
Bd. 84, p. 1. Eine kurze Zusammenstellung der Symbolik findet man auch u. a. in des Ver- 
fassers Arbeit: Zur Theorie der linearen Substitutionen. Math. Annalen Bd. 48, p. 97 ff. r 
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A führt mit ihrer konjugirt imaginären Substitution die bilineare Form S 
mit konjugirt imaginären Variablen in sich über. 

Aus der Gleichung I. ergiebt sich sofort: 

12 1.18].141=181.9 

Da nun nach der Voraussetzung |S|=0, so folgt: | 4|.|A| =1. 

| A' | ist die konjugirt imaginäre Grösse zu | A|; infolgedessen er- 
halten wir den Satz: 

Die Determinante einer linearen Substitution, welehe 
mit ihrer konjugirt imaginären Substitution eine bilineare 
Form von nicht verschwindender Determinante mit konjugirt 
imaginären Variabeln in sich überführt, hat den absoluten 
Betrag 1. 

Man kann eine beliebige Grösse vom absoluten Betrage 1: er — 
cosp+ising i=|/—ı) vorgeben, so giebt es auch stets Substitutionen, 
welche S in sieh überführen und .#° zur Determinante haben; denn offenbar 
erfüllt die lineare Substitution: 

pi — pi 


2a — en&a;a—=1;2..n mit ihrer konjugirt imaginären «= en & 
die vorgeschriebenen Bedingungen. 

Wir gehen nun dazu über, den Charakter einer linearen Substitution 
A, welche mit der konjugirt imaginären eine bilineare Form S auf die ge- 
wünschte Art in sich transformirt, näher zu untersuchen. Es ergiebt sich 
folgendes Resultat: 

Damit eine lineare Substitution A mit ihrer konjugirt 
imaginären eine bilineare Form S von nicht verschwindender 
Determinante mit konjugirt imaginären Variablen in sich 
transformire, ist nothwendig u. hinreichend, dass die Elemen- 
tartheiler ihrer charakteristischen Funktion d. h. der Deter- 
minante |—A+o E|,2) wo o einen variablen Parameter bedeutet, 
paarweise von gleichem Grade sind und falls einer derselben 


für eine Grösse d verschwindet, so muss der andere für Null 
5 


1) Unter | P | sei stets die Determinante der bilinearen Form P verstanden. 
a—n re 

2) Unter E sei stets % Xu @« verstanden. 
a—1 
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werden; eine Ausnahme tritt nur für diejenigen Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung ein, welche vom absoluten Be- 
trage 1 sind. 

Der Beweis folgt sofort aus folgendem Satz von Hrn. Frobenius'): 
Damit zwei Substitutionen geeignet sind, eine bilineare Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist notwendig 
und hinreichend, dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen Funetionen 
einander so zugeordnet werden können, dass die entsprechenden von gleichem 
Grade sind und für reeiproke Werthe verschwinden. Nach dem eitirten 
Satz muss also zwischen | oE— 4A | und | og E— 4' | folgender Zusammenhang 
stattfinden: Findet man bei der Zerlegung der charakteristischen Funetion 
von A in Elementartheiler: 

eE—-A|=(0e-—-d”(e — f”?..(e — WM. ., 


= 1 \mı 1 \m; Y 
leE—A Een e) a 


sein. Nun wird aber: 


SO MUSS: 


|eE—4 


= 1 
Daher muss entweder: m = m; d= zu f er 


oder: -, d.h. gg=1 sein. 


Wenn sich umgekehrt die characteristische Funktion von 4: | —A+oE| 
in Elementartheiler: 


(e-a)" (e —_ r % A (e ,)" .. WO gg—=1 ist, 


spalten lässt, so ist dies nach dem Theorem von Herrn Frobenius auch 
hinreichend, dass 4 in Verbindung mit der konjugirt imaginären Substitution 
eine bilineare Form S von nicht verschwindender Determinante mit kon- 
jugirt imaginären Variablen in sich transformirt. 

Die Gesammtheit aller linearen Substitutionen, welche Ss auf die 
angegebene Weise in sich transformiren, bilden eine Gruppe. Sind daher 
P,P,..P. irgend welche lineare Substitutionen, welche s auf die betrachtete 


!) Frobenius, a.a. 0. p. 31. 
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Art in sich überführen, so geschieht dies auch durch: P\% P,.. Pu, wo 
A Ay..Au irgend welche positive oder negative ganze Zahlen sind. Hieraus 
ergiebt sich das T'heorem, welches Herr Fuchs') erst kürzlich in seiner 
interessanten Abhandlung „Ueber eine Klasse linearer Differentialgleich- 
ungen“ ausgesprochen hat, als Specialfall. 


82. 
Darstellung der linearen Substitutionen, welche die Form 
in sich transformiren. 

Wir gehen nun dazu über, die Gesammtheit der Substitutionen, 
welche in Verbindung mit ihren konjugirt imaginären die Form $ in sich 
transformiren, explieit darzustellen. Wir setzen, unter Q, eine ganz beliebige 
Form von nicht verschwindender Determinante verstanden: 

25=0 +%ı 2 T=-A — 
S+T=(Q. S—-T=0;. 
a maß N= Er eseras, 
—= — E+2($ + TS. 
A+E—=2($S+ T)1S. 

Falls die Determinante von Q,— S +7 von Null verschieden ist, 
verschwindet auch die von A + E nicht, da| S|=0. 

Bilden wir nun: 

A re oalEr+ TS) ]s[- 2428485225 
BE IELTS) S(RrTS Dr 
— 2 
r Sr. S5 7) PS - SEE DE 
— (en ee 
ers T-rTs7 Ss, re 
Man erfüllt mithin die Gleichung: 
4'SA= 8; wenn man 7 aus der Gleichung: 
WERT. S. S—0 
wählt. 


1) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie. 9. Juli 1896. p. 763. Theorem 
III. Man sieht aus dem ÖObigen, dass die Einschränkung von Herın Fuchs „wenn überdies 
wenigstens für einen Umlauf die Wurzeln der zugehörigen Fundamentalgleichung von einander 
verschiedene Grössen mit dem Modul 1 sind“ nicht nöthig ist. 


€ 
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Wir erhalten also das Resultat: 

Ist S eine beliebige bilineare Form von nicht verschwin- 
dender Determinante mit konjugirt imaginären Variablen, 
genen 2 der. & le rchung: 

SZ TS 0 
und verschwindet die Determinante von S+ T nicht, so führt: 
A (SE SE ER) 
in Verbindung mit ihrer konjugirt imaginären Substitution 
die Bormöstinssich über) hierbei is# PA Fl = 0 

Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes: 

Jede Substitution A, welche mit ihrer konjugirt ima- 
ginären Substitution eine beliebige bilineare Form S von 
nicht verschwindender Determinante mit konjugirt imagi- 
nären Variablen in sich "transtormirt und für welche 
Ar zi=0ist, lässt sich aufeine einzige Weise in die Rorm: 

AS (Se m, 
bringen;,hierbei genüet 77der2GTeichung: 
TS 7085 0: 

Zum Beweise bedenke man: Bei gegebenem A und S findet man auf 

eindeutige Weise 7 aus der Gleichung: 
A+E=2($S + T)-S$; hieraus folgt: 
S($+N=2(4+B- 
E+STIT=2(A+ EB)! 
T—oasA+Hm 8 
Ts (BR —- A) (&4 4) 


Wenn man 7 derartig gewählt hat, so genügt es der Bedingungs- 
gleichung; denn es wird: i 
T7TSZ=S8S(&#—-A) (&- A)! Ss: — 
TSA—=(E+A)(E—A) 
Nun ist nach der Voraussetzung: 4'SA—$; daher wird: A'= SA 5-1 


E+2(SAS="+ E)- 


1) Vgl. die von Herrn Voss für die kogrediente Transformation einer bilinearen 
Form gegebene Formel und die Herleitung derselben. Voss, Ueber die cogredienten Trans- 
formationen einer bilinearen Form in sich selbst. Abhandlungen der kgl. bayerischen Aka- 
demie der Wiss. II. Cl. XVII. Bd. II. Abth. 1890, p. 71—73. 


Nova Acta 1,XXI. Nr.S. 51 
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TS-1=(E +84-18-)41(2— 841859) 
— E—2(E + SAH 8-1 8471 5-1 
— E-2(848- + B-! 

Mitbinselens erg 0, 

Um nun auch diejenigen linearen T'ransformationen 4 in den Kreis 
unserer Betrachtung zu ziehen, welche S in sich überführen und für welche: 
|A+E| = 0 ist, bedenke man Folgendes: Wenn 4 eine "Transformation ist, 
verschwindet, so hat die charakteristische Funktion 


bei welcher | A+ E 


1 7 
von A:| —A+0oE|neben Wurzeln d und 7 unter den Wurzeln 4 vom ab- 


soluten Betrage 1 auch —1 zur Wurzel. Nun führt aber e=#iA, wo ei — 
eosp+i sing d—/—ı) ist, auch S in sich über, die charakteristische Funktion 


dieser neuen Substitution 4,—e #4 hat nun die Wurzeln d e=#‘; gen 


ep 
wo gg=1ist. Man kann nun offenbar die Grösse y so wählen, dass die 
charakteristische Funktion von 4A, keine Wurzel —1 besitzt; dann ist aber 
4A, in der früher angegebenen Form darstellbar. 

A A= (4 DW —T). 

AS + T)A(S—T). 

Da man in der obigen Formel auch g—=27, wobei x die Ludolphsche 
Zahl ist, setzen kann und dann 22” — ı wird, so ergiebt sich: 

Jede lineare Substitution 4, welehe mit der konjugirt 
imaginären eine Form S$S von nicht verschwindender Deter- 
minante mit konjugirt imaginären Variabeln in sich trans- 
formirt, lässt sich ausnahmslos in die Form: 

A= ef (S + T)1(8— T) 
bringen; hierbei genügt 7 der Gleichung: 


TS TS8-1—0. efi— cos g-+Äising. 


Il. 

Bisher setzten wir von der zu betrachtenden bilinearen Form mit 
konjugirt imaginären Variablen nur voraus, dass ihre Determinante nicht 
verschwindet. Im Folgenden wollen wir zwei besondere Gattungen bilinearer 
Formen mit konjugirt imaginären Variabeln betrachten: 
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a) Definite bilineare Formen. 
39). Hermitesche Formen. 


e=n B=n 


Eine jede bilineare Form S=: > 


e—1 pl 
Werthe der entsprechenden Variabeln nur verschwinden kann, wenn die 


880,29, die für konjugirt komplexe 


Variablen sämmtlich Null sind, heisst eine definite Form. Unter einer 
Hermiteschen Form verstehen wir eine bilineare Form S, in welcher 
Sa und 53. Konjugirt komplexe Grössen bedeuten und mithin s.. reell ist. 
Diese Formen sind von Herın Hermite im Journal f. d. r. u. ang. Math. 
Bd. 47, p. 345 sowie Bd. 52, p. 39 und Bd. 55. p. 185 gelegentlich zahlen- 
theoretischer und algebraischer Fragen in die Wissenschaft eingeführt worden. 


Definite bilineare Formen. 


ur 


Wir beweisen folgenden Satz: 
Wenn eine lineare Substitution 4: 


La = 5 Ger 5% 
21 

eine definite Form mit konjugirt imaginären Variablen in 
sich überführt, so hat die charakteristische Funktion | gE—A]| 
lauter einfache Elementartheiler; diese verschwinden aus- 
schliesslich für Werthe vom absoluten Betrage ll. 

Zum Beweise bedenken wir Folgendes: 

Wenn die Gleichung: | oE— A | —=0 eine Wurzel o, hat, so giebt es 
ein Werthsystem: 5" 5" ....5,®, dessen Elemente nicht sämmtlich Null 
sind, und welches den Gleichungen: 


SID). AN = (1) nl) 
0 5 = 2 5, a—=li2..n, 


genügt. Durch Vertauschung von ; mit —i geht dieses Gleichungssystem, 
wenn &«”, og, die konjugirt imaginären Werthe zu &.”und e, sind, in: 
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me el) e 
01 Sa er) 1: 2...M, 


über. Ersetzen wir nun in der Identität: 


_ 0o=n Ben ae—n PN 


Su OR OEe> DER) 
OO SaBs 5 = =& = Sypßı Sa 0, 58 


a=1 B= a=ıi Bl 
auf der rechten Seite 0, &.” und o, 50 dureh ihre Werthe aus den oberen 
Gleichungen und bedenken, dass 4 in Verbindung mit der konjugirt ima- 
ginären Substitution die Form S in sich transformirt, so wird: 


Nach Voraussetzung ist S eine definite Form; da nun nicht sämmtliche 5.” 
Null sein können, so ist: 
Se) 

Infolgedessen wird 0, 0, = 1; d. h. jede Wurzel der charakteristischen 
Gleichung hat den absoluten Betrag 1.') 

Um die Einfachheit der Elementartheiler zu zeigen, brauchen wir 
zunächst einen Hülfssatz. Derselbe lautet: 

Wenn eine lineare Substitution mit ihrer konjugirt 
imaginären eine bilineare Form in sich transformirt, so 
transformirt jede ähnliche Substitution mit ihrer konjugirt 
imaginären eine aequivalente Form. 

Sei die Substitution A der Substitution N ähnlich, so ist hierzu noth- 
wendig und hinreichend, dass die Elementartheiler der charakteristischen 
Funktionen der zwei Substitutionen übereinstimmen. Dann giebt es stets 
eine Substitution ? von nicht verschwindender Determinante, dass: 
N=P-14P wird. (Vgl. Frobenius, Journ. f. d.r. u. ang. Math. Bd. 84, p. 21). 

Wenn nun: 

A'SA=S ist, so wird: 
NElPISP)N— P'SP. 
P'SP geht aus der Form s durch Anwendung der Substitution P und der 


1) Die obige Beweismethode ist eine Nachbildung der von Weierstrass in den 
Berliner Monatsberichten vom Jahre 1879, p. 430 angewandten, um die Realität der Wurzeln 
der Gleichung |o P—Q | = 0 zu zeigen, wo P eine definite, Q eine beliebige quadratische 
Form mit reellen Koeffieienten sind. 
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konjugirt imaginären P auf die Variablen von S hervor; zwei Formen, 
welche in dem geschilderten Verhältnisse stehen, sollen, wenn die Sub- 
stitutionsdeterminante von Null verschieden ist, aequivalent heissen. 
Bei dieser Aequivalenz ist auch die allgemein an Aequivalenzen zu stellende 
Bedingung, dass wenn zwei Formen einer dritten aequivalent sind, sie unter 
einander aequivalent sind, erfüllt. ') 

Wenden wir uns nun wieder zu dem zu beweisenden "T’heoreme. 
Wir benützen beim Beweise eine von Herrn ©. Jordan in seinem Traite 
des substitutions gegebene Normalform für lineare Substitutionen; diese 
Normalform wird uns auch im Folgenden stets die wesentlichsten Dienste 
leisten. 

Man kann jede lineare Substitution: 


ZN 
eN Sr 
Lu = Age 3 

il 


Ele 


deren charakteristische Gleichung: 


0—4y |; —Ayı .- — Ang 

—49 0—4y.. —Ay3 

I — ag 3 OZEASFE NT FTUng 
—An On» - O— Ann 


die Elementartheiler (g—0,)” @—e1)”. .(e—0)" (0—0,)"‘... besitzt, durch Ein- 
führung von neuen Variablen, welche passend gewählte Linearformen der 
alten sind, in folgende Normalform N bringen: 


En eher) --- 9 Et Em). 
N Mao a Lime 0\ 5; 0, (82 + Sn ner 01 (Em mei). 
Yı War Yo 75 tm) --- 9 Met Na): 


y Y" ER Yını 02 7"; 0 (n"a + 71) Be: 0 (m"n« + N"n—1)- 


Man sieht, dass die neuen Variablen z, y...sich in Klassen theilen, welche 


1) Vgl. Frobenius a. a. O. p. 19 sowie Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 
Bd. 95, p. 265. 

2) C. Jordan, Traite des substitutions. Paris 1870. Livre II, Chapitre II, S5 et$ 6. 

Vgl. ferner C. Jordan, Sur les transformations d’une forme quadratique en elle-m&me. 
Journal de Math6matiques par Liouville. 1888. p. 349. 

Ueber diese: Jordansche Normalform siehe auch: E. Netto, Zur Theorie der linearen 
Substitutionen. . Acta mathematica. Bd. 17, p. 265. 
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den verschiedenen Wurzeln von |oE—4A|—=0 entsprechen. Es giebt nun 
stets eine Form P von nicht verschwindender Determinante, dass: N— P-14P 
wird. N führt eine zu S aequivalente Form, nämlich P‘sP, in sich über; 
ist aber S definit, so trifft dies offenbar auch für jede aequivalente Form, 
also auch für P'SP, zu. Es möge nun P'SP—R gesetzt sein, wobei: 


4 gm ,AMlu) 2) =(M) vv wird 
In = 23/22 Yahzu Dad Tau SEID. 2. 5 


Betrachten wir nun den Koeffieienten von z'._ı z'„. in R, unter der 
Annahme »'>1, vor und nach der Transformation durch N. 

Wir können in N, da R definit ist, 9, og —= 1 annehmen. Vor der 
Transformation ist der Koefficient von z',._, =‘, durch #,®®,., nach _der- 


selben durch: #,2,% + r%®% gegeben. Soll nun R durch X und die kon- 


Jugirt imaginäre Substitution in sich übergehen, so muss offenbar 9 9 —=0 
sein. Wenn dies aber der Fall ist, so kann R annullirt werden, indem 
man in R alle Variablen bis auf #‘,, und die konjugirt imaginäre Grösse 
©, Null setzt und der Variablen #,, einen ganz beliebigen Werth beilegt. 
Dies aber widerspricht der T'hatsache, dass R definit ist. Mithin kann m‘ 
nicht > 1 sein; es ist also »'—=1. Genau ebenso ist mit den anderen 
Elementartheilerexponenten zu verfahren; hiermit ist die Einfachheit der 
Elementartheiler gezeigt. 

Wenn S=Frrs,; 2, 3 reelle Koefficienten 5,3 hat, so genügt, damit 
S definit sei, dass die quadratische Form II s,3 4. a, wo die Grössen H,, 
43 reelle Variablen sind, definit sei. Für diese Formengattung hat mit Be- 
schränkung auf reelle kogrediente Transformationen Herr Voss!) das obige 
Theorem auf ganz anderem Wege bewiesen. Für die reelle kogrediente 
Transformation einer definiten quadratischen Form findet man diesen Satz 
schon in einer Arbeit von Herrn Stiekelberger?’) auf elegante Art 
wohl zum ersten Male vollständig abgeleitet. Für definite Hermitesche 
Formen findet man unseren Satz in einer Arbeit von Herm Frobenius?) 


)aVel-SViossga2a.0'2p: 37: 

?) L. Stiekelberger, Ueber reelle orthogonale Substitutionen. 1877. Programm- 
abhandlung des Züricher Polytechnieum. 

Einen anderen Beweis siehe bei: Frobenius, a.a. ©. p. 52, 53. 

>) Frobenius, Ueber die prineipale Transformation der Thetafunetionen, Journ. f. 
d.r. u. ang. Math. Bd. 95, p. 267 sowie p. 283. 
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„Ueber die prineipale Transformation der T'hetafunctionen.“ Nach Erscheinen 
meiner Note in den Comptes rendus der Pariser Akademie vom 20. Juli 1896, 
in welcher ich auch den Satz u. a. ausgesprochen habe, hatte Herr Fro- 
benius gelegentlich eines Schreibens vom 30. Juli 1896 die Freundlichkeit, 
meine Aufmerksamkeit auf diese seine Arbeit zu lenken; dieselbe war mir 
damals sogar dem "Titel nach unbekannt. Der hier gegebene Beweis des 
allgemeinen Satzes scheint mir wegen seines einfachen Charakters dem von 
den Herren Frobenius und im Anschluss hieran von Voss für die Speecial- 
fälle gegebenen vielleicht den Vorzug zu verdienen. 

Wir sind im Vorstehenden auf Gleichungen geführt worden, welche 
nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1. besitzen. Inbezug auf derartige 
Gleichungen hat Kroneeker') einen bemerkenswerthen Satz ausgesprochen: 
Die Wurzeln einer ganzzahligen Gleichung, in welcher der Koeffieient der 
höchsten Potenz 1 ist, müssen, falls sie alle den absoluten Betrag 1 besitzen, 
Einheitswurzeln sein. 

Dieser Satz lässt sich auf folgende Art verallgemeinern: 

Die Wurzeln einer Gleichung, in welcher der Koeffi- 
eient der höchsten Potenz 1 ist und alle anderen Koeffici- 


enten ganze komplexe Zahlen des Bereiches: (l1;;y/D) oder 


| sind, wobei D eine positive ganze Zahl ist, die 


im zweiten Fall der Bedingung D=3 (mod 4) unterworfen ist, 
müssen, falls sie alle vom absoluten Betragel sind, sämmt- 
lich Einheitswurzeln sein. 

Man kann den Beweis in genau analoger Weise wie Kronecker 
führen; man kann sich aber auch beim Beweis des erweiterten Satzes auf 
das Kroneckersche T’heorem stützen und dann, wie folgt, argumentiren. Es 
sei f(e)—=0 die vorgelegte Gleichung, bei welcher der Koefficient der 
höchsten Potenz 1 und die anderen Koefficienten ganze Zahlen eines ima- 


ginären quadratischen Körpers seien; die Koeffieienten sind dann von der 


Form: s+tiyD oder s+ — 2 wenn D=3 (mod. 4) ist; hierbei sind 


1) Kronecker, Zwei Sätze über Gleichungen mit ganzzahligen Koefficienten. Journ. 
f. d.r. u. ang. Math. Bd. 53, p. 173. 
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s und + beliebige reelle ganze Zahlen, D eine bestimmte positive ganze 
Zahl; i—y—ı. Vertauscht man nun in / (eg) jeden Koeffieienten mit dem 
konjugirt imaginären, so entsteht eine Gleichung: / (0) — 0: die Wurzeln der 
neuen Gleichung sind konjugjrt imaginär zu denen von f(e)—0 und haben 
mithin auch den absoluten Betrag 1. Die Koeffieienten der neuen Gleichung 
sind offenbar ganze Zahlen desselben imaginären quadratischen Körpers, 
dem diejenigen von f(e)—0 angehören. Bilden wir nun f(e) f (0. Diese 
Gleichung hat ersichtlich nur reelle Koefficienten. Da nun Summe, Diffe- 
renz und Produkt ganzer Zahlen eines Körpers wieder ganze Zahlen des 
Körpers sind, so stellt f(e) f (00 eine ganzzahlige Gleichung dar, der 
Koeffieient des höchsten Gliedes ist 1; ferner sind auch alle Wurzeln der 
Gleiehung vom absoluten Betrage 1. Mithin hat nach dem Kroneckerschen 
Satz die Gleichung fe) f(d—0 nur Einheitswurzeln; daher verschwinden 
auch die Faktoren nur für Einheitswurzeln. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Infolgedessen kann man folgendes 'T'heorem aussprechen: 

Wenn eine lineare Substitution mit Koeffieienten, 
welche ganze Zahlen eines imaginären quadratischen Kör- 
pers sind, in Verbindung mit der konjugirt imaginären 
Substitution eine definite bilineare Form in sich überführt, 
so Ist sie periodısch.') 

Der Beweis beruht darauf, dass die charakteristische Funktion der 
Substitution nur einfache Elementartheiler hat, welche ausnahmslos für 
Einheitswurzeln verschwinden. Dies ist aber nothwendig und hinreichend, 
dass eine Substitution periodisch ist.*) 

Ehe wir diesen $ schliessen, geben wir noch folgendes 'Theorem, 
das eine unmittelbare Folge des p. 11 aufgestellten Satzes ist: 

Sind A, und A, zwei beliebige lineare Substitutionen, 
welche in Verbindung mit ihren konjugirt imaginären Sub- 


1) Vgl. E. Picard, a.a. O. Acta math. Bd. 1, p. 300. Es werden dort Hermitesche 
definite Formen von 3 Variablenpaaren betrachtet; hierbei werden die Koeffiecienten der Her- 
miteschen Form der Bedingung unterworfen auch nur ganze Zahlen eines imaginären quad- 
ratischen Körpers zu sein. Der Körper wird dann zu (1;i) oder (1; e), wo e eine primitive 
dritte Einheitswurzel ist, specialisirt. 

2) Frobenius, Journ. f.d.r. u. ang. Math. Bd. 84, p. 16 sowie Lipschitz, Acta 
math. tome X. 
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stitutionen ein- und dieselbe definitebilineare Form in sich 
transformiren, so hat die Determinante der Formenschaar 
eA—4, nur einfache Elementartheiler, welche für Werthe 
e vom absoluten Betrage 1 verschwinden. 


s4 
Darstellung der linearen Substitutionen, welche eine Hermitesche 
Form in sich transformiren. 

Eine Hermitesche Form s ist durch die symbolische Gleichung: 
S'’— ceharakterisirt. Wir nehmen im Folgenden, wie bisher stets, an, dass 
die Determinante der Hermiteschen Form S nicht verschwindet. Aus der 
Bedingungsgleichung: 

u 
ergiebt sich dann für S — S$': 
N) 
T——T". 

Jede Substitution 4, welche mit ihrer konjugirt ima- 
ginären Substitution eine Hermitesche Form S von nicht 
verschwindender Determinante in sich transformirt, lässt 
Such, ing dites oem: 

A=efi(S + T)1(S—T) 
bringen; hierbei ist 7=-=T.,) 

Die obige Formel veranlasst uns, eine weitere Gattung bilinearer 
Formen mit konjugirt imaginären Variablen neben den Hermiteschen Formen 
einzuführen, nämlich diejenigen bilinearen Formen: 


für welche: S' ——S ist. Die Koeffieienten einer derartigen bilinearen Form 
müssen den Bedingungen 5.3 = — sg, und daher s.. rein imaginär genügen. 


Diese Formen lassen sich sofort auf Hermitesche zurückführen. Setzt man 
L=iS, so wird ’—L und Z ist eine Hermitesche Form. Formen s, für 


1) Inbezug auf die kogrediente Transformation einer quadratischen Form vergl. die 
Formel von Herrn Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 84, p. 37. 
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welche S'——S ist, mögen beigeordnete Hermitesche Formen heissen. 
7 ist in der obigen Formel eine solche beigeordnete Hermitesche Form. 
Die Form T kann in der Bedingungsgleichung: 
Se es =! 

nur dann eine beigeordnete Hermitesche Form oder eine 
Hermitesche Form selbst von nicht verschwindender Deter- 
minante sein, wenn $S selbst eine Hermitesche oder eine bei- 
geordnete Hermitesche Form ist.) 

Wenn 7'— +7 ist, so folgt unter der obigen Voraussetzung: 

S und mithin: 

Wir bemerken noch, wenn S eine beigeordnete Hermitesche Form 

ist, so wird sie durch: 

A—ei (ST (SD, 
wo T'—T, also eine Hermitesche Form ist, in Verbindung mit der kon- 
jugirt imaginären Substitution in sich transformirt. 

Nach Angabe der Gesammtheit aller 'T'rransformationen, welche in 
Verbindung mit ihren konjugirt imaginären eine Hermitesche Form von 
nicht verschwindender Determinante in sich überführen, will ich eine An- 
wendung der gewonnenen Formel auf endliche lineare Gruppen 
geben. An anderer Stelle’) habe ich gezeigt, dass man ausgehend von 
dem Problem der Transformation einer positiven definiten Hermiteschen 
Form in sich zu jeder endlichen Gruppe linearer Substitutionen gelangen 


kann. Nun ist jede positive definite Form aequivalent mit der Form 
et 

E=—= 2,2%. (Vgl. Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 95, p. 266). 
e—=1 ° 


Aequivalente Formen werden durch ähnliche Substitutionen in sich trans- 
formirt. Man kann daher zu jeder endlichen Gruppe eine isomorphe endliche 
Gruppe linearer Substitutionen finden, welche EZ in sich überführt. Da 
isomorphe endliche Gruppen nicht als wesentlich verschieden gelten, er- 
halten wir das Resultat: 


!) Inbezug auf einen analogen Satz bei der kogredienten Transformation der quad- 
ratischen resp. alternirenden Formen vgl. Voss a.a. 0. p. 82. 
2) Alf. Loewy, Comptes rendus der Pariser Akademie vom 20. Juli 1896. 
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Die Gesammtheit der linearen Substitutionen einer 
jeden endlichen Gruppe istin der Form: 


ef (E+T)(E+T) 
darstellbar; hierbei ist E=Xa,@, und T eine beigeordnete 
Hermitesche Ror:m, ni= m 


Trägheitsindex und Charakteristik der Hermiteschen Formen. 


Transformirt man eine Hermitesche Form S durch eine lineare 
Substitution: 
zn 
a a an (ee 
A 


in Verbindung mit der konjugirt imaginären: 


vn 


rn, BOESEETRBE zus 9 , 
ei. In el 
= 


wobei die Substitutionsdeterminante von Null verschieden sei, in eine Form 
der neuen Variablen, so ist diese zu S aequivalente Form auch eine Her- 
mitesche Form. Man kann im besonderen S in die folgende aequivalente 
Normalform transformiren: 


e«.=qg ei) a—n Er 
} SITE SUSE 
G=2> Sa 5 Te SS 

Bl e—g-+1 


In diese Normalform kann S auf unendlich viele Arten übergeführt 
werden. Wie dies aber auch ausgeführt wird, so hat y doch denselben 
unveränderlichen Werth. Die Zahl y heisst der Trägheitsindex der 
Hermiteschen Form S. Damit zwei Hermitesche Formen von nicht ver- 
schwindender Determinante aequivalent sind, ist nothwendig und hinreichend, 
dass sie denselben Trägheitsindex besitzen‘). In den folgenden Betrach- 
tungen wird nicht die Zahl 7, sondern die kleinere der zwei Zahlen 4 und 
n—gq eine wesentliche Rolle spielen. Die kleinere der zwei Zahlen „ und 


»—g sei mit g‘ bezeichnet. Wegen ihrer fundamentalen Wichtigkeit sei es 


I) Vgl. Hermite, Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 52, p. 40 sowie Frobenius, Journ. 
f. d. u. ang. Math. Bd. 95, p. 265. 
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gestattet, der Zahl z’ den Namen Charakteristik der Hermiteschen Form 


o | OR ke - 
beizulegen. 7 | ee; Andere Definitionen der Charakteristik einer Her- 


miteschen Form von nicht verschwindender Determinante werden sich aus 
dem Folgenden ergeben. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Fundamentalsatz: 

Für jede lineare Substitution A, welche mit ihrer kon- 
jugirt imaginären eine Hermitesche Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik g‘ in sich 
überführt, findet die wichtige Ungleichheit: 


4>s+2E(5) 


statt. 2s ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Ele- 
mentartheiler der charakteristischen Funktion der linearen 
Substitution A, welehe für Grössen, die nicht vom absoluten 
Betrage 1 sind, verschwinden. „ durchläuft die Exponenten 
sämmtlicher Elementartheiler der charakteristischen Funktion 
der Substitution A, welche für Grössen vom absoluten Betrage 


: ] i . s 
l verschwinden. 2(5) bedeutet die grösste in n enthaltene 


ganze Zahl. 


Es sei 4 eine lineare Substitution, welche in Verbindung mit der 
konjugirt imaginären eine Hermitesche Form S von nicht verschwindender 
Determinante in sich transformirt. Es mögen nun: 

| ee 1 


d d. un d —uerr ee = 
2 en qı 


sämmtliche verschiedene Wurzeln der charakteristischen Gleichung|-A+gE]|=0, 
welche nieht vom absoluten Betrage 1 sind, vorstellen, hingegen seien 
gı 9. 9; sämmtliche verschiedene Wurzeln der charakteristischen Gleichung, 
welche den absoluten Betrag 1 haben. Es seien: 


m’ m’ m’! mio) n' 
(e-4) (e-4) (e-4) er (e-4 ) (e-@) 


1) Die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementartheiler der charakteristischen 
Funktion der linearen Substitution A, welche für die Grössen, welche nicht den absoluten 
Betrag 1 haben, verschwinden, muss nach dem Satz auf pag. 6 eine gerade Zahl = 25 sein. 
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( 1 ) ( 1 S ( 1 ie ( 1 Bi ( 1 \ 
a Dee Ze; ZRH 


“u 


(e—g)P (o—g)P" (o—g,)P . (og )P” (p—9)” . 


sämmtliche Elementartheiler der zu 4 gehörigen charakteristischen Funk- 
tion: | —A+oE|. Es giebt dann stets eine Form P von nicht verschwin- 
dender Determinante, dass: N—P"AP wird, wo N die ©. Jordan’sche 
Normalform ist. Die Variablen theilen sich, wie wir sahen, bei dieser 
Normalform N in Klassen, welche den verschiedenen Wurzeln von |oE—A | —0 
entsprechen. Es sei nun N auf folgende Art zerlegt: 


N=N+N,+..+N+N,+Nn+-.N,; 


hierbei entspreche N, den zwei Wurzeln d, 57 > und allen zu ihnen gehörigen 
dı 


> . er 1 : e . 
Elementartheilern, ebenso N, den zwei Wurzeln Gr u. s. w. schliesslich X] 


da 


Fe 1 e r ze 
den zwei Wurzeln er N, entspreche der Wurzel 9, und allen für 9, ver- 
[4 


schwindenden Elementartheilern u. s. w., schliesslich entspreche N,, der 
Wurzel 9, und deren sämmtlichen Elementartheilern. N, wird dann von der 
Form folgender Substitution sein: 


%' %' Buune Km d, Sı d, ($,‘ Ar Se) rer d, (s‘ m‘ Tür Sr): 
a L,. 3: DR, d, S,“ d, (Sr +5 ‘= U) Em d, ar Se )k 
u na... 2 d, go leere lea): 

‘ ‘ 4 a Be ( 4 + m! 23 n' + 4‘ 
Yı' % Yin = ee a en): 

dı 1 dı 

[TEE] “ a u EN [2 4 EE. 4 + n"' 
NY Yo. Um m Mm tm)... amt Nm) 
5 dı dı dı 

(0) (0) (0) BE (jet 7 + y) a PAD) EI 79. ) 
Yı Y2 “nn Y (0) d 71 N 2 1ı ) Bee dı ( 1,m0) In) _ı n 

1 


Analoge Bildungen ergeben sich für N;; N, .. N. 
Hingegen wird N, die Form haben: 


a 2 9, S Ch ( er ) ee 9, ( 4> Fe! 
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Zi Be 'E ar 9, EM 9, (NL =i ) N 9, (SB Ga 
a. A AT HAFE).:. Hort eu): 
Analoge Bildungen ergeben sich für Ns) Na... Ay, Wenn 4 m 


Verbindung mit der konjugirt imaginären Substitution eine Hermitesche 
Form $ in sieh transformirt, so führt N in Verbindung mit seiner konjugirt 
imaginären Substitution eine zu S aequivalente Hermitesche Form in sich 
über: diese sei mit 77 bezeichnet; da nach der Annahme die Determinante 
von S nieht verschwindet, so ist auch die Determinante der Form 4 von 
Null verschieden. M und S haben als aequivalente Formen denselben 
Trägheitsindex. Bei allen den Trägheitsindex von S betreffenden Fragen 
kann daher die Form 4 in Gemeinschaft mit N die Hermitesche Form S 
in Verbindung mit 4 vertreten. 4 ist nun in der nämlichen Weise wie N 
zerlegbar; denn zwei charakteristische Funktionen: | —N; +eE | und 
|—N'r + gE | haben, wenn = r ist, keine reciproken Wurzeln‘); hierbei sind 
für o und z alle Werthe ı,2..7; [1]; [2])..j] zu setzen. Daher wird 


BE m H, 4. HH He 


Da die Determinante von Y von Null verschieden ist, so trifft dies auch 
für die Determinanten von 4; H,;.., Hy; Hai: .- H,,, also jedes Theiles 
von H, zu. 

Wir beschäftigen uns nun mit dem Trägheitsindex und der Charak- 
teristik von 4. Wir betrachten zunächst die Formen H,, H,.. H, und unter 
diesen Hermiteschen Formen von nicht verschwindender Determinante die 
erste H4,; die anderen Formen dieser Art sind ebenso wie FH, zu behan- 
deln. Es ist klar, dass H, keine Glieder der Form «* x“ und keine Glieder 
der Form y* y“ enthält. 4, besitzt nur Glieder „* y“ und #* y“. Mithin 
wird 4, durch einen Ausdruck: 


So ; x N =! u) u 
ES ARE ES u ! SSR TEEN: { 4 { 
Zr 0, 8 dar Yu Fr FF nF 3 dan za Hin 
ee u tu Anl u tu 
(A oe — 0; 30: 2.\07,97. = 1; 2... m; ee 2 m“) 


n 5 FE a! 5 5 5 PUR ir 
gegeben werden. Hierbei werden b,; ,. und b En „. Konjugirt imaginäre Grössen 


!) Vgl. Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 84, p’33 und p. 36. Mittelst 
der eitirten Stelle ergiebt sich sofort die Zerlegbarkeit von H. 
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sein. Setzt man nun: 


a > a ET, 
tr 2) — x: Da u Yu? 
7 um! # f 


wobei ; die imaginäre Einheit ist, so findet man durch Vertauschung von 
; mit —;: 


u u 


ee) 
RE BESTEN! . 
= Mmaaz b ta ya Yu? 


TE li 
hierbei sind die Variablen Ya und we konjugirt imaginär. Da die Determi- 
nante von H, von Null verschieden ist, wird auch die Determinante obiger 
Transformation nieht verschwinden. Diese Transformation führt daher X, 
in eine aequivalente Form, nämlich in: 
iD 8 a; vi ia YA); i—yı 
A yh A ya)? 

über. Da die Determinante von H, von Null verschieden ist, so muss auch 
die Determinante dieser Form ungleich Null sein, und es darf daher keine 
Variable fehlen; daher hat die angeschriebene Form ersichtlich 2 (m' + m" + 
m“ +... m”) Variablenpaare; der Trägheitsindex der Form') ist gleich 
m’ + m“ +..+ m”, d.h. gleich der Summe der Exponenten aller derjenigen 
Elementartheiler, welche für die Wurzel a, verschwinden. #, als aequi- 
valente Form besitzt denselben 'Trägheitsindex. Der Trägheitsindex von 
H, ist gleich der Summe der Exponenten aller zu d, gehörigen Elementar- 
theiler u. s. w. geht es bis X} fort. Die Hermitesche Form 4, + H, +..+ 4, 
hat infolgedessen den Trägheitsindex s, wenn s die Summe der Exponenten 
aller zu d, d,.. dı gehörigen Elementartheiler bedeutet; die Anzahl Variablen- 
paare dieser Form ist 2 s. Der Trägheitsindex von # ist gleich der Summe 
der Trägheitsindices der Theile; derselbe ist mithin gleich der Zahl s ver- 
mehrt um die Summe der Trägheitsindices der Formen H,,; Ha;.. H,,. Für 
die Charakteristik von H folgt, sie ist 2. 

Wenden wir uns nun zu den T'heilen H.,,; H,).. #,,. Wir betrachten 
von diesen nur die erste Form H,,, da sich die anderen ebenso behandeln 
lassen. Wir werden einerseits der Uebersichtlichkeit wegen, andererseits 


1) Wegen des Trägheitsindex einer derartigen Form vgl. Frobenius, Journ. f. d. r. 
u. ang. Math. Bd. 95, p. 266. 
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um uns im Folgenden hierauf zu stützen, zunächst den speciellen Fall an- 
nehmen, dass zur Wurzel 9, ein einziger Elementartheiler (e —9,)” gehört. 


ER. - 1 

H,, wird dann von der Form % > ec, z', 2; sein, hierbei sind + und cy- 
li 

konjugirt imaginäre Grössen. Betrachten wir nun den Koeffieienten von 


z', 2‘, vor und nach der Transformation durch N]: derselbe ist vor der 


Transformation c,„; nach derselben wird er den Werth &p: + %11;p: haben. 
Damit eine Transformation in sich stattfinden soll, muss also %44;7— 0 
sein; hierbei nimmt » alle Werthe 1:2..p»‘—-ı an. Betrachten wir jetzt den 
Koeffieienten von z', z', 
selbe ist vor der Transformation €,„_ı; nach derselben ist er um 


‚_, vor und nach der Transformation durch N; der- 


pt 41; p— + %41;p‘ 
gewachsen. Nun ist, wie wir sahen, 4; = für r=2;3..p' und infolge- 


dessen a fortiori: 41, —® für r—=2;3..p—l. 
Damit also eine Transformation in sich erzielt werde, muss 
ip — 0 sein, für r— 233.91. 
Um zu zeigen, dass allgemein: 

4; pa — 9 für r=0+1;50+2..p —1 
wird, wo 6 jeden Werth von 0; 1;..p‘— ı haben kann, benütze ich den in- 
duktiven Weg. Angenommen es sei bewiesen, dass 

41; ps = 0 firrr=60+1;60+2..p9—1 
wird, wobei s die Werthe 0:1;:2.. bis zu einem gewissen Werthe 5 hin 
annehmen kann, so gilt dieses Resultat auch noch für 6—5 + 1. Betrachten 
wir den Koefficienten von z‘, zudem, derselbe ist vor der Transformation 
C,;p—0—1; nach derselben ist er um: 

+1; p-0—1 Hr %;p'—6 + +1; p'—o 
gewachsen. Nun ist: %; ps = r=6+2;0+3..p—l. 
oO 

und a fortiori: -%+1; ps =; für dieselben Werthe des 6 und rv. 
Damit nun eine Transformation in sich stattfinde, muss also 

+1; po — I fürr=0+2;60+3..9—1 

GO, 12 

sein, d.h. aber es wird auch: 

+1; pe = 0 fürr=0o+1;0+2..pP—1 

c=b-+tl. 
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Es ist also gezeigt, dass allgemein: 
Gi; pa — 0m n—o 15 07-.2..n°—T, 
wobei 0 alle Werthe 0; 1; 2..9°—1 annimmt. 


Wir haben nun im Folgenden zwei Fälle zu unterscheiden, je nach- 
dem der Elementartheilerexponent p‘ gerade oder ungerade ist. 


a) p' sei eine gerade Zahl = 2 f“. 
Infolge der verschwindenden Koefticienten kann man 4,, auf fol- 
sende Art anordnen: 


ll Ft U Zu 24 Zu 4 Bi 4 ji 
(lt ra le Fette) 


ZN = nl = I & 5 n 

# “, (Ey 2, =: 93 25 er en 2',[Üf) SIE 2, (O2 2, 7 O3 25 Ar ses 2 {M) ae 
BRUT EN gl 24 \ = a 4 ei 

a: Ra (633 23 +6,42, oe 3, p— 2? 5) art 3 (633 28 Zt Cyz #4 et: Cu; 3 ? 2) Sr 
=) =) 74 = A „4 zi 

= 3 r (&r 2 r ats Cr “r+l an Er ac er 2x Be) Te z » (rn 2 r I ne r+1 tb; si: ar 


f 
ur en pe 
A) A =1 \ Ei 2 er 
Zap (Cr 2 pi + Eypir1 © sr ı) +2 fi (Ey pr Dog + 6, pı?® 3). 


Da die Determinante von H,, von Null verschieden ist, wird keines 
der Glieder" c, 1, 0,1. 0, rer Null. PWirktassenenunstdie 
Glieder in 4, zusammen; zu dem Zwecke setze man: 


ı Dr — (rr Bir + Cr; r+1 er SF Cr; r+2 Zr+2 Ebner Er; wert en 
wo i—=y/-—1l, r—=1;2..f‘ ist; durch Vertauschung von ; mit —; erhält 
man: —i Ar = Ger ar a Cnrı tr | ale +2; r 2,42 et ve ET: r ee Die Vari- 
4‘ 4 4‘ 


ablenpaare 21‘, 21‘, 22‘, 22°, - . 2‘, 2, behalte man unverändert bei. Hierdurch 
geht H,, in eine neue Form, nämlich: 


(& Zi er Zi) Hille! aa Z)H+t... +ilea Ze — 2 Zi.) 


über. Da die Determinante von 4, von Null verschieden ist, so muss es 
auch die Determinante dieser Form sein; diese Form ist mit H,, aequivalent 
und es darf in ihr kein Variablenpaar fehlen. Sie besitzt offenbar 2 f 
Variablenpaare und den Trägheitsindex wie die Charakteristik f‘. 
#) Wir nehmen nun: p?—=27"+1 an: also H,, enthalte eine ungerade 
Anzahl von Variablenpaaren; 4, nimmt jetzt die Form an: 
21 (eu 21 #+6n 22 + 08% + .. Cip‘ 2) + 21 (ei 21 + Cs 22 + 051 25 + .. Cr 2) # 
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„4 Pr a = 3 m „4 4 
= (a2 #2 2 ur 3; 3 IatzE Das 7 : 0. 1 2-1) + 22 (E23 22° An O2 23 Sr Oyp?4 Ki: 152 2) 5 


5 au ER en A Si a D 
+ 2,(635 23 I 0424 er Gz,p—a ? r 5) +2, (E33 25 + O3? +.. Ca; 3 2’ ._3) + 


er = Ei Zi =) EL „4 
Sr z Ale “r a €; r+l iS r+1l TE Zr Yan L= 1) Ar er (Cor Sur ar Per rl or DE Ir 
5 n 4 \ 
= Gr+1; r an) st 


u 21 7 : = Si ee ı f 
u (Gr IF L TE Gyr +1 7 41 als Gy p+2 ° f+2) +2 er (rip fr ai rr @yrı nn Cr +2;f' 242) Ss 


Hierbei kann wieder keines der Glieder £,.,5 &&p_13 °*** Gr par+ı"®° 
-£ayı;yı Verschwinden. Wir fassen nun die Glieder in 4, zusammen. 


Zu dem Zwecke setze man genau wie oben: 


a ee 
i=yV—1; r=1;2..f, und behalte z', #',---2', 2',.,, bei; dann geht 4, in 
eine neue Form: 

2‘ a — 2. ZA) ti(e, BIN —2,' ASS as Ir (2, Zu: — 2, Z'.) + 
+ Saas ypı Ar Fo 
über. Da die Determinante von Een von Null ee ist, so muss es 
auch die Determinante dieser neuen Hermiteschen Form sein; diese Form 
ist mit H,, aequivalent und es darf in ihr daher kein Variablenpaar fehlen. 
Sie besitzt 2 ‘+1 Variablenpaare und den Trägheitsindex /" oder +1. 
Diese Unbestimmtheit des Trägheitsindex ist eine nothwendige; denn ebenso 
wie N, in Verbindung mit der konjugirt imaginären Substitution N, die 
Hermitesche Form 4, in sich überführt, transformirt diese Substitution auch 
—H,,, in sich; die Trägheitsindices dieser zwei Formen ergeben als Summe 
2f'+1. Jedenfalls ist der Trägheitsindex von 4, gleich f‘ oder +1; 


& ee a . » „“ 
die Charakteristik von 4, hat den festen Werth /=E (2) 

Gehen wir nun zum allgemeinen Fall über. Der Wurzel 9, ent- 
sprechen die Elementartheiler: 9) (e—g)P".. . (0 —9,)P". 


H,,, wird dann von der Form: 


SITFRNEESN ae: w" 


7 = u m rt pl "ru 
ll Blls2 rer 2 a a 
IRA DER a W—1;2..9°) 
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Q > A Zm .. . 
Ausgehend von einem Gliede >, Eu zeigt man, genau wie oben, dass 


7 7 - ® 2 r ne n r 
arı zu —() sein muss: hierbei haben # und «# alle möglichen Werthe; »* 


nimmt die Werthe 1, 2...9*—1 an. Ebenso wird wie früher das Ver- 
. 4 u se Se 2 - . 
schwinden von: €, 1 ,«_, für beliebige 4 und „, wenn #—=2;3..9°—1 ist, 


gezeigt. Desgleichen weist man durch Induktion nach, da der Koefficient 


u u 


ie s : n ; 
Von 2,2. vor der Transformation c , ist und nach derselben um: 
vr "pu—_o—1 rrpH—o—1 


A u se Er } u 


v7 +1 p4—0—1 vr p4—o u Re p4—o 


gewachsen ist, dass: 


L u ee ORT: r 
ı _—=0 für beliebige 4 und «, wenn: 


ee 
+ p 5 


6—0;1;2..9%<1; r—60+ 1;6+ Be 


Alle Glieder bei denen die Summe der unteren In- 


un 
ee) 
dices ++ 1% > als die kleinere der zwei Zahlen »*+2 oder p“ +2 
ist, verschwinden mithin. 

Ordnen wir nun H,,, indem wir auf verschwindende Koeffieienten 


Rücksicht nehmen. 4,, wird von folgender Form: 


A— er HUN DE ZU Rp - 

Se 5 Au Zu SEI jur „u + 

1 ul tu—1 te gi 1 Io ta—1 u BR 2 
I—w =u W—pU—1 , Au uw l—ne—T n 

zu Si „hr "> Fr ku zu 5 E% 4 = BE ‚uk Be 1 
1 2 ul UI 2tu zu 31 ul tu—9 u 
1=u ,„ vw t—pU—2 Ei: i=u _, uw t—pU—2 

ie Bas DE DE a en. 
a ru an 
2—=w, uw {pH -1 ,, )—=u_, uw t!—p4—r 1, , 

um _ ru Zu > ES u) „u 
= a Bez gu” gu Y fun tu 

zul A—ie en — er b & 


ll m, 


Wir nehmen nun an, die Exponenten der zu 9, gehörigen Elementar- 
theiler seien in aufsteigender Ordnung angeordnet; dies ist ja stets mög- 
lich. Es sei also etwa: 


a1 p“ p“ SE ps; pH >yp; p® Sn ee >pHl. 
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a) Wir nehmen zunächst an, die ersten s Elementartheilerexponenten, 
welche unter eimander gleich sind, seien gleich einer geraden Zahl 2 f“. 
p=p"=p"—=..—p'—=2f' Unter dieser Voraussetzung wird man H,, in 


folgende Form setzen können: 


1, vu t—pU 7, 8, len 
[2 E Ju Zu a u) u 
> >> >S $ Se S2) >> f > 
Se a 
= u—1l u—ı A—1 | 
i—s „ u=wtil—pl | 7 SH Wale DER 
2 = a = uA U 
+2322,2 > Burn > 5 Bar 
—] "uml ug 2iu gi Jill Tl Milz wu dt 
ee —wtl—pl—r. > TE, , 
iR je: er zur te ZB r+1 Er u ar — =, Dt t = r+1 ur u 
one Er. tur Tem 
= u=1l HuU—y A—1 u=l tur 


i=s u=w/ , R 2 2 AS 
SR IH ZU A u u el u) u u) u 
+ 3 z, x (. Re EHE IE x (. A 5 N ) 
=1 Tui NT f! Fe a il Fu \ ff f elf Far! 
+ R 


Was nun den Rest A betrifft, so zerlegt sich derselbe in zwei 
Theile: R=R, + R.. 


Fl = r. za Au zu | > = a [= ze 2 „u a 
ee lat ) 9 eg 
)=w „ u=wtil—p!—| , = . uw Inu] J 
2 3 2. . S S P DR u =# ne S 3: . S s’ gr 7 2 u Bt 
A=s+1 2 Val 49) ai de )—s-4-1 2 Bell rn WEIT IR 
—w —w HU—pU_—_I ’—w . u—wtl—pt— 
m = @ ? t 5 -p SR zu = = FE F PE——2 BZ, gi ei 
ı—=s-H1 3 mern at di )—s-1 3 u=1 ug te di 
® u en. za . pt —r +1 on nu a er =) eu ee we „a j\ „u % 
—_ 17 — —_ - —_ - Ei — U 
A—=sI1 7 ul ur rt di —s41 F u—l u. ad 1 
” Au 2 Zr eg! ai! A u Zu es = u a „Aa A EL 
3=s41 F ul zupı Tod ie Ist Fuzi up tief! ie 
4 tu—f ! tR=f 
R, wird von folgender Form sein: 
—. PT] — u! ’=w =w —pnUuU_—_f 
aa zu 21, el N 


DENE > > 2 E En > EICE 
—=s+1 FH u=s+i t—f'1 ei =s+1 Frl aussi t—f1 tafi +1 de 
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eu ). Ze ol! ). Nm m u = Pr en u , 7 
ar 2, = = e N = 4 = = Er 2° 
I—=s-+1 f'+2 u—=Ss+1 u—f!ı9 fr2ie die i—s+1 Fr? u=s+H M—f'5 Ei 
at m—fi+2 mtl —f42 
i—w ’ u—w pe —f'—r+ 1 FB SEE = = En Dal r+1 7 u 
+ > SIE WS 3 ea e> 4 = >> CZ 
I=s+1 ftr u=s-+1 t—f' tr Farnlz Ur )—=s-+1 lan, u—s+1 tu—f'+r if tr WE 


Ich bemerke noch ausdrücklich, dass Z, keine Veränderliche 2” wo 
R 


3—1,2..s ist, enthält; denn die Koeffieienten derartiger Glieder, die ihrer 
Bildung nach, indem der untere Index »>f+1 wäre, zu 2, gehören 
würden, verschwinden. Hingegen verschwinden bei festen Werthen des 4 


; = = ku B or 
und » niemals alle Koefficienten a \ gleichzeitig, falls „ alle Werthe 
1;2... annimmt; denn die Determinante von H,,, ist von Null verschieden. 


Setzt man nun: 


a en U_pU_y. 
ga BU H SD r+1 a ’ 
ee > 33 Be er el 
he „te ru 


wo ; die imaginäre Einheit ist, so geht der erste Theil von 4,,, in die Form: 


1=S Be AN 8 Wen )=S ae En 7 
> (a 7: wh z) + 3 ie ag 2.) I. % (« De z) + 
A—1 1 1 1 1 A— : E : = £ 5 & 


über. Diese Form besitzt 25—p'+p“+.. +9p° Variablenpaare; da die 
Determinante von H,,, nicht verschwindet, so kann auch kein Variablenpaar 
fehlen. Der Trägheitsindex wie die Charakteristik dieser mit dem ersten 
Theile von 4, aequivalenten Hermiteschen Form ist gleich 


‚a_gp[P p“ ps 
5 ae) +E() In EG) 


Wir haben nun A zu behandeln. Zu diesem Zwecke setzen wir 
zunächst: 
at sie EZ en! A u o—Zu 


t u _ 


ul tu. 


C Ne en Or 
yti ru 
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Hierdurch geht £, über in: 


i—u RE Er J=w EUBEFERR. J—w cp Er 
= (a 75 2.) TR (42-3 z*) en (2 Zr=E: zZ.) =... 
)—=s+1 )=s+1 i 2 2 i 20; 


ı—u A 
“5 (7, 2,- 7,2.) 
—s+1 TER Ta T 


Was nun die weitere Behandlung von AR betrifft, so ist auf die 
Beschaffenheit der folgenden Elementartheilerexponenten ps+!, ps+2,, pt", 
je nachdem dieselben gerade oder ungerade Zahlen sind, Rücksicht zu 
nehmen. Bei geraden Elementartheilerexponenten ist genau nach der 
obigen Methode, bei ungeraden nach der unter 3%) angewandten zu ver- 
fahren. Die aus H,, auf diese Weise hergeleitete Hermitesche Form 
setzt sich aus derartigen kanonischen Formen zusammen, wie wir sie mit 
dem ersten Theile von H,, als aequivalent gefunden haben, oder wie wir 
sie bei ungeraden Elementartheilerexponenten unter 3) erzielen werden. Diese 
kanonischen Formen haben keine Variablen gemein und daher ist die aus 
H,,, hergeleitete Hermitesche Form in Theile, welche den Komplexen gleicher 
zur Wurzel g, gehöriger Elementartheilerexponenten entsprechen, zerlegbar. 
Die aus H,, abgeleitete Form hat p‘ + p“ +... p“ verschiedene Variablenpaare; 
von diesen darf keines fehlen; denn die Determinante von H,, ist von Null 
verschieden. Die aus H,, abgeleitete Form ist mit H,, aequivalent; beide 
Formen haben daher denselben Trägheitsindex und a fortiori dieselbe Charakte- 
ristik. Wir werden nun unter 3) sehen, dass die Charakteristik der unter 8) 
gefundenen Formen, falls » — p"— .— p°— einer ungeraden Zahl ist, durch 

p p“ DE\. ; [ 
denselben Ausdruck E 3) tr eB (5) an 19 &) wie oben gegeben ist. Nun 
ist die Charakteristik einer zerlegbaren Hermiteschen Form > als die Summe 
der Charakteristiken der Theile. Mithin wird die Charakteristik der mit H,, 


aequivalenten Form und daher von 4, selbst >E (er Din Mer: ie B 
1 \ 2 2 


2 


3) Wir nehmen nun an, die ersten s Elementarthejlerexponenten, welche 
die kleinsten seien, mögen "= p"—=p“—=..— p° = 2f + ı, also gleich einer 
ungeraden Zahl, sein. Unter dieser Voraussetzung kann man H,, in folgende 
Form setzen: 


[31] 


MB 
DS 
Enz 


Zil 


,„ (Zu tU—pK 
2 5% 
1 


_ 


u—1l u—i 


It 


AS 
> 


u—w t—pH—1 
Ss 2#"5 Sa 2 
il 


-H 


5) 


2 


u=1 fu_—9 


A—S , ZW le 
ES 2 hd >N EN: 


_ 


=] 7 u=1 u. 


el Bil tu—f! 


u—=S 
v 


A, - 
1 M -p1 Kl 


7 2 n 


Was nun den Rest R betrifft, 


und A. R=R + 


)—=w 
S 


P 


=s+1 1 ul 


2 u—w Hp 
ze SS N 


E 


2 pP 


tt—1 


. uw tl—pl— 
= t S pe—1 


)=s+1 2 u=1l u—Y 


A=W 
S. 


I—=w 
IE 


)—s-+1 


_ _ 


“ul tu 


i=w 


N A 


i—=s+1 Zu Fail tu—f! 


)\=w 
x 


7 


2 


R, wird von fo 


i—=w 
= 4 ) 


A=s+1 Pr2u=s+1 fu—fır9 


HU—W 
S 


a 


—W 


U—pu—f' 
3: NS 


4 


A 


I—=s+1 Ir u—Ss-+1 ta—f'4r 


uw 
> 
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) ft „x 
- 
pe 


=, Keuwtt—pl—f'+1 
SH TS 


BEN: 
PH + 


, zu pr 1 
SS y 
Sl 


uw t!—pk—f' 1 
SS 


J=s+1 ar! VE ta—f'+1 
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u). 
tu] 


s_, Lew M=pik 
+ Se 
el 1 ler 


— in FU— mU__ 
ee Me Air ee 
3 = 


67 
tu 1 tu 


4 


u) 
{ Zah 


ar > zZ 
VDE 


+ 


1 2 ul u—y 


,„ uw {—p#—r 1 
alle S = p An mh 


_ 


+ 
T ul guy fuy gu 


t u 


2, 
jraeil 


4 


‘ 


DS 2 u 


= cC A 
ui a f+1 ie 


3 
+1 
so zerlegt sich derselbe in zwei Theile 
R, 
u 


Au iu 
A = 
ln 


I—w 


en ET: 
= _, MW tk—pt 


N Di 
_ _ 


I—=s-+1 lu tu—1 TKAEEETEE 


u). u 
i al 


+ 


i—W 


RN 
, BU a 1 
S L 


„A u = u x x 


tu” zu 


MER W 


zZ 
pa 


_ 


= 2 Ze 
i=s+1 2 u—l 4u—9 iu? 


= 


= uw t—p"—r+1 
Y 


Au zu = Ss 


dt ZN 
2 0% 
rt tu 


tu r 


[7 e 


A—s- 1 u Zur 


A 
x 


)—s-H1 


[2 


—N U—mu fl 
en MR bag 


Ti Ri tu—f' trf‘ 


h 
tu 1 


I—w 
zer 
S 2 


)=s+1 f+1 u—1 ta—f'+1 


u HH —pU—f! u 
Dy Dy 


u 
tie 


u AR 


} z 
f+ite 


"ru 


lgender Form sein: 


2 ) Z w 


er 2 > 2 5 > 
fr2te de I—=S-H1 F+2u=s+1 ta—f'+2 


WW TU =; zu zn Ve u ) u 


[4 z 
ga +2 "u “ 


-- 1 r i—w FE = tu—HU—_P — F 
Far r Y 1 zZ u > z ). «SE ® H f r+1 c uk 2 u 
Hi a nt =s+1 ftr u—s+1 ta—f'+r tefitr de 
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Ich bemerke noch ausdrücklich, dass £, kein Glied mit 2, wo 


=1,2..s ist, enthält, da die Koeffieienten derartiger Glieder, die ihrer 
Bildung nach etwa zu R, gehören würden, verschwinden. Ferner mache ich 
darauf aufmerksam, dass ich in den beiden letzten Summanden des ersten 
Theiles von 4,, und auch nur in diesen die Summe aller a von 1..s nicht 
bis „ nehme; dies kann geschehen, denn alle Glieder mit den Variablen: 


n ) - 4 

” 2 . 
pH ® pr 

girten treten in A, auf. Hierzu füge ich noch die beiläufige Angabe, dass 


wo u=s+1l,s+2..0;2=1,2..s und die zu diesen konju- 


; 2 2 2 S r 
bei festen Werthen des 2 und ,, niemals alle Koeffieienten © wenn 


u 
r p!—r-H1? 
„ alle Werthe 1,2... annimmt, gleichzeitig verschwinden; denn die Deter- 
minante von 4, ist von Null verschieden. Setzt man nun: 
uw =p!—r+1 A 


> ee a ae as 


Y u= 1 en Y tu tu 


wo ; die imaginäre Einheit ist, so geht der erste Theil von 4, in die Form: 


A—s es = „ DS 1.9 er a i=8 u = 
S (#252) DS (22-2,2) a (42-22) er 
= e 


ef! 1 1 2. 2 2 2 il Da: a: 
RE > - Me u—$ ) K— 
le = AR e { Sl en 
.+ = i(e,2,— 2,2.) + SE I Fey pi pa 
4 Ti fa fi f Fe rf+ il TE r Sr f Es 
he = A BE ” 2 ” 


2 = cC zZ 
1 FHa=ı FHf+H FH 


über. Diese Form besitzt 25” +s—=p'+p“+..+p° Variablenpaare; da 
die Determinante von H,,, nicht verschwindet, so kann auch kein Variablen- 
paar fehlen. Der Trägheitsindex der Form ist gleich oder grösser als s f, 


4 u ms 
d.h.>E & +E 5) +..E &) Die Charakteristik dieser mit dem ersten 


4 


Theil von 4,,, aequivalenten Form ist ebenfalls > E 5) + 2(&) u ER) 


Wir haben noch £ zu behandeln. Zu diesem Zweck setzen wir zZUu- 


nächst: 
=: HU —nlM__r 
u—W t =p! r+1 r} u m 


ru tu 


zZ 


% K—ierue 


[33] Ueber bilineare Formen mit konjugirt imaginären Variabeln. 409 


Hierdurch geht R, über in: 
I=w = I=w 


3, (22.2) 3 (AZ-32)+.- 3 (A Z-82)+.. 
aa 2.2 + \r r 


u KH (ed } 2) au — i( u ). 
ENTER: DEN BE Zi 
Die aufgeschriebenen Variablenpaare treten sämmtlich thatsächlich 
auf; dies beruht darauf, dass die Determinante von H,, nicht verschwindet. 
Was nun die weitere Behandlung von R betrifft, so ist auf die Beschaffenheit 
der folgenden Elementartheiler, wie wir es schon in «) erwähnten, zu achten. 


Wir können als Resultat unserer Betrachtung Folgendes angeben: 
Sowohl der Trägheitsindex wie die Charakteristik von H,, ist gleich oder 


 /m' (2 ‚(ps ‘ps+1 3 } R 
grösser als £ 3) hr ER) Se a &) + Er 7 ) are 0/2 &) Den genau 


analogen Ausdruck findet man für H,,.. 4. 

Die Charakteristik von # ist gleich oder grösser als die der Theile, 
in welche 77 zerlegt wurde. Mithin wird g, wenn y‘ die Charakteristik von 

£ F a NEE: 3 e i 

H bedeutet, durch die Ungleichheit >s + xE(5) fixirt; hierbei durchläuft 
h alle Elementartheilerexponenten, welche zu sämmtlichen verschiedenen 
Wurzeln 9, 9,.. 9, vom absoluten Betrage 1 der charakteristischen Gleichung 
gehören. Da zwei aequivalente Hermitesche Formen denselben Trägheits- 
index und infolgedessen dieselbe Charakteristik haben, so trifft dies auch 
für die zwei Formen S und 4 zu. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


S 6. 

Folgerungen aus der fundamentalen Ungleichung. 

Aus der obigen Ungleichung ergeben sich einige wichtige Folgerungen: 

a) Die charakteristische Gleichung einer linearen Sub- 
stitution, welche mit ihrer konjugirt imaginären eine Hermi- 
tesche Form von nicht verschwindender Determinante mit der 
Charakteristik g’ in sich überführt, kann nicht mehr als 29 
Wurzeln, welche nicht vom absoluten Betrage 1 sind, besitzen; 
sie muss also wenigstens „—2g‘ Wurzeln vom absoluten Betrage 


Nova Acta LXXI, Nr. 8. 54 
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1 besitzen:hatdiecharakteristische Gleichung nürn—2g' Wurzeln 
vom absoluten Betrage 1, so haben .diese Wurzeln einfache Ele- 
mentartheiler. 

b) Die charakteristische Gleichung einer linearen Sub- 
stitution, welche mit ihrer konjugirt imaginären eine Hermi- 
tesche Form von nicht verschwindender Determinante mit der 
Charakteristik Yin sich überführt, kann höchstens g’ Elementar- 
theilerhaben, dienicht einfach sind. Hat die charakteristische 
Gleichung genau y Elementartheiler, welche nicht einfach sind, 
so sind diese zwei- oder dreifach. Hat die charakteristische 
Funktion genau y' dreifache Elementartheiler, so verschwindet 
sie überhaupt nur für Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 

c) Die eharakteristische Gleichung einer linearen Sub- 
stitution, welehe in Verbindung mit ihrer konjugirt imaginären 
eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante 
mit der Charakteristik Yin sieh überführt, muss, falls die Zahl 
der Variablenpaare „ der Form > 3g' ist, wenigstens n—3gq' ein- 
fache Elementartheiler haben. Besitzt die charakteristische 
Gleiehung genau n—3g einfache Elementartheiler, so besitzt 
sie nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 

Für Hermitesche Formen mit der Charakteristik g—0, d. h. für 
definite Hermitesche Formen, ergiebt sich aus jedem dieser 3 T'heoreme als 
unmittelbare Consequenz und als Specialfall der wichtige schon oben (p. 14) 
zur Sprache gebrachte Satz. 

Wegen der Einfachheit will ich noch die verschiedenen Fälle auf- 
zählen, welche nach den obigen Sätzen die charakteristische Gleichung einer 
linearen Substitution, welche in Gemeinschaft mit ihrer konjugirt imaginären 
eine Hermitesche Form mit der Charakteristik 1 in sich überführt, 
aufweisen kann. Die charakteristische Gleichung besitzt entweder: 

1) » einfache Elementartheiler, welche sich auf „ Wurzeln vom ab- 
soluten Betrage 1 oder auf „—2 Wurzeln vom absoluten Betrage 1 und 


er 1 E 
zwei Wurzeln d, und 7, welehe nicht den absoluten Betrag 1 haben, ver- 
dı 


theilen oder: 
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2) n Wurzeln vom absoluten Betrage 1, welche zu n—2 einfachen 
und einem zweifachen oder zu »„—3 einfachen und einem dreifachen Ele- 
mentartheiler gehören. 

Man kann von den in diesem $ gefundenen Sätzen wichtige An- 
wendungen auf die von Herrn Fuchs in der eitirten Arbeit charakterisirte 
Klasse linearer homogener Differentialgleichungen machen. Ich erwähne 
hiervon nur das Folgende: 

Es sei eine lineare homogene Differentialgleichung „ter 
Ordnung mit eindeutigen Koefficienten gegeben. Wenn es eine 
von einem Fundamentalsystem von Integralen dieser Differential- 
gleichung: , w,..«, und deren konjugirt imaginären Werthen 
a, (0, 4m gebildete definite Hermitesche Form giebt, welche 
dureh die beliebigen Umläufen um sämmtliche singuläre Punkte 
der Differentialgleichung entsprechenden linearen Substitu- 
tionen der Integrale u, 1,.. und deren konjugirt imaginäre 
Substitutionen ungeändert bleibt, und wennzwischen den Grössen 
4, a, keine lineare homogene Relation mit konstanten Koeffi- 
cienten statt hat, so giebt es für jeden singulären Punkt „ ver- 
schiedene Integrale der Differentialgleichung, welche ein so- 
genanntes kanonisches Fuchs’sches Fundamentalsystem bilden 
und sich beim Umlauf um den betreffenden singulären Punkt 
bis auf multiplikative Konstante vom absoluten Betrage 1 repro- 
dueiren. 

Es gilt das weitere 'T'heorem: 

Wenn eseine voneinem FundamentalsystemvonIntegralen 
1; fa, . . weinerlinearen homogenen Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Koefficienten und deren konjugirtimaginären Werthen 
ls Hay» » 4, gebildete Hermitesche Form von nicht verschwindender 
Determinante mit der Charakteristik g‘ giebt, welche durch die 
beliebigen Umläufen um alle singuläre Punkte der Differential- 
gleichung entsprechenden linearen Substitutionen der Integrale 
4 4»... und deren konjugirt imaginäre Substitutionen unge- 
ändert bleibt, und wenn zwischen den Grössen a,..„,keine lineare 
homogene Relation mit konstanten Koefficienten statt hat, so 
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giebt es für jeden singulären Punkt wenigstens »— 2g' ver- 
schiedene Integrale der Differentialgleichung, welche einem 
sogenannten kanonischen Fuchs’schen Fundamentalsystem, in 
Hamburgersche Untergruppen zerlegt, angehören und die sich 
beim Umlauf um den betreffenden singulären Punkt bis auf 
multiplicative Konstante reprodueiren. Ein derartiges System 
enthält also im Maximum 2y‘ Integrale, welche mit Logarithmen 


behaftet sind.) 


S 1. 
Existenzsätze bei linearen Substitutionen, die mit ihren konjugirt 
imaginären eine Hermitesche Form nicht verschwindender 
Determinante in sich überführen. 

Bisher gingen wir von einer Hermiteschen Form Ss von nicht ver- 
schwindender Determinante aus und nahmen die Existenz von linearen Sub- 
stitutionen A, welche mit ihren konjugirt imaginären die Form S in sich 
überführen, an. Wir wollen nun folgendes Existenztheorem darthun: 

Jede lineare Substitution 4A, deren charakteristische 
Function die als nothwendig und hinreichend erkannten Be- 
dingungen erfüllt, damit A mit der konjugirt imaginären Sub- 
stitution eine bilineare Form mit konjugirt imaginären Vari- 
ablen von nicht verschwindender Determinantein sieh überführt, 
transformirt mit ihrer konjugirt imaginären Substitution auch 
eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich. 

Sei die von der Substitution A in Gemeinschaft mit der konjugirt 
imaginären Substitution 4 in sieh übergeführte bilineare Form mit konjugirt 
imaginären Variablen von nicht verschwindender Determinante mit B be- 
zeichnet, so wird: ABA — B, infolgedessen ergiebt sich IB’ A — B'. Wenn 


daher o einen variablen Parameter bedeutet, so transformirt 4 in Verbindung 


!) Bezüglich der Begriffe „kanonisches Fuchs’sches Fundamentalsystem, zerlegt in 
Hamburgersehe Untergruppen“, vgl. man L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, Bd. I, p. 134. A.a. 0. werden Differentialgleichungen mit eindeutigen 
Koeffieienten betrachtet. 
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mit der konjugirt imaginären Substitution die ganze Formenschaar: B+oB' 
in sich. Für o—1ı erhält man eine Hermitesche, für 9 —ı eine bei- 
geordnete Hermitesche Form. Mit dieser letzteren wird gleichzeitig die 
Hermitesche Form: ; (B— BY), woi= y — 1, in sich tranformirt. Die Deter- 
minanten der zwei so gefundenen Hermiteschen Formen können nun möglicher 


Weise verschwinden. 


Um zu zeigen, dass A in Verbindung mit 4 eine Hermitesche Form 
von nicht verschwindender Determinante in sich überführt, schlagen wir 
folgenden Weg ein. Wir wenden genau dieselben Bezeichnungen wie im 
$ 5 an; wir hatten dort nur vorausgesetzt, dass 4 in Verbindung mit A eine 
Hermitesche Form S von nicht verschwindender Determinante in sich über- 
führt; jetzt wollen wir ausgehend von 4 die Existenz von S nachweisen. 
Man kann nun 4 in die nämliche Jordan’sche Normalform N wie im $5 
transformiren. Wir weisen nun nach, dass N in Verbindung mit der kon- 
Jugirt imaginären Substitution N eine Hermitesche Form #7 von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich überführt; dann führt 4 in Verbindung 
mit A eine aequivalente Hermitesche Form, deren Determinante also auch 
nicht verschwindet, in sich über. Damit wäre der Satz bewiesen. 

N zerlegt sich wie wir früher (p. 21) sahen, in folgende Bestandtheile: 
N—-N+N,+..+N + N,tNat-- N, Wir zeigen nun, dass den .in- 
zelnen T'heilen von N Hermitesche Formen von nicht verschwindender 
Determinante entsprechen. 

Diejenige Hermitesche Form, welche X, entspricht, war unter der 
Voraussetzung ihrer Existenz mit 4, bezeichnet; dieselbe war dann aequi- 


valent mit. 


BSR EAN (vol 98 
i le > (a Y, Lı Y, | ı (vgl. p. 25). 

Diese zu 4, aequivalente Forn würde sich durch eine zu N, ähn- 
liche und die zu dieser ähnlichen konjugirt imaginäre Substitution in sich 
transformiren lassen. Bei dieser Transformation in sich würden sich die 


). t q A = 2 2. 6 er 
x , entsprechend den Substitutionen der Normalform transformiren; für 
A 


Y , nehmen wir an, diese Grössen substituiren sich durch gewisse lineare 
a 
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Transformationen der neuen Variablen 9,,. Für diese Substitution setzen 


= 


: 20; 
wir nun an: Vi == 


1 ee 
; £,; wobei die K; lineare, unbekannte, noch zu be- 
! 1 


stimmende Funktionen der I; sind. Durch die vorzunehmende Substitution 


geht unsere Form in: 


\ ip 4 { 
über; hierbei ist zu beachten, dass S, 9 ist, 


Unsere Form soll eine Substitution in sich erleiden; es muss zu 
diesem Zwecke unser Ausdruck identisch mit: 


sein; hieraus ergiebt sich aber: 
2 i n = Z 
— DArE »,; — K, +X,,, rei%2,ım*—1. 


m’ ” 


Mithin wird: K* _y*_x 


rt rk a | 


Wir finden daher: 


eK 2a 
m+ mi? m+—1 mtr—1 mt? 
ER rd Be nA 
2 er ecke SF 8) We 
m+—2 m+—2 m*—1 m* 
K R — ) 2 39) 4 +) 2 ee (— 1)m? - y+ J) 2, 
% up Tr +1 a Fk) 


Infolgedessen substituiren sich die Yı auf folgende Art: 


en a 
m’ dı "m#’ m+—1 dı\ " m’—1 un 


a Ua a ee) 
la at aa He; 


hierbei wird 2—=..u...0.7 —1:2.. m’. 


Y 
> 
- 
So 
= 
> 
{ 
> 


Diese Substitution Y hat aber die Elementartheiler 


7) ae 1\m“ a ai 
ran) ala) 
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: = E LH: Re a“ 

also genau dieselben Elementartheiler wie die Substitution der y, in N. 
Die gefundene Substitution der Y,% führt nun in Verbindung mit der Sub- 
stitution der ©, gemeinsam mit den konjugirt imaginären Substitutionen 


eine Hermitesche Form von nieht verschwindender Determinante, nämlich: 
ME A 
Sa a; . D .. . .. D Q 
! e 2 Er *) in sich über; diese Form hat den Trägheitsindex 
Ar” 
wie die Charakteristik: m’ + m“ +..m®. Da N, zu der gefundenen Substi- 
tution ähnlich ist, so transformirt es gemeinsam mit der konjugirt imaginären 
eine aequivalente Form in sich; diese ist also eine Hermitesche Form H, von 
nieht verschwindender Determinante mit der Charakteristik m‘ + m“ + ..+ m”. 
Die von der Substitution N, gemeinsam mit der konjugirt N, in sich 
übergeführte Hermitesche Form 77, kann leicht direkt angegeben werden; 
ich füge dies noch bei. Zu dem Zwecke setze man: 


= yl= ). AN ) a! ) 
ea le 2 m’—r#\ , UN, Fr 
r} a Sr 1 Ya a2 2 A + 

y A rel a) u 2 es mi—r 4 7 mi—r) Rn ). SON 
| \ en j 1 Dr. ar 2 rn 


A. Er; De! Me, 
© er mF—ı m*—r" m+— rt? —1 m r+—s-+| 
Hierbei ist: ( 3 ) = \ a ) ( Em ) S.0 ) 


N, und die konjugirt imaginäre Substitution führen die Hermitesche Form 
H, von nicht verschwindender Determinante: 


Ss, 2/4 mi—A\, 4 m’—1\ ,, * 
Se U: Y a 
N) | = (nr FE ( 1 _, 2 ( 2 nn = ) 


ZA N) ma_s\ — A 
[Ar 2 Y - 
je Ne ag ( 1 Yes 5 ( ) ea 
ni 2 m#—3 Z mA—3\,, 4 
u 2 JR Y, 
3 ve ( 1 ee > \ 3 Wr, ; 


a nesichküiber 
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Ebenso kann man 4, H, H,.. finden.') 


Wir gehen nun zu N, über und wollen die Existenz einer zu X, 
gehörigen Hermiteschen Form H,,, von nicht verschwindender Determinante 
zeigen. Zu diesem Zwecke kann man sich die Substitution X,,, in kleinere 
Theile zerlegt denken, so dass ein jeder Theil von X, einem einzigen Ele- 
mentartheiler entspricht; diese Theile von X,, haben, wie die Normalform 
lehrt, keine Variablen gemein. Hat man daher für jeden Theil von X, 
die Existenz einer Hermiteschen Form von nicht verschwindender Deter- 
minante gezeigt, so hat man hiermit auch einen Existenzbeweis für H,, 
geführt. Wir bezeichnen nun den Theil von X, welcher dem einzigen 
Elementartheiler (g— g,)?° entspricht mit 7; wir kommen hiermit auf den 
pag. 24 betrachteten Specialfall, dass zu X, nur ein einziger Elementar- 
theiler gehört. Wir haben wieder zwei Annahmen zu machen: 

a) Da: 

Die von M.,, in sieh übergeführte Form ist nach pag. 25 unter der 
Voraussetzung ihrer Existenz, falls ihre Determinante nicht verschwindet, 
aequivalent mit: 


i (2, 2, 2, ZZ) Hille, 2, — 2, ZU) +. lei Zip — eipı Zip), 

Diese Form würde sich durch eine zu 47, ähnliche und die zu dieser 
ähnlichen konjugirt imaginäre Substitution in sich transformiren lassen. Bei 
(dieser Transformation in sich würden sich die 2%, für #—1; 2..f, ent- 
sprechend den Substitutionen der Normalform transformiren; für Z%, 
"—1;2..f, nehmen wir an, diese Grössen substituiren sich durch gewisse 
lineare Transformationen der neuen Variablen 3%; »"—1: 2 2 Kurenıe 
Substitutionen setzen wir an: 

Zug T'y; für "—=1;2..ff—1. 
ZI Tr 

Hierbei sind die 7‘. noch zu bestimmende, unbekannte, lineare 
Funktionen der 3‘. Durch die vorzunehmende Substitution geht unsere 
Form in: 


') Bei der Aufstellung von , hat uns die schon eitirte Arbeit von Herrn €. Jordan 
im Journal de Math@matiques die wesentlichsten Dienste geleistet. (a. a O., p. 355.) 
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N N [er + Sn)! HrRS: — (2 -+ N) Tr, + 0 (Sf Ir Sp) (Ty: En %r) 
a) 
über; für &, ist Null zu nehmen. Unsere Form soll eine Transformation 


in sich erleiden; zu diesem Zweck muss unser Ausdruck identisch mit: 


r—f' _ = = \ 
PIE, BL 8) 


sein; hieraus ergiebt sich: 
3 — Pe + near: r—=1;2..f2. 
By = Te + T'y + Sy 
By Typn 
Mithin finden wir: 
DZ aruuTpı = Bpı m (Ip Ben): 
a ee 
Daher substituiren sich die Z',. auf folgende Art: 
Zug, 8,8% + |; la... 
Zip =, (3 + Sp). 
Nehmen wir hierzu noch: 
ug (it Se), = 2..f, wo S,—O0 ist, 
so hat diese Substitution offenbar dieselbe charakteristische Funktion mit 
dem einzigen Elementartheiler: (o—)P —(e — gı)?F wie M.. Die angegebene 
Substitution führt nun gemeinsam mit der konjugirt imaginären eine Her- 


mitesehe Form von nicht verschwindender Determinante, nämlich: 


2 EZ ..) 


Y Y 


vom Trägheitsindex wie der Charakteristik / in sich über. Hiermit ist 
gezeigt, dass für »—2f‘ die ähnliche Substitution M7,,, mit ihrer konjugirt 
imaginären eine Hermitesche Form von nieht verschwindender Determinante 
in sich überführt. 

p) Es sei f=2f' +1. 

Die von M,, in sich übergeführte Form ist unter der Voraussetzung 
ihrer Existenz und unter der Annahme, dass ihre Determinante nicht ver- 
schwindet, nach pag. 26 aequivalent mit: 


a 
o. 


Nova Acta LXXI. Nr.8. 
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za o zı za D D) =) 
a en 


wo fu; pri reell ist. Die angeschriebene Hermitesche Form ist nun 


offenbar aequivalent mit: 


hierbei sind Zr +1 und Z'- 2 ı ein neues Paar konjugirt imaginärer Vari- 
ablen; « hat den Werth + 1 oder — 1, je nachdem ep +1; 7-1 eine positive 
oder negative reelle Grüsse ist; der Faktor 2 wurde nur wegen der be- 
quemeren Formeln beigefügt. Die zuletzt abgeleitete Hermitesche Form 
würde sich nun durch eine zu M,, ähnliche und die zu dieser ähnlichen 
Substitution konjugirt imagimäre in sich transformiren lassen. Bei dieser 
Transformation in sich werden sich die 2%, für "—=1;2..f, entsprechend 
den Substitutionen der Normalform transformiren; für die Z,. nehmen wir 
an, sie substituiren sich durch lineare Transformationen der neuen Variablen 
Su, r=1;2..f+1. Für diese Substitution setzen wir an: 


A 91; u eildes 
Zr — 9, (Tyzı + Sp). 


Hierbei sind die 7%“ noch zu bestimmende, lineare, unbekannte Funktionen 
der 3%. Durch die vorzunehmende Substitution geht unsere Form in: 
| Sr Se) . T'. = (Sr Ir 1) . T.| % 

+22 + Per) Spt Tore). 


über, wo &,—0 zu setzen ist. Unsere Form soll eine Transformation in sich 


erleiden; zu diesem Zweck muss unser Ausdruck identisch mit: 


Mil 


E (3 En Br) + 2e Bro ach 
sein; hieraus ergiebt sich: 
Toy = Bfrr1. 
T'y. = 3% Lei By — &i Sr 
Te By —Bp + 2eißert eii 
TB at Br ae 
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Daher substituiren sich die Z‘. auf folgende Art: 
Zy —q 3% = Br ir Bra nz Keen (3% FAZE pri —ei 7] 
are —il: 
Zn (&p — 2 ei Br —ei&p), 
Ze = 9 pr + Sp). 
Nehmen wir hierzu noch: 
ey let So); P=l2..f; wo &,—=0 ist, 
so hat diese Substitution offenbar auch dieselbe charakteristische Funktion 
mit dem einzigen Elementartheiler (oe — g,)2f F!=(g —g,)P' wie M,,. Die an- 
gegebene Substitution führt nun gemeinsam mit der konjugirt imaginären 
Substitution eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante 
in sich über: der Trägheitsindex der Hermiteschen Form kann entweder 
— f‘ oder +1 gewählt werden; die Charakteristik hat stets den festen 


Werth f. Hiermit ist nun gezeigt, dass für »—2 f'+ ı die ähnliche Sub- 
stitution J7,. mit ihrer konjugirt imaginären eine Hermitesche Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik /* in sich über- 
führt. Der Trägheitsindex dieser Form kann beliebig — f oder +1 ge- 
wählt werden. Da man alle anderen Theile von X, ebenso und in gleicher 
Weise N, N... N,,, behandeln kann, so ist unser Satz erwiesen. 

Es gilt ferner der weitere Existenzsatz, welcher in gewisser Be- 
ziehung die Umkehrung des voraufgegangenen darstellt: 

Es sei eine beliebige Hermitesche Form von nieht ver- 
schwindender Determinante mit „ Variablenpaaren und der 
Charakteristik % gegeben. Ferner sei eine beliebige charak- 
teristische Funktion vom Grade „ vorgelegt: die sämmtlichen 


verschiedenen Wurzeln derselben seien: 


I, d I, = = E 1 
WR .. une ( 3.+.(4 
a, dr a dı ds dı Iı 9 I 


wobei die Grössen gvom absoluten Betrage 1 seien, dieGrössen 
dhingegen nicht den absoluten Betrag 1 haben. Die Elementar- 


” . « .. 1 
theiler, welche für zwei der zugeordneten Grössen d und zuer. 
[4 
schwinden, seien stets paarweise vorhanden und von gleichem 
Grade Gilt dann zwischen den Elementartheilerexponenten 


55* 
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der charakteristischen Funktion und der Charakterstik y‘ der 


Hermiteschen Form die fundamentale Ungleichung: 


7 - 5 
Y>s+XE ß) (vgl. p. 20), wo 2s die Summe aller zu dı d ..dı 
3 a dı da dı 


gehöriger Elementartheilerexponenten bedeutet und n die Ex- 
ponenten aller zu y, 9..9; gehöriger Klementartheiler durch- 
läuft, so giebt es stets eine lineare Substitution, welche die 
willkürlich vorgegebene charakteristische Funktion besitzt 
und gemeinsam mit der konjugirt imaginären Substitution die 
gegebene Hermitesche Form in sich überführt. 

Der Beweis beruht auf Folgendem: Es sei S die gegebene Hermitesche 
Form. Wenn diese Hermitesche Form S durch eine lineare Substitution 
und die konjugirt imaginäre in sich übergeht, so wird auch stets — S hier- 
durch in sich transformirt. Man kann daher, ohne die Allgemeinheit des 
Beweises zu beeinträchtigen, annehmen, dass die gegebene Hermitesche 


Form s sowohl die Charakteristik wie den Trägheitsindex g' hat. 4< 5 

Zu der vorgegebenen charakteristischen Funktion korfstruire man die 
c Jordansche Normalform N einer linearen Substitution. Man zerlege wieder 
wie früher N in Theile: N HN, +..N + Nyt Nat --N,. 

Die Theile N,,, N,...X;,, mögen ebenso, wie wir es oben thaten, 
in Untertheile zerlegt werden, so dass jedem Untertheil nur ein einziger 
Elementartheiler entspricht. Dann führt, wie wir zeigten, N, +N,+..+N, 
in Verbindung mit der konjugirt imaginären Substitution eine Hermitesche 
Form von nicht verschwindender Determinante mit 25 Variablenpaaren und 
dem Trägheitsindex s in sich über. Wenn M,, einen Theil von X, be- 
deutet, welcher dem einzelnen Elementartheiler (o— g,)P‘ entspricht, so führt 
Min Verbindung mit der konjugirt imaginären Substitution eine Hermitesche 
Form von nicht verschwindender Determinante mit p‘ Variablenpaaren in 
sich über. Bei geradem p‘ hat diese Hermitesche Form den Trägheitsindex 


. * N ” - [ „ . ” ” fa . . 
wie die Charakteristik 2, bei ungeradem p‘ hat sie die Charakteristik 
' p' 7 D r. .. IT\o= . . p 
E\5), und man kann ihr nach Willkür den Trägheitsindex ns bez. 


(p' - - Ä En. - 
E\ a beilegen. Addirt man nun die Trägheitsindices der einzelnen 


[45] Ueber bilineare Formen mit konjugirt imaginären Variablen. 421 


Hermiteschen Formen, die zu den Theilen von N gehören, so erhält man 
den Trägheitsindex von 7, d. h. derjenigen Hermiteschen Form, welche durch 
N und die konjugirt imaginäre Substitution N in sich übergeführt wird. 
Nun sind bei der gegebenen Form $ der Trägheitsindex wie die Charak- 


teristik y'‘ nach der Vorraussetzung gleich, und es ist: 
SL : n. 4 ’ 
>s+:ZE(|,); wobei „<z ist; ferner ist: n=2s + Ih. 


Indem man sieh der Willkürlichkeit bedient, bei ungeraden Ele- 


mentartheilerexponenten p‘, welche zu Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
gehören, E 3) bez. E 5) +1 als Trägheitsindex zu nehmen, kann man 
den Trägheitsindex von 7 gleich g, d. h. gleich demjenigen von S, machen. 
Da bei Hermiteschen Formen von nicht verschwindender Determinante die 
einzige Invariante der Aequivalenz der Trägheitsindex ist, so sind 7 und 
S aequivalent. Mithin wird S durch eine zu N ähnliche und die zu dieser 
ähnlichen konjugirt imaginäre Substitution in sich transformirt. Aehnliche 
Substitutionen stimmen aber in den Elementartheilern ihrer eharakteristischen 


Funktionen überein; folglich ist unser Satz bewiesen. 
Ss». 
Weitere Sätze über die Charakteristik einer Hermiteschen Form. 

Aus dem im vorigen $ bewiesenen Existenzsatz und der fundamentalen 
Ungleichung des $ 5 ergeben sich mehrere interessante Folgerungen, die 
wir nun aussprechen wollen: 

Für die charakteristische Funktion einer linearen 
Substitution, welche mit ihrer konjugirt imaginären eine 
Hermitesche Form von nicht verschwindender Determi- 
nante mit der Charakteristik y in sich überführt, gelten 
folgende Sätze: Der höchste Exponent eines Elementar- 
theilers der charakteristischen Funktion, welcher für eine 
Grösse vom absoluten Betrage 1 verschwindet, ist gleich 
27 +1. Es giebt aueh stets eine lineare Substitution, 
welehe gemeinsam mit ihrer konjugirt imaginären Sub- 
stitution eine gegebene Hermitesche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik y in 
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sieh überführt und deren charakteristische Funktion für 
eine beliebig vorgegebene Grösse vom absoluten Betrage 
1 mit dem Maximum 24%+1 als Elementartheilerexponent 


. \ ‘ N . n 
verschwindet. Falls =, ist, muss man offenbar 29 statt 


2g'+ 1 Setzen. 

Der höchste Elementartheilerexponent, welcher zu 
einer Wurzel der eharakteristischen Gleichung, die nicht 
den absoluten Betrag 1 hat, gehören kann, ist die Charak- 
teristik g. Es giebt auch stets Substitutionen, welche ge- 
meinsam mit ihren konjugirt imaginären eine gegebene 
Hermitesche Form von nicht verschwindender Determi- 
nante mit der Charakteristik y in sich überführen, und 
deren charakteristische Funktion für eine beliebig vor- 
gegebene Grösse, welche nieht den absoluten Betrag 1 hat, 
und den höchsten möglichen Elementartheilerexponenten., 
nämlich die Charakteristik y der Hermiteschen Form, auf- 
weist, verschwindet. 

Hieraus ergiebt sieh folgende Definition der Charakteristik 
einer Hermiteschen Form: 

Die Charakteristik einer Hermiteschen Form von 
nicht verschwindender Determinante ist diejenige Zahl, 
welche im Maximum als Exponent eines Elementartheilers 
der charakteristischen Funktion einer linearen Substi- 
tution, welche in Verbindung mit ihrer konjugirt imagi- 
nären Substitution die Hermitesche Form in sich trans- 
formirt, auftreten kann und thatsächlich auftritt, wenn 
dieser Elementartheiler für eine Grösse, welche nicht den 
absoluten Betrag 1 hat, verschwindet. 

Ferner wird die Charakteristik auch auf folgende Weisen definirt: 

Die Anzahl sämmtlicher verschiedener Wurzeln: 

Ib tig, 1 
hi; ze}; 
kommt, und welche die charakteristische Gleiehung einer 


‚denen nicht der absolute Betrag 1 zu- 
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linearen Substitution, die in Gemeinschaft mit ihrer kon- 
jugirt imaginären eine Hermitesche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich transformirt. im Maxi- 
mums besitzt, ist dass Doppelte, ders Charakberistukden 
Hermiteschen Form. 

Die Anzahl derjenigen Elementartheiler der charak- 
teristischen Funktion einer linearen Substitution, welche 
in Gemeinschaft mit ihrer konjugirt imaginären Substitu- 
tion eine Hermitesche Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich überführt, giebt für ihr Maximum, 
falls die Elementartheiler für Grössen vom absoluten 
3etrage 1 verschwinden und die Zahl 2 zum Exponenten 
haben, die Charakteristik der in sich transformirten 
Form an. 

Für die charakteristische Funktion einer linearen Substitution, die 
mit ihrer konjugirt imaginären eine Hermitesche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich transformirt, gelten noch folgende zwei 
T'heoreme: 

Die höchste Anzahl Elementartheiler der charakte- 
ristischen Funktion, welche mit dem Exponenten 3 auf- 
treten können und für Grössen vom absoluten Betrage 1 
verschwinden, ist, falls n„>3g‘ die Charakteristik der Her- 
miteschen Form. 

Die höchste Anzahl Elementartheiler der charakte- 
ristischen Funktion, welche mit dem Exponenten 2 oder 3 
beliebig behaftet sein können und für Grössen vom ab- 
soluten Betrage 1 verschwinden, repräsentirt, falls „>34 
ist, die Charakteristik der Hermiteschen Form. 

Die zwei letzten Sätze können wegen der darin enthaltenen An- 
nahme nicht zur Definition der Charakteristik einer Hermiteschen Form 
dienen. Die aufgestellten T'heoreme werden, wie ich glaube, die Einführung 
des Begriffes „Charakteristik einer Hermiteschen Form von nicht ver- 


schwindender Determinante“ vollauf rechtfertigen. 
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Il. 


Reelle quadratische Formen. 

Dieser dritte Theil ist der reellen Transformation einer reellen quad- 
ratischen Form mit reellen Variablen von nicht verschwindender Deter- 
minante gewidmet. Die reelle "Transformation einer reellen quadratischen 
Form ist bisher mit Ausnahme eines von Herım Voss stammenden, im 
Folgenden zur Sprache kommenden Satzes nur im Specialfall reeller ortho- 


gonaler Substitutionen untersucht worden. 


$9. 


ae=n pn 


Eine jede reelle quadratische Form S— 2 X 5,3 %, 23 von nicht 
J 1 { j 


(= Er, 
verschwindender Determinante, bei welcher s.3— 53. reelle Koefficienten 
bedeuten, kann durch eine reelle lineare Substitution: 


Pax 52, a or. 


wobei die Substitutionsdeterminante von Null verschieden ist, in die kon- 


e=q e—N 


gruente') Normalform: @ - = 3 — an © transformirt werden. In diese 
Normalform kann die reelle Form Ss auf unendlich viele Arten durch reelle 
Transformationen übergeführt werden. Wie dies aber auch geschehen mag, 
so hat 4 bekanntlich denselben unveränderlichen Werth und heisst nach 
Sylvester der Trägheitsindex der reellen quadratischen Form.) Damit 
zwei reelle quadratische Formen von nieht verschwindender Determinante 
durch reelle lineare Substitutionen in einander transformirbar sind, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass sie denselben Trägheitsindex haben. In den 
folgenden Untersuchungen wird nieht die Zahl 4, sondern wie bei den Her- 
miteschen Formen die kleinere der zwei Zahlen g und »—g eine wesentliche 


!) Ueber die von Kronecker stammende Bezeiehnung „kongruent“ vgl. Frobenius, 
Journ. f. d. r. ang. Math. Bd. 84, p. 22. 

2) Inbezug auf die Geschichte der Entdeckung des Trägheitsgesetzes der reellen 
quadratischen Formen vgl. die Bemerkungen von Borchardt, Journ. f. d.r. u. ang. Math. 
Bd. 53, pag. 283 sowie die diesen Bemerkungen vorangehenden Aufsätze von Jacobi und 
Herrn Hermite. (Joum. f. d. r. und ang. Math. Bd. 53, pag. 265 fi.) 
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Rolle spielen. Die kleinere der zwei Zahlen g und „—g sei mit g‘ be- 
zeichnet und heisse die Charakteristik der reellen quadratischen Form S. 


de a, 

Ehe wir die Beziehungen zwischen der Charakteristik einer reellen 
quadratischen Form Ss und den Exponenten der Elementartheiler von der 
charakteristischen Funktion derjenigen reellen Substitutionen, welche die 
reelle quadratische Form S in sich überführen, besprechen, geben wir 
folgenden Satz: 

Damit eine reelle lineare Substitution A eine reelle 
quadratische Form S von nieht verschwindender Determi- 
nante in sieh transformirt, ist nothwendig, dass die charak- 
teristische Funktion der linearen Substitution, Elementar- 
theiler besitzt, welche von gleichem Grade sind, zu vieren 
auftreten und falls einer derselben für irgend eine Grösse 


d, die imaginär ist und nicht den absoluten Betrag 1 hat, 


Null 


je 


5 R : et N 
verschwindet, so müssen die anderen drei für q, ©7 
( 


werden; ausserdem hat die charakteristische Funktion 
Elementartheiler, welehe von gleichem Grade sind und 
paarweise auftreten; diese verschwinden für zwei reci- 
proke reelle oder für zwei reeiproke imaginäre Wurzeln, 
welche letztere vom absoluten Betrage 1 sind; eine Aus- 
nahme kann nur für die Wurzeln +1 der charakteristischen 
Gleichung eintreten, falls zu ihnen ungerade Exponenten 
der Elementartheiler gehören. 


Der Beweis dieses Satzes folgt sofort aus dem wichtigen 'T'heorem, 
welches Herr Frobenius!') für die kogrediente Transformation einer quad- 
ratischen Form in sich aufgestellt hat, wenn man die Eigenschaft der Sub- 
stitution reell zu sein berücksichtigt. 

Gehen wir nun zu den Betrachtungen über die Charakteristik der 
reellen quadratischen Formen über. Man kann die reelle quadratische 


!) Frobenius, Journ. f. d. r. und ang. Math. Bd. 84, p. 41. 
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e=n B=n 
Form S— 2°. 5.9 2% 23, WO Sag — Sa« reelle Konstanten sind und den 


e—| B— 


Variablen #., «@&=1:2..n, auch nur reelle Werthe zukommen, als den 


e—n P=n 


Specialfall einer Hermiteschen Form: 8, = a $a3 %a 2; mit reellen Koef- 
fieienten und „» Paaren konjugirt imaginärer Variablen ansehen. Die reelle 
lineare Substitution A. welche die quadratische Form S in sich transformirt, 
führt bekanntlich auch S, in sich über, wenn wir die Variablen =, und #3 
durch die lineare Substitution 4 transformiren. ASA—=S; IS,A4=Sı; 
A'—4', daher 49, 4=Sı. 

S, und S haben nun denselben Trägheitsindex; denn derselbe wird 
für beide Formen durch die Vorzeichen derselben Determinanten bestimmt.) 
Daher haben Ss und S, auch dieselbe Charakteristik q. Für die Exponenten 
der Elementartheiler von der charakteristischen Funktion einer linearen 
Substitution, welehe gemeinsam mit ihrer konjugirt imaginären eine Her- 
mitesche Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charak- 
teristik y‘ in sich überführt, fanden wir pag. 20 die wichtige Ungleichung: 


q72s+ zE(}) 


Diese Ungleichung gilt daher auch im Speeiellen für alle reellen 
Substitutionen A, welche eine reelle quadratische Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik y' in sieh transformiren. 
In der obigen Formel zerlegt sich bei einer reellen Substitution, welche 
die reelle Form S in sich überführt, die Zahl 2s, die Summe aller Ex- 
ponenten von Elementartheilern, die zu allen Wurzeln der charakteristischen 
Gleiehung, welehe nicht den absoluten Betrag 1 haben, gehört, in zwei 
Theile: 2s—=25, +4s, Hierbei repräsentirt 2s, die Summe der Exponenten 
aller derjenigen Elementartheiler, welche zu allen reellen von der positiven 
und negativen Einheit verschiedenen Wurzeln der eharakteristischen Gleichung 
gehören, 45, stellt die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementar- 
theiler dar, welche zu allen imaginären Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung, die nicht den absoluten Betrag 1 haben, gehören. Fbenso 


!) Vgl. Christoffel, Verallgemeinerung einiger Theoreme von Herrn Weierstrass: 
Journ. f. d. r. und ang. Matth. Bd. 63, p. 263. 
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- FIN A . h h\ > a 
zerlegt sich sz(5) in zwei Theile: s2(5) — en) (&) +28 (%) Sind 
nämlich 9, 9 -- 9, 9 92-9, alle verschiedenen imaginären Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung, welche vom absoluten Betrage 1 sind, so 
durchläuft %, aller Exponenten sämmtlicher zu 9, 9-9, gehöriger Ele- 
mentartheiler. Die Grösse %, durchläuft die Exponenten sämmtlicher für 
+ 1 und — 1 verselhwindender Elementartheiler der charakteristischen Funk- 
tion. Es ergiebt sich daher der folgende Satz: 


Für jede reelle lineare Substituton A, welche eine reelle 
quadratische Form von nieht verschwindender Determinante 
mit der Charakteristik 4 in sich überführt, findet die wich- 
tige Ungleichheit: 


Y>s+N £(5), wobei 


h\ /I n\ . e £ 
ss Las, zE(5)—222 x) + 3E(2) sind, statt. 2s, ist die Summe 


2 
der Exponenten aller derjenigen Elementartheiler der charakte- 
ristischen Funktion der Substitution A, welche für sämmtliche 
reelle von der positiven und negativen Einheit verschiedene 
Grössen verschwinden; 45, ist dieSumme der Exponenten aller 
derjenigen Elementartheiler der charakteristischen Funktion 
von 4A, welche für sämmtliche imaginäre Grössen, die nicht den 
absoluten Betrag 1 haben, verschwinden. A nimmt die Werthe 
aller Exponenten von sämmtlichen Elementartheilern der 
charakteristischen Funktion, welche für 9,9% --9, verschwinden, 
an; hierbei sind 9 9% --9ı, 9 9--9, sämmtliche verschiedene ima- 
ginäre Wurzeln der charakteristischen Funktion von A, welche 
den absoluten Betrag 1 haben; A, durchläuft alle Exponenten 
sämmtlicher für die positive und negative Einheit verschwin- 


: h h; A a 
dender Elementartheiler. £(%) bez. £(%) bedeuten die gröss- 
. u h; 
ten in, bez. , enthaltenen ganzen Zahlen. 
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8 10. 
Folgerungen aus der fundamentalen Ungleichung des $ 9. 


Aus der im vorigen $ aufgestellten Ungleichung können wir genau 
dieselben Schlüsse wie im $ 6 ziehen. Wir halten es für vortheilhaft, die 
Resultate nochmals für reelle quadratische Formen zu wiederholen. 


a) Die charakteristische Gleichung einer reellen linearen 
Substitution, welche eine reelle quadratische Form von nicht 
verschwindender Determinante mit der Charakteristik y in 
sich transformirt, kann nicht mehr als 2 Wurzeln, welche 
nicht vom absoluten Betrage 1 sind, besitzen; sie muss also 
wenigstens „—2g' Wurzeln vom absoluten Betrage 1 haben; 
hat die charakteristische Gleichung genau n—2g' Wurzeln 
vom absoluten Betrage 1, so gehören zu diesen Wurzeln 


einfache Elementartheiler. 


b) Die eharakteristische Gleichung einer reellen 
linearen Substitution, welche eine reelle quadratische 
Form von nieht verschwindender Determinante mit der Cha- 
rakteristik g in sieh transformirt, kann höchstens g‘ Ele- 
mentartheiler haben, die nicht einfach sind. Hat die charak- 
teristische Funktion genau g’ Elementartheiler, die nicht 
einfach sind, so sind sie zwei- oder dreifach. Die zwei- 
fachen müssen stets paarweise auftreten. Hat die charak- 
teristische Funktion y‘ dreifache Elementartheiler, so be- 


sitzt sie nur Wurzeln vom absoluten Betragell. 


ec) Die charakteristische Funktion einer linearen 
reellen Substitution, welche eine reelle quadratische Form 
von nieht verschwindender Determinante mit der Charak- 
teristik g in sich überführt, muss, falls die Zahl „ der 
Variablen der Form >3g' ist, n—3g‘ einfache Elementar- 
theiler im Minimum haben. Besitzt die charakteristische 
Funktion genau »—3g‘ einfache Elementartheiler, so be- 


sitzt sienur Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 
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Für reelle quadratische Formen mit der Charakteristik —0 ergiebt 
sich aus jedem dieser 3 Sätze als unmittelbare Consequenz und als Special- 
fall das schon oben behandelte T'heorem über reelle definite quadratische 
Formen und im besonderen über reelle orthogonale Substitutionen. 

Sehr einfach gestalten sich auch die verschiedenen Fälle, welche 
die charakteristische Funktion einer linearen reellen Substitution, die eine 
reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determinante mit der 
Charakteristik „—ı in sich überführt, aufweisen kann. Die charakteristische 
Funktion hat entweder: 

1) » einfache Elementartheiler, welche sich auf » Wurzel vom ab- 
soluten Betrage 1 oder auf „—2 Wurzeln vom absoluten Betrage 1 und 
zwei reciproke reelle Wurzeln vertheilen oder 

2) n Wurzeln vom absoluten Betrage 1, welche zu n—3 einfachen 
und einem dreifachen Elementartheiler gehören; der letztere verschwindet 
stets für die positive oder negative Einheit. Ein Specialfall der zuletzt 
ausgesprochenen Resultate ist das schon früher erwähnte Voss’sche 
Theorem. Unter Einführung des Begriffes „Charakteristik“ lautet dasselbe 
folgendermaassen: „Ist « eine imaginäre Wurzel der charakteristischen 
Gleichung einer reellen linearen Substitution, welche eine reelle quadratische 
Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik y—1 
in sich überführt, so hat « den absoluten Betrag_1 und die zu dieser 
Wurzel gehörigen Elementartheiler sind sämmtlich einfach.“') 

Aus den für reelle quadratische Formen von nicht verschwindender 
Determinante mit der Charakteristik Y—ı aufgestellten Sätzen, folgt bei 
Beachtung des Kroneckerschen Satzes (vgl. p. 15) folgendes zahlentheore- 
tisches T’heorem, das vielleicht, da in letzter Zeit die Gruppe der ganz- 
zahligen, linearen Substitutionen, welche einen sanzzahligen eintheiligen 
Kegelschnitt in sieh transformiren, von verschiedenen Autoren’) behandelt 
wurde, nicht ganz ohne Interesse ist: 

Damit eine lineare ganzzahlige Substitution, welche 
eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender 


1) Vgl. Voss a.a.O., p. 38. Herr Voss spricht von reellen Formen, die in ihrer 
Tangentialmannigfaltigkeit definit sind. 
2) Vgl.u.a. Arbeiten von Herrn Fricke. 
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Determinante mit der Charakteristik —=1in sich transformirt, 
nicht periodisch ist, muss ihre charakteristische Funktion 
entweder zwei reelle reeciproke Wurzeln, welche von der Ein- 
heit verschieden sind, haben, oder die Wurzel +1 resp. —I 
mit einem dreifachen Elementartheiler besitzen. Im letzteren 
Fall hat die charakteristische Gleichung nur Einheitswurzeln. 


gs 11. 


Existenzsätze bei reellen linearen Substitutionen, welche eine 
reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich transformiren. 


Wir beweisen in diesem $ zunächst folgendes Existenztheorem: 

Diejenigen Bedingungen, welche wir pag. 49 als noth- 
wendig erkannten, damit eine reelle lineare Substitution eine 
reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich überführt, sind auch hinreichend, dass eine 
reelle quadratische Form von nicht versehwindender Deter- 
minante existirt, welehe durch die gegebene reelle lineare 
Substitution in sieh übergeführt wird. 

Zum Beweise bedienen wir uns einer gewissen Normalform N für 


reelle lineare Substitutionen. Es seien 0, 0 .... sämmtliche verschiedene 
reelle, z1. &1, & &3 - . . sämmtliehe verschiedene imaginäre Wurzeln der charak- 


teristischen Funktion irgend einer reellen linearen Substitution A. Die 
Elementartheiler der charakteristischen Funktion von 4 seien: 


(ee) (ee) 2» (e2)”" (ee » + - (een) leer” (ee) (Ee" -- 


Ge Delle) (ea) 


Zu jeder imaginären Wurzel der charakteristischen Gleichung muss, 
da A reell ist, die konjugirt imaginäre gehören; ferner müssen die für 
konjugirt imaginäre Wurzeln der charakteristischen Gleichung verschwin- 
denden Elementartheiler paarweise auftreten und von gleichem Grade sein. 
Der reellen Substitution A ordnen wir folgende Normalform zu: 
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Eee 77 % 504 (+ 51); -- 0, (Sim + Sm—ı)- 
na = ii a 0, 8; 0, (&%, ie 8); ER e, ( wen an En). 
Yı Ya: -: Yn 0 ® (Ms die 7); Et [23 (Hin nn wi): 


u EEE ee u Urea EEE 0, (+ na). 

ı WW, U NR (ei) vn —R (&) vn); x() (va + vi) u vgt+ vn). 
De R (=) dt )—R (ke ey Fer -1}). 

) at (=) er "(‘) Warn); 

AR R (a) a TEE (®) (dp + v0“ u_ı,). 

wg) an U 3(%) out x(s) Vz R (he +V) HR (ei) vn +vm) 


€ 


„alfa N (5) rt) + *() (vn + oem) 

u Mon 2. u a()) vr HR (“in x(%) ar vH)t 8 (a) pa t+vn) 
”. STR) reale 

VA“ n 7 N (e) yr—R (rn; R (®) (Harp) —R (%) Ha+ 9); 


let N (») (+ m )—R 2 ro). 


31 [7 a er 7 u u“ afE2 u “ 
ee RER) tete): 


f 


at 7} “u &s 7 “u 
Ber R (®) (yrt+ Yu) R &) (Pen por). 
} a [2 4 a 4 n ( €2 4 D x D) 4 
vn Wpy eo Wim aRt (2) yırR (*) pn; x(%) (Party) HR (®) (YatYm). 


aa R ) Hrtpr) HR (o) (ei + Pe). 
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€ u u nf &2 “u 7 n PR) u 
Vo Vi -» Vom a(?)s + Rn)o ER x(%) (p'2 +9 + Re) (Ha ty" m); 
& 7 u \ a8 u u 
ER c R 2) (9 ga + Prı_4) -h Rt (a) (F gg + op Ben ). 


Hierbei bedeutet ae) mit Weierstrass den reellen Theil der komplexen Grösse 


= »(‘) den reellen Theil von =; es ist also 3 ) Ag a‘) &. Die aufgestellte 
\ 

Normalform N hat genau dieselben Elementartheiler für ihre charakteristische 
Funktion wie A. Die Variablen #, y.- «. v..theilen sich in N in Klassen; 
jede der Variablen «. y.- entspricht einer der verschiedenen reellen Wurzeln 
0, 0, ---, jede_der Variablen «, v.. entspricht einem Paare der verschiedenen 
konjugirt imaginären Wurzeln z, &ı bez. &, & u. 8. w. der charakteristischen 
Gleichung von 4.) N und A sind zwei reelle, ähnliche, lineare Substi- 
tutionen. Man kann daher eine reelle lineare Substitution P von nicht 
verschwindender Determinante finden, dass N=P AP wird; dass die Sub- 
stitution P reell wählbar ist, beruht darauf, dass die Koeffieienten von P 
aus denen von A und N, welehen reelle Werthe zukommen, dureh rationale 
Operationen gefunden werden. ‘) 

Wir verstehen nun für unsere folgenden Betrachtungen unter 4 eine 
reelle lineare Substitution, welche die pag. 49 als nothwendig erkannten 
Bedingungen, damit überhaupt eine reelle quadratische Form 5 von nicht 
verschwindender Determinante, welche durch A in sich transformirt wird, 
existiren kann, erfüllt. Um jetzt die thatsächliche Existenz einer reellen 
quadratischen Form 5 von nicht verschwindender Determinante zu erweisen, 
genügt es die Existenz einer reellen quadratischen Form @ zu zeigen, 
welche durch N=P! AP kogredient in sich übergeführt wird; dann führt 
A eine zu @ kongruente, gleichfalls reelle Form S=P" @ PT, deren Deter- 
minante ebenso wie die von % von Null verschieden ist, und welche den- 
selben Trägheitsindex wie % hat, in sich über. Es mögen nun: 


!) In dem speciellen Fall, dass alle imaginären Wurzeln & den absoluten Betrag 1 
haben und alle zugehörigen Elementartheiler einfach sind, ist diese Normalform von Herrn 
Stickelberger in der schon p. 14 eitirten Arbeit angewandt worden (p. 5). 

2) Vgl. Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Koeffieienten. Journ. 
f. d. r. u. ang. Math. Bd. 86, p. 146, p. 202 ft. 

Vgl. ferner: Landsberg, Ueber Fundamentalsysteme und bilineare Formen. Journ. 
f. d.r. u. ang. Math. Bd. 116, p. 331 ft. 
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1 1 1l 
d.; d, 2. di; FR Fa j q, 


sämmtliche verschiedene reelle Wurzeln der charakteristischen Gleichung: 
—A+_eE| 0, welche nicht der positiven oder negativen Einheit gleich 
sind, vorstellen; dy+1; dı+1; Leu I: du+2; Iur2; 7 —; er E 
d,+rı’ dur : ; d,+2’ du+2 
SO MdlerTes er = 
- 2 En 
seien sämmtliche verschiedene imaginäre Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung: |J-—A+oE£|=0, welche nicht vom absoluten Betrage 1 sind; 
zent 1 
Al ge Na 
der charakteristischen Gleichung von 4, welche den absoluten Betrag 1 


seien sämmtliche verschiedene imaginäre Wurzeln 


haben. Ausser den angegebenen Wurzeln kann die charakteristische 
Gleichung |—A+eE|=0 nur noch die Wurzeln +1 und —1 besitzen. 
Da sich die Variablen bei der zu A gehörigen Normalform N in Klassen 
theilen, welche den verschiedenen reellen bez. Paaren konjugirt imaginärer 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung |—A+eE|=0 entsprechen, 
können wir N auf folgende Art zerlegen: 


N=N ++... +M4+M42 +... M4, + Nu+Ny+--- 
* Nyu al; Njı+n zin N 31493 


z x + ’ 2 en 1 
hierbei entspreche N, den zwei reellen reciproken Wurzeln d, TE und 
1 


allen zu ihnen gehörigen Elementartheilern, ebenso N, den zwei reellen 


k B 1 E : rw 5 
reciproken Wurzeln d, und z— usw. schliesslich X, den zwei reellen 


: = ıl . 3 BER, 
reciproken Wurzeln dı, und d, N,+ı entspreche den zwei Paaren konjugirt 
1 


2 ee a 1 1 = y 

imaginärer Wurzeln dy+1; dun+13 4,35 5 Du+2 den zwei Paaren kon- 
a 

en sn 7: — 1 1 ee . 

Jugirt imaginärer Wurzeln dı, +», di +3, — u.s. w. schliesslich N, 1, den 


d, +2’ du+2 


1 1 
an und allen zu 
0,4% du+L 


ihnen gehörigen Elementartheilern. X, entspreche dem Paare konjugirt 


zwei Paaren konjugirt imaginärer Wurzeln dı, 11; 4, +2; 


. .etes r 1 = . Tr ._. 
imaginärer Wurzeln 9, Tun und allen zu diesen Wurzeln gehörigen 
9 
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Elementartheilern, ebenso N,, dem Paare konjugirt imaginärer Wurzeln 9, 
9 u. s. w. schliesslich X,,, dem Paare konjugirt imaginärer Wurzeln 9, 91; 
enthält die charakteristische Gleichung |og E— A| —0 auch die Wurzeln 
+1 und —1, so mögen diesen und allen zu ihnen gehörigen Elementar- 


theilern die Theile X. und N 1; entsprechen. 


Die Substitution N, führt eine reelle quadratische Form @, von nicht 
verschwindender Determinante in sich über; mit der Herleitung dieser Form 
Q, brauchen wir uns nieht näher zu beschäftigen, da diese Form bereits 
von Hrn. ©. Jordan in der schon mehrfach eitirten Arbeit „Sur les trans- 
formations d’une forme quadratique en elle-meme“') aufgestellt wurde. Wir 
fügen nur die Bemerkung hinzu, dass die Charakteristik dieser reellen 
quadratischen Form @, nach pag. 51 gleich oder grösser als die Summe 
aller Exponenten der sämmtlichen Elementartheiler, welche zur Wurzel d, 
der charakteristischen Gleichung gehören, sein muss. Nun hat die Form 
Q, doppelt so viele Variablen als die Summe aller Elementartheilerexpo- 
nenten, die zu d, gehören, angiebt; mithin ist die Charakteristik von @, 
genau gleich der Summe aller Exponenten von sämmtlichen Elementar- 
theilern, die zu d, gehören; gleichzeitig ersieht man, dass der Trägheits- 
index von @, gleich der Charakteristik ist. Genau analog ist bei dem 
Nachweis der Existenz der reellen Formen @ bez. %;, @,... 91 von nicht 
verschwindender Determinante, welche von X, bez. X,, X,... X in sich 
transformirt werden, zu verfahren. 


Was nun X] +1 betrifft, so wird es von der Form folgender Sub- 
ı+ {eo} 
stitution: 


4 ‘ dı ‘ 4 
cn R (+: (Be R(“e) (v a) fr—1)). 


1 Gt “N l “4 “4 
1 a ) FR (a4) WR (rer; Rd,4)@%+e DR) (v 12) +v m) 


ger 4“ Il 4“ 4“ 
ne NR (a4) (v rd! +v Pe I) NR (rt) {ri +v i))» 


ı 


1) a.a. O. p. 353—356. 


[159] ° 
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d ı 
wm ug. Un R dy +1 v4 + Rld,rı Juin: R Dun! v te) HR dı + vg tv je 
1 { J ET i ar ff ( ı if L } 
1 ‘ ‘ 
Me N E (027) +Rldur) v fr + v' hr zn): 
1 
u u een a (dr) 0 + Rd)"; a“ het (vy+v“,) +R(dy41)(e“ atrv). 
d “ [23 
A R ce) (v yi +v r’—1) Sr N (4,44) vo" Ir ar mul} ). 
; 1 —i 
a N ee HR a) gu; Ra, ee) (+ 94) — leer er +99). 
1 
E08 . a) Pr tr) R (Mn) Pt ern). 
“u u [7 1 {7} =. “u er FR u = “u u 
a a lesen) p Ra.) g“; a.) (Pary D-R(a,.,) ("at 9"m). 
1 —i 
ren (Put Pu) —R (ae (Hat pe). 


1 i BEIN 
er: R Er (Pu + a ) (Pt Porn). 
—i 1 —i 1 
en all lermen lg) ratrn 


Be R (m en) (g* +9 4) +R(, =) (Pen +9" r4_1}). 


Unter X, Y, Z, H neue Variabeln verstanden, setzen wir nun: 


zu D - -_ B 
X ur + ua (AR N. = v'y + v {24 ı; du — 1227 r‘) 
Xu — u"zu —- U [2 Ü: EZ = v'zu + yn 124) 0: (7 = lo 2; r"). 
Te El I an: a ni (ee n 
IE NG Ya 3; H',. = 9). p'an 3; GB —IEg2 er)! 
Yu — Vözu — y‘ [21 3; H"u = p"zu == p“ 2 1; (A = le 2: r"). 


Hierbei bedeutet © die imaginäre Einheit. Da die % v, v, $ Variablen reell 
sind, so folgt durch Vertauschung von © mit —i wenn X Xu... Y' Yu 


ei je. H‘: H"zu ... konjugirt imaginär zu Xu Xu ... Y', Yu ... 
Ei En Han: sind, 


or 
<ı 
* 
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> TEE . mi R 
X = u ua il Ey U — via 
Alu —= us — u“ ızan i BE  — — v "zu = v" 2 2 
rs De A 7 733. BEE: 4 = 
Yızn = Vi Mage H'. = 9. + Ya i 
Y'zu = vu _ v“ [zn n H", u p"zu + op" [3.9 Q 


Aus den Transformationsformeln für die “, v, v, $ findet man für die 
X YZH Variablen folgende Substitutionen: 
x, x, Ay dy+ı EgE du +1 (= ng =) ie dy +1 (Fr + Zu). 


Rus Ri .. Ku d, +1 Br: di, +1 (2, + ei) Ueli dı+ı (a + Er). 


: 1 
vereeye, Se me H‘,+ H‘ or, 
er: ee in ı)° Sn u 
1 
ya ea, Sen — (VE EN) = Veen el), 
2 rt i Es ( ) dAy+ı \ 1) 


Die angegebene Substitution führt nun in Verbindung mit der kon- 
jugirt imaginären: 
2 a dy, +1 25; 44 (nen) (5, „+8 r—1) 


I. Ne 5 Ren d, +1 Fi: di, 411 (2, + u) dy,+1 (Fi + &",._) 


174 Z Yu 1 ‘ 1 # E IT’ T' 

} 1 } PL Y y! EN HR: d, 7 - (H', + H ı)°- “d, er (H r' + #1) 
ru Yu Yy e a 5 u 3 = Ip“ If“ Zi u“ “ 

Me Due Cr ven ige ea Der wo (Hu + Hu ,) 


eine Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante in sich 
über. Die Charakteristik wie der T'rägheitsindex dieser Hermiteschen Form 
ist, wie wir früher sahen, gleich der Summe aller Exponenten von Ele- 
mentartheilern, die zur Wurzel d,;, der charakteristischen Gleichung der 
überführenden Transformation gehören, also »’ +?“ +... Ersetzt man in der 
so gefundenen Hermiteschen Form die X, Y und deren konjugirt imaginäre 
Werthe durch die reellen Variablen « v nach den obigen Formeln, so 
erhält man eine reelle quadratische Form @,+1 mit reellen Variablen. Die 
Determinante dieser Form @,+1ı kann nieht verschwinden, da die Deter- 
minante der sie erzeugenden Hermiteschen Form von Null verschieden ist. 
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Da die Hermitesche Form durch die Transformationen dr X YmZH 
in sich übergeht, so wird offenbar %,+ı durch X,+ı im sich transformirt. 
Die reelle quadratische Form @,+: hat doppelt soviele Variablen als 
die sie erzeugende Hermitesche Form Variablenpaare besitzt; die An- 


zahl der Variablen von %,+ı ist gleich der Summe der Exponenten 


= 1 il ER nt ö - ie . 
aller zu dı,+1, du-+1, RE, a gehöriger Elementartheiler. Der Trägheits- 
1 1 


index der Form %,+1 ist doppelt so gross als der 'Trägheitsindex der er- 
zeugenden Hermiteschen Form;') derselbe ist mithin gleich der Summe 
aller zu dx, und A,+1ı gehöriger Elementartheilerexponenten; die Charak- 
teristik von %,+1 stimmt mit dem Trägheitsindex überein. In analoger 


Weise ist bei N1,+5--- N,+7,, zu verfahren, um die Existenz reeller quad- 
ratischer Formen @,+3--- @,+1 von nicht verschwindender Determinante 


nachzuweisen, welche durch diese Substitutionen kogredient in sich über- 
geführt werden. 

Um die Existenz einer reellen quadratischen Form von nicht ver- 
schwindender Determinante zu zeigen, welche durch X, kogredient in sich 
übergeführt wird, zerlegen wir uns N, in klemere Theile, so dass ein 
jeder Theil von X,, nur zwei Elementartheilern von gleichem Grade ent- 
spricht, von denen der eine zur Wurzel 9, der andere zur Wurzel y, der 
charakteristischen Gleichung gehört. Diese Zerlegung von X, ist wegen 
der vorausgesetzten Eigenschaften der Substitution A stets möglich: wie 
die aufgestellte Normalform lehrt, haben die einzelnen "Theile von X, auch 
keine Variablen gemein. Hat man daher für jeden Theil von X, die 
Existenz einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender Deter- 
minante gezeigt, so hat man hiermit auch den Nachweis geführt, dass N, selbst 
eine reelle quadratische Form @,, von nicht verschwindender Determinante 
in sich transformirt. Wir bezeichnen nun den Theil von X, welcher den 
zwei Elementartheilern: (o— g1)", (e —gı)" entspricht, mit M,,. Man leitet 
dann genau wie oben aus der Substitution M,, eine neue Substitution her, 
welche nur # Variablen besitzt und deren charakteristische Funktion nur 
den einzigen Elementartheiler (o—gı)" besitzt. Da gı y—1 ist, so führt 
die neue Substitution in Verbindung mit ihrer konjugirt imaginären eine 
Hermitesche Form von nicht versehwindender Determinante mit # Variablen- 


1) Ch. Hermite, Journ. f. d. u. ang. Math. Bd. 52, p. 39, 40. 
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30 N > An ER: 
paaren und der Charakteristik 26) in sich über. Der Trägheitsindex 


> . E 2 5 t > 
dieser Hermiteschen Form ist bei geradem { gleich £(5); bei ungeradem 


4 


kann man ihm nach Willkür den Werth: E (5) bez. E (6) + 1 beilegen. 


Führt man in die Hermitesche Form die ursprünglichen reellen Variablen 
wieder ein, so erhält man eine reelle quadratische Form mit 2 Variablen. 
Die Determinante dieser Form kann nicht verschwinden, da diejenige der 
sie erzeugenden Hermitesehen Form von Null verschieden ist. Der Trägheits- 
index der reellen quadratischen Form ist doppelt so gross als derjenige der 
Hermiteschen Form; er hat also bei geradem # den Werth 2 E65); bei 


7) 


, - t t 5 
ungeradem # kann man ihm den Werth 2 £(5) oder 2 £(5) +2 beilegen; 


d 


es kann diese Wahl nach Belieben geschehen. Der Charakteristik der 
gefundenen reellen quadratischen Form kommt der nach pag. 51 kleinste 
Werth 2 £(5) zu. In genau analoger Weise ist für jeden anderen Theil 
von N,, zu verfahren. Hiermit ist der Nachweis geliefert, dass eine reelle 
quadratische Form von nicht verschwindender Determinante existirt, welche 
durch N,, in sich transformirt wird. Für N,,--N,,, sind dieselben Be- 
trachtungen anzustellen. : 

Wenn die Substitution N einen Theil N, ,,., besitzt, welcher der 
Wurzel +1 der charakteristischen Gleichung entspricht, so zerlegen wir 
diesen Theil N, ,„., in kleinere; die Zerlegung sei so vorgenommen, dass 
jeder Theil einem einzigen Elementartheiler mit ungeradem Exponenten 
oder zwei Elementartheilern gleiehen Grades mit geraden Exponenten zu- 
geordnet sei; diese Zerlegung von N,,.;1, bei welcher, wie die Normalform 
zeigt, die einzelnen Theile keine Variablen gemein haben, ist immer möglich, 
da jene Elementartheiler, welche für die Wurzel +1 verschwinden und 
einen geraden Exponenten haben, stets paarweise auftreten müssen. Wir 
bezeichnen nun den Theil von N,,;n, welcher dem einzigen Elementar- 
theiler (o— 1)P‘, wobei p‘ ungerade ist, entspricht, mit My; Wie be- 
reits Herr ©. Jordan!) gezeigt hat, führt M,„,.,„ eine reelle quad- 
ratische Form von nicht verschwindender Determinante in sich über. 


1) C. Jordan, a. a. O., p. 356 fi. 
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Wir fügen diesem Jordanschen Nachweis noch die Bemerkung hinzu, die 
Charakteristik dieser Form, welche »‘ Variablen besitzt, muss nach pag. 51 den 
f . 
Werth Z &) besitzen; der Trägheitsindex der Form ist E ) bez. 2%) Lee: 
hierbei ist diese Unbestimmtheit nothwendig; denn wenn M 4.7, eine reelle 
quadratische Form in sich überführt, so wird diese Form, wenn man sie 
mit der negativen Einheit multiplieirt, auch durch M „41, in sieh trans- 
formirt. Wenden wir uns nun zu einem Theil von N,,,., weicher den zwei 
Elementartheilern (o— 1)?“ (o— 1)P“, wo p“ eine gerade Zahl ist, entspricht; 
dieser Theil sei mit mit M 41.5; bezeichnet. Die Transformation M 41:21 
führt dann auch eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich über; dieser Nachweis ist auch von Herrn ©. Jordan') 
geliefert werden. Wir bemerken noch, dass diese Form ersichtlich 27” 
il 
Variablen hat und ihr nach pag. 51 die Charakteristik p"—2 2(&) ZU- 
kommt, der Trägheitsindex hat auch den Werth p“ Genau analog wie 
M jun und Mu; sind alle anderen Theile von N,,+. zu behandeln. 
Hiermit ist der Existenzbeweis für eine reelle quadratische Form @ 141 
von nieht verschwindender Determinante, welehe dureh N, ,.., in sich trans- 
formirt wird, geliefert. N,,.45) ist in derselben Weise wie N,,41] zu be- 
handeln. Hierdurch ist unser Satz bewiesen. 

Es gilt ferner der weitere Existenzsatz: 

Es sei eine beliebige reelle quadratische Form von 
nieht versehwindender Determinante mit » Variablen und 
der Charakteristik g gegeben. Ferner sei eine beliebige 
charakteristische Funktion vom Grade „ vorgelegt; die 


sämmtlichen Wurzeln derselben seien folgender Anordnung 


R 1 1 1 1 R & . 
fähie:d, >; d, 3; 4%, 4;--diı,5- seien sämmtliche reelle Wurzeln, 
> dı ’d, I ds A, 


welche von der positiven und negativen Einheit verschie- 


den sind; 

N z 1 1 ' 7 1 1 ] | 1 1 
ee NG Sr en EA SEE eh = 

al +1, dl,—+1, d, +1’ A,+ı? dl,+2, dL-+2; dy, +2 dur?” ı+l,, dl-Hl,, dy +1, d,-+, 


seien sämmtliche imaginäre Wurzeln, welche nicht den ab- 


soluten Betrag 1 haben; 9, 91; I» 95 -:- I gu, mögen sämmt- 


1) C. Jordan, a. a. O., p. 356 ff. 
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liche imaginäre Wurzeln vom absoluten Betage 1 repräsen- 
tiren; ausser den angegebenen Wurzeln kann die charak- 
teristische Funktion’ noch für +1 und —1 verschwinden. 
Die Elementartheiler, welche für zugeordnete Grössen ver- 
schwinden, seien stets paarweise bez. vierfach für d,+1, 4+3, 
.d,+, von gleichem Grade vorhanden; ebenso treten alle 
für +1 und —1 verschwindenden Elementartheiler mit ge- 
raden Exponenten paarweise auf. Gilt dann zwischen den 
Elementartheilerexponenten der vorgelegten charakteristi- 
schen Funktion und der Charakteristik y' der reellen quadra- 
tischen Form die Relation: 


’=s+2s+ 22E(}) 2% zE(%) 
deren Bedeutung pag. 5l besprochen wurde, so giebt es stets 
eine lineare reelle Substitution, welche die vorgegebene 
charakteristische Funktion besitzt, und die gegebene reelle 
quadratische Form in sich transformirt. 

Der Beweis wird auf folgende Art geführt: Es sei S die gegebene 
reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determinante mit der 
Charakteristik g. Da Ss und — S stets gleichzeitig durch dieselben Trans- 
formationen in sich übergehen, so kann man, ohne damit für die vorgelegte 
Frage eine specielle Voraussetzung einzuführen, annehmen, dass S denselben 
Trägheitsindex y‘ wie die Charakteristik besitzt. 

Zu der vorgegebenen charakteristischen Funktion konstruiren wir uns 
die reelle Normalform N; dies ist wegen der besonderen Eigenschaften der 
charakteristischen Funktion stets möglich. Die Normalform N zerlegen 
wir wieder wie früher in die Theile: 

N ++ N+.0 + Nu t+Mo+.+0M4, + N, +N4+..+ N 
sh; N ja als Nr}: 


N, +N,+..+ N, führt dann eine reelle quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante mit 25, Variablen und dem Trägheits- 
index wie der Charakteristik s, in sich über; N, + M1,»+--+ Aut, 
transformirt eine ebenfalls reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante mit 45, Variablen und dem Trägheitsindex wie der Charak- 
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teristik 2 s, in sich. N, Na) - Nyjı45; zerlegen wir genau wie beim Beweise 
des vorangegangenen Satzes. Wir recapituliren inbezug auf diesen Punkt: 
Wenn Meinen Theil von N, bedeutet, welcher den zwei Elementartheilern 
(e— m) (e— gı)" entspricht, so giebt es eine reelle quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante mit 2 Variablen; diese wird durch 
M,, in sich transformirt; die gefundene Form hatte die Charakteristik 


2 LEN: ; : f > 
2 £(5) Der Trägheitsindex ist bei geradem # stets r=28(5); bei un- 


geradem # kann man ihn =2£6) wählen. Wenn M 41.1, einen Theil 
von Nr,,41 bedeutet, welcher dem einzigen Elementartheiler (e— 1)?', 
wobei »‘ eine ungerade Zahl ist, entspricht, so führt M 1; eine reelle 
quadratische Form von nicht verschwindender Determinante und p‘ Va- 


riablen mit der Charakteristik E & 


‘ 


) in sich über; dem Trägheits- 
: < 5 + “ - 

index dieser Form kann man auch den Werth 6) beilegen. Bedeutet 
schliesslich M 41.5; einen Theil von N,,.1, welcher den zwei Elementar- 


theilern (a — 1)?“ (o— 1)?“, wobei p“ eine gerade Zahl ist, entspricht, so führt 
M 341.) eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
u 

minante mit der Charakteristik wie dem Trägheitsindex v—2E(5) in 
sich über. Addirt man die Trägheitsindiees aller reellen quadratischen 
Formen, die wir allen Theilen von N zugeordnet haben, so hat man den 
Trägheitsindex einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender 
Determinante, welche durch N in sieh übergeführt wird. Diese Form Q 
hat, wie wir die Trägheitsindices der Theile fixirten, denselben Trägheits- 
index y‘ wie S. Man kann mithin Q durch eine reelle lineare Substitution 
von nieht verschwindender Determinante in S transformiren. S wird daher 
durch eine reelle lineare zu N ähnliche Substitution in sich transformirt. 
Da die eharakteristischen Funktionen ähnlicher Substitutionen in den Ele- 
mentartheilern übereinstimmen, ist unser T'heorem bewiesen. 

in Specialfall unseres Satzes ist folgender von Herrn Stickel- 
berger!) ausgesprochener Satz: 

Es ist möglich, eine orthogonale Substitution zu bilden, deren charak- 
teristische Funktion beliebig vorgeschriebene einfache Elementartheiler hat, 


1) Stickelberger a.a. O., pag. 7. 
Noya Acta LXXI. Nr. S. 58 
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vorausgesetzt, dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung alle den 
Modul 1 haben und die imaginären paarweise konjugirt sind. 
Inbezug auf Existenzfragen im Falle: 
«>51 +2, +2 8E () + zE(%) 
2 

behaupte ich: Der obige Existenzsatz bleibt auch für diese 
Ungleichheit richtig, falls y’—g, eine gerade Zahl ist oder falls 
bei ungeradem Werthe von y—q die vorgegebene charakte- 
ristische Funktion wenigstens einen Elementartheiler hat, der 
für + Loder— 1 verschwindet und einen ungeraden Exponenten 
besitzt. Hierbei ist: ‘ 


gs +28, + 22E(f) + EE (®) 


Der Beweis beruht darauf, dass man den Trägheitsindex einer 
reellen quadratischen Form, die zu einem Bestandtheil M,, gehört, bei 
ungeradem Elementartheilerexponenten beliebig um 2, hingegen bei einer 
reellen quadratischen Form, die zu M,,.;1., gehört, beliebig um 1 er- 


höhen kann. 

Ist „—q, eine ungerade Zahl, so gilt der Existenzsatz nicht aus- 
nahmslos. Ich gebe hierüber nur folgendes 'Theorem, dessen Beweis nicht 
schwer zu finden ist: 

Die charakteristische Funktion einer reellen linearen 
Substitution, welche eine reelle quadratische Form von nicht 
verschwindender Determinante mit einer ungeraden Zahl 
als Charakteristik in: sich überführt, kann nicht aus- 
schliesslich imaginäre Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
mit einfachen Elementartheilern besitzen. 

Z. B. hat die charakteristische Funktion jeder reellen linearen Sub- 
stitution, welche eine reelle indefinite Form von 2 Variablen in sich über- 


führt, nur reelle Wurzeln. 


8 12. 
Weitere Sätze über die Charakteristik einer reellen quadratischen 
Form. 


Aus dem Fxistenzsatz und der fundamentalen Ungleichung (pag. 51) 


ergeben sich mehrere Folgerungen: 
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Für die charakteristische Funktion einer reellen 
linearen Substitution, welche eine reellequadratische Form 
von nicht verschwindender Determinante mit der Charak- 
teristik Yin sich überführt, gelten folgende Sätze: 

Der höchste Exponent eines Elementartheilers der 
charakteristischen Funktion, welcher für die positive oder 
negative Einheit verschwindet, ist gleich 2g"+1. Es giebt 
auch stets reelle lineare Substitutionen, welche eine ge- 
gebene reelle quadratische Form von nicht verschwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik g’ in sich 
überführen und deren charakteristische Funktion für die 
Grösse + 1 bezüglich — 1 mit dem Maximum ag +1 als’ Ele- 


- ! n. 
mentartheilerexponent verschwindet. Fallsy—, ist, muss 


man ag" 1 statt 29° + I nehmen.) 

Der höchste Elementartheilerexponent, welcher zu 
einer reellen von der Einheit verschiedenen Wurzel der 
charakteristischen Gleichung gehören kann, ist die Cha- 
rakteristik g.. Es giebt, auch, stetszsneelle, lnesre,>upst:, 
tutionen, welche eine gegebene reelle quadratische Form 
von nicht verschwindender Determinante mit der Charak- 
teristik y in sich überführen, und deren charakteristische 
Funktion für eine beliebig vorgegebene reelle, von der 
Einheit verschiedene Grösse, welche den höchsten mög- 
lichen Elementartheilerexponenten, nämlich die Charak- 
teristik g der reellen quadratischen Form, aufweist, ver- 
schwindet. 

Hieraus ergiebt sich folgende Definition der Charakteristik 
einer reellen quadratischen Form von nieht verschwindender Determinante: 

Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form 
von nicht verschwindender Determinante ist diejenige 
Zahl, welehe im Maximum als Exponent eines Elementar- 


1) Es ist 29'— 1 aus dem Grunde das Maximum, weil Elementartheiler mit geradem 


Exponenten paarweise auftreten müssen. 
58* 
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theilers der charakteristischen Funktion einer reellen 
linearen Substitution, welche die reelle quadratische Form 
in sich transformirt, auftreten kann und auch thatsächlich 
stets auftritt, wenn dieser Elementartheiler für eine reelle 
Grösse, welehe jedoch nieht gleich der positiven oder 
negativen Einheit ist, verschwindet. 

Ferner wird die Charakteristik auf folgende Weise definirt: 

Die Anzahl sämmtlicher von der positiven und nega- 
gativen Einheit verschiedener reeller Wurzeln: 
h samt. u 
aha 


welche die charakteristische Gleiehung einer reellen line- 


ed 


aren Substitution, die eine reelle quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante in sich transformirt, 
im Maximum besitzt, ist das Doppelte der Charakteristik 
der Form. 

Für die charakteristische Funktion einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit der Charakteristik y‘ in sich transformirt, gelten noch folgende 
Theoreme: 

Der höchste Elementartheilerexponent, welcher zu 
einer imaginären Wurzel der charakteristischen Gleichung, 
die nicht den absoluten Betrag 1 hat, gehören kann, ist die 
Zahl ze) Üs giebt auch stets reelle lineare Substitu- 
tionen, welche eine gegebene reelle quadratischeForm von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakte- 
ristik y in sich überführen und deren charakteristische 
Funktion für eine beliebig vorgegebene imaginäre Grösse, 
welche nicht den absoluten Betrag 1 hat und welcher der 


” . q' 
höchste mögliche Elementartheilerexponent £(5) zukommt, 


verschwindet. 
Die Anzahl sämmtlicher verschiedener imaginärer 
Wurzeln, die nicht den absoluten Betrag 1 haben: 
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dırı di a Era ne [Eee an 

d,+1 dy+1 anni EHE, Gran 
welche die charakteristische Gleiehung einer reellen 
linearen Substitution, die eine reelle quadratische Form 
von nicht verschwindender Determinante mit der Charak- 


teristik y in sich transformirt, im Maximum besitzt, ist 
12(5) d.h. gleich 24 oder 24—2, je nachdem y‘ gerade oder 
ungerade ist. 

Die Anzahl derjenigen Elementartheiler der charak- 
teristischen Funktion einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nieht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik gy in 
sich überführt, ist, falls dieselben für die positive oder 
negative Einheit verschwinden und sämmtlich die Ex- 
ponenten 2 besitzen sollen, im Maximum gleich y oder y-—-1, 
Je nachdem y eine gerade oder ungerade Zahl ist.) 

Hierzu gesellen sich noch die folgenden zwei Thheoreme: 

Die höchste Anzahl Elementartheiler der charakte- 
ristischen Funktion einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nicht versehwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik yin sich trans- 
formirt, ist, wenn dieselbe für die positive oder negative 
Einheit verschwinden und sämmtlich die Exponenten 3 be- 
sitzen sollen, die Charakteristik der reellen quadratischen 
Form; hierbei muss noch „>34 sein. 

Die höchste Anzahl Elementartheiler der charakte- 
ristischen Funktion einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nicht verschwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik yin sich trans- 
formirt, ist, wenn dieselben für die positive oder negative 
Einheit verschwinden und die Exponenten zwei oder drei 


1) Die für die positive oder negative Einheit verschwindenden Elementartheiler mit 
geraden Exponenten müssen stets paarweise auftreten. 
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besitzen sollen, wobei Elementartheiler mit den Exponenten 
2 stets paarweise auftreten, die Charakteristik der reellen 
quadratischen Form; hierbei muss „>3y‘ sein. 

Wie wir gesehen haben, hängt also die Charakteristik einer reellen 
quadratischen Form von nicht verschwindender Determinante auf das Innigste 
mit den reellen Transformationen der Form in sich zusammen. Wir haben 
auch das besonders eigenthümliche Ergebniss gefunden, dass man ausgehend 
von allen reellen 'Transformationen, welche eine reelle quadratische Form 
in sich überführen, die Charakteristik der Form definiren kann. 

Betrachtet man alle reellen quadratischen Formen von nicht ver- 
schwindender Determinante mit gleichvielen Variablen und gleichem Werth 
der Charakteristik als zu derselben Formenklasse gehörig, so repräsentirt 
die Charakteristik eine literale Invariante in folgendem Sinne: Sie legt 
unter den charakteristischen Funktionen, welche überhaupt bei der reellen 
Transformation reeller quadratischer Formen von nicht verschwindender 
Determinante in sich auftreten können, diejenigen besonderen fest, welche 
sich bei der reellen "Transformation von Formen der vorgelegten Klasse 
darbieten können; umgekehrt kann man die Charakteristik der Formen- 


klasse aus den zugeordneten charakteristischen Funktionen erschliessen. 


Januar 1897. 


Druckfehler-Beriehtigungen. 
p. 12, letzte Zeile lies P'S P statt P'S P. 
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1. Einleitung. 


Zur Durchführung der nachstehenden Rechnungen bin ich durch das 
offenbar nicht richtige Netz der neuen „Generalkarte von Württemberg“ in 
1:200000 und in 6 Blättern geführt worden.‘) Hieraus ist die Ab- 
grenzung des abgebildeten Stücks der Ellipsoidfläche zu erklären. Die 


!) Von dieser Karte, herausgegeben vom K. Württemberg. Statistischen Landesamt, 
erschien das erste Blatt 1885, zu Anfang 1898 waren 4 Blätter herausgekommen. Den 
Zweifeln über die der Karte zu Grund liegende Abbildungsmethode habe ich bereits im 
„Geograph. Jahrbuch“ Bd. XIX, 1896 (Gotha 1897) S.7 Ausdruck gegeben. Dass sich in 
der That mit den daselbst angegebenen Zahlen keine der sonst wohl als für diesen Fall 
geeignet angesehenen Abbildungsarten verträgt, bedarf keines Nachweises, jene wenigen Zahlen 
zeigen vielmehr Jedem, auch wenn er die Karte gar nicht sieht, dass sicher Versehen vor- 
gekommen sind; man könnte sich ja z. B. den Parallelkreis 49° nicht anders als mit scharf 
hervortretendem Wendepunkt auf der Karte denken (durehgezogen ist das Netz der geogra- 
phischen Coordinatenlinien nicht). Welcher Art die Versehen sind, d. h. wie überhaupt der 
Entwurf der Karte entstanden ist, lässt sich selbstverständlich nach Anblick der Karte nicht 
entscheiden. Vielleicht ist der württembergische Theil der Karte durch genaue Reduction 
des württembergischen Atlas (1: 50000) entstanden, ohne dass aber die Netzlinien jener Ab- 
bildungsmethode (Cassini-Soldner) richtig auf die angrenzenden Gebiete fortgesetzt worden 
wären, d. h. diese Gebietstheile sind wohl ohne Zugrundlegung eines geographischen 
Coordinatennetzes an trigonometrische Punkte jenes Stamms angehängt. Bekannt ist, dass 
die dureh die württembergische Triangulirung von Tübingen aus und die durch die bayrische 
von München aus geodätisch übertragenen geographischen Längen - Differenzen und Breiten 
nur kleine Unterschiede zeigen (vgl. darüber besonders das Werk: Die bayrische Landes- 
vermessung in ihrer wissenschaftlichen Grundlage, München 1873, S. 728), so dass man von 
diesen Unterschieden für eine Karte in 1: 200000 ganz absehen könnte, selbst wenn man 
keine Rücksieht darauf nehmen wollte, dass die Bohnenberger’'schen Zahlen (vgl. Kohler, Die 
Landesvermessung des Königreichs Württemberg, Stuttgart 1858, S. 316 und S. 317) sich 
nicht auf das Bessel’sche Ellipsoid beziehen (in dem eitirten bayrischen Werke sind sie auf 
Bessel’sches Mass umgerechnet). Nimmt man nun für einige Hauptdreieckspunkte in der 
Nähe des Mittelmeridians der oben genannten Karte (wegen der Unsicherheit über die 
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Karte soll nämlich im W. etwas über die Linie Bitsch-Schlettstadt, im O. 
etwas über die Linie Nürnberg-Ammersee hinausgreifen; im N. soll etwa die 
Linie Alzey -Kitzingen, im S. die Linie Zofingen - Imst die Grenzlinie des 
Gebiets bilden. Will man also, was zur sichern Eintragung einer Anzahl 
von trigonometrischen Hauptpunkten und danach aller Details auf Grund 
der einzelnen Landesvermessungen und der daraus hervorgegangenen Karten 
grössern ' Maassstabs völlig ausreicht, Meridiane und Parallelkreise je 
von 10‘ zu 10‘ auf der Karte ziehen, so ist der südlichste in Betracht 
kommende Parallelkreis 47° 10‘, der nördlichste 49° 50° und die Meridiane 
sind, wenn man den Mittelmeridian des abzubildenden Stücks der Erdober- 
fläche als Nullmeridian nimmt, bis zu 1° 50° nach beiden Seiten hin aus- 
zudehnen. 

Es schien mir nun von Interesse, an der Hand vollständig durch- 
geführter Zahlenrechnung zu untersuchen, wie weit für ein in 1: 200000 
darzustellendes Gebiet von dem oben angegebenen Umfang verschiedene 
Abbildungen sich unterscheiden; wie ferner die Werthigkeit verschiedener 
Abbildungen mit derselben Haupteigenschaft (Flächentreue z. B.) mit ein- 
ander verglichen werden kann. Die Zahlenrechnungen sind z. T. als 


Lage der Parallelkreise kann man nur Punkte in der Nähe von Blatträndern wählen), so 
findet man aus den Punkten Katzenbuckel, Hohenasperg, Kornbühl eine Verschiebung von 

Bohnenberger’s Breiten (altes Ellipsoid) — Kartenbreiten — im Mittel + 8“. 
Dagegen liest man für die Wülzburg in der Nähe des Ostrands der ganzen Karte auf dieser 
die Breite 490 1° 34“ (die “ selbstverständlieh nicht mehr scharf) ab, während dieser Punkt 
nach Bohnenberger (altes Ellipsoid; Kohler S. 317) die geodätische Polhöhe 49 1‘ 32“, nach 
dem bayrischen Werk (Bessel’s Ellipsoid, 8. 554) die geodätische Polhöhe 490% 1‘ 31“ hat. 
(Da für die Karte selbstverständlich nur geodätische Polhöhen in Betracht kommen, so spielt 
eine etwaige Abweichung zwischen ihnen und den wirklichen Polhöhen keine Rolle). Die 
Verschiebung ist also hier am Ostrand der Karte im entgegengesetzten Sinn vorhanden als 
am Mittelmeridian und es scheint, dass die unbegreifliche Wendung des Kartenparallels 49° 
in seinem östlichen Theil gegen unten noch etwas zu schwach angenommen ist. 

Ich brauche wohl kaum hinzuzufügen, dass es mir trotz dieser Zweifel über das 
Netz nicht beifällt, den Werth der klar gezeichneten und sehr schön gestochenen Karte für 
ihre meisten und wichtigsten Verwendungen irgendwie in Zweifel ziehen zu wollen. Nur die 
feinere Entnahme der (geodätisch-) geographischen Coordinaten, z. B. bis auf 0,‘1, wozu ihr 
Maassstab sonst bequem ausreichen würde, gestattet sie nicht. Und man wird dem Wunsche 
Ausdruck geben dürfen, dass auch in Beziehung auf die Richtigkeit der mathematisch-karto- 
graphischen Grundlagen unsere amtlichen Kartenwerke den übrigen mit gutem, nicht mit 
schlechtem Beispiel vorangehen möchten. 


[5] Vergleichung einiger Abbildungen ete. 451 


Uebungen zu meinem Vortrag über Kartenprojeetionen im letzten Winter- 
semester durchgeführt worden. 


2. Benutzte Abbildungsarten. 


Von Abbildungsarten sind im Folgenden die sogenannte Bonne’sche') 
Abbildung (sachlich: flächentreue unecht-konische Abbildung) und sodann 
zwei azimutale zusammengestellt; die erste desshalb, weil sie immer noch 
vielfach gebraucht wird und, wie sich unten zeigen wird, im vorliegenden 
Fall ohne Schaden gebraucht werden könnte, die zweiten desshalb, weil 
der nahezu quadratische Rahmen der ganzen Karte veranlassen könnte, 
unter den „geometrisch einfach definirten“ Abbildungen nach ihnen zu 
greifen, und weil ich hier zugleich an einem bestimmten Zahlenbeispiel den 
Nutzen der in meinem Schriftehen „Zur Abbildung des Erdellipsoids“, 
Stuttgart 1891 für ähnliche Zwecke angegebenen Zahlentafeln zeigen 
möchte. Aus der sehr nahen, wohl für die meisten Leser überraschend 
nahen Uebereinstimmung dieser auf ganz verschiedenen Grundlagen be- 
ruhenden Abbildungen folgt dann, dass, bei dem Umfang und dem Maass- 
stab des hier darzustellenden Gebietes, auch noch andere Abbildungsver- 
fahren praktisch genau abermals dasselbe liefern würden. Unter den 
„geometrisch einfach definirten“ Abbildungen könnten als solche weitere 
Methoden noch in Betracht kommen: normale konische Abbildungen und 
transversale eylindrische Abbildungen. (Ich möchte auch hier auf die schöne 
Reihenfolge: schiefaxig-azimutal, transversal-eylindrisch, normal-konisch auf- 
merksam machen, und der Behauptung des Herrn Prof. Jordan gegenüber, 
die schiefaxigen Abbildungen seien „Abnormitäten“, darauf hinweisen, dass 
sich die „abnormen“ schiefaxig-azimutalen Projektionen glücklicherweise 
immer mehr Raum in der Kartographie erobern.) Vielleicht war die Ab- 
sicht vorhanden, der württembergischen Generalkarte die Projeetion zu 
Grunde zu legen, die bei der bayrischen. und bei der württembergischen 
Landesvermessung benutzt worden ist („Cassini-Soldner'sche Abbildung“, 


!) Den Namen „modifizirte Flamsteed’sche Abbildung“, den schon Germain nicht 
sehr höflich, aber mit Recht „une grosse absurdite* nannte, könnte man füglich wohl einmal 
bei Seite lassen. 
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transversal-eylindrisch vermittelnd; diese Abbildung ist dann übrigens nur in 
Württemberg auch für alle andern Kartenwerke beibehalten worden, ins- 
besondere für den topographischen Atlas 1: 50000, während in Bayern für 
den topographischen Atlas im gleichen Maassstab die Bonne’'sche Ab- 
bildungsmethode gebraucht worden ist), wobei nur die geodätischen Coor- 
dinaten auf einen andern Meridian, den Kartenmittelmeridian zu transformiren 
gewesen wären; auch bei diesem Verfahren hätte sich eine Abbildung 
ergeben müssen, die von den unten untersuchten nur unmerklich abweicht; 
und ganz dasselbe gilt noch für eine Reihe anderer Abbildungsarten. 


3. Berechnung der Netze. 


a) Bonne’sehe Projeetion. Diese Entwurfsart ist so bekannt 
und so oft angewandt, dass die Angabe genügt: Mittelparallel 9, — 48° 50". 
Der Halbmesser des den Mittelparallel in der Kartenebene darstellenden 
Kreises ist also, wenn 1:M der Maassstab der Abbildung und (a, e) die 
Daten der Meridianellipse sind, gegeben durch 


eb) a ctg po 


n=--.- ——- —, 
: MT /1—e? sin 2, 
d.h. mit den Bessel’schen Erddimensionen: 

Y, — 28264, 1 mm, log 1, = 4. 451 235. 


Der Halbmesser des Kreises, der in der Kartenebene den Parallelkreis 


abbildet, ist gegeben durch: 


(2) r=N, 


wenn 1 die natürliche Länge des Meridianbogens zwischen den Parallel- 
kreisen 9, und 9 des Erdellipsoids bedeutet und wobei das Zeichen |+;, zu 
nehmen ist, je nachdem 9!=!yY, ist. Für die Längen B stehen die be- 
kannten zahlreichen Hilfstabellen zu Gebote (es seien z. B. nur die von 
Hartl berechneten erwähnt), die zugleich auch die Maasse für die Längen 
der Ellipsoidparallelkreisbögen enthalten. Auf dem Parallelkreis 9 des 
Erdellipsoids ist der von zwei Meridianen mit dem Winkelabstand 4 aus- 
geschnittene Bogen ZL gegeben durch 

a cos B: 


(3) L = ——— : 
v1 e2 sin ?2g _ 
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Um die Bonne’sche Abbildung zu zeichnen, hat man bekanntlich 
nichts zu thun, als auf den mit den durch (1), (2) gegebenen conzentrischen 
Kreisen die Abweitungen in richtigen Längen, d. h. als Bogenlängen n 
aufzutragen. Da die Parallelkreise nieht mehr mit dem Stangenzirkel ge- 
zogen werden können, so berechnet man hier für die einzelnen Maschen- 
punkte des herzustellenden 10‘- Netzes die rechtwinkligen Coordinaten in 
der Bildebene, wodurch man gleichzeitig die Parallelkreis- und die Meridian- 
bilder erhält. Für die Zeichnung wird man diese Coordinatenrechnung 
selbstverständlich so einriehten, dass man für jeden einzelnen Parallelkreis 
ein besondres Coordinatensystem annimmt (wobei nur die »-Axen dieser 
Systeme zusammen fallen, der Nullpunkt jedes einzelnen aber im Schnitt- 
punkt des Parallelkreises mit dem geradlinig abgebildeten Mittelmeridian 
liegt), da für das Auftragen die kurzen Ordinaten von der Mitteltangente 
an den Parallelkreisbogen aus sehr willkommen sind. Um unmittelbar Ver- 
gleiehung mit dem Folgenden zu ermöglichen ist aber auch hier, in der 
folgenden Tabelle 2, nur Ein Coordinatensystem in der Kartenebene ange- 
nommen, dessen Nullpunkt das Bild des Punktes (0, g,) und dessen z-Axe 
das geradlinige Meridianbild des Meridians 0 ist. Für die Halbmesser » 
der Parallelkreisbilder, ferner für die Centriwinkel ?,. in dem gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt der Parallelkreisbilder, die auf jedem dieser Kreise 
der Abweitung von 10° Längendifferenz entsprechen, erhält man die Tabelle 1 
und mit ihrer Hilte sofort die in der Tabelle 2 zusammengestellten Coor- 
dinaten in dem angegebenen System. Die Rechnungen sind sechsstellig 
geführt, obgleich fünfstellige Rechnung für diese Kartenebene noch aus- 
reichen würde. Die Winkel 3,, in Tabelle 1 sind bis auf 0“, 01 angegeben, 
weil das elffache dieser Winkel für die äussersten Meridiane in Betracht 
kommt. Der Wechsel des Vorzeichens in den 3-Differenzen beim Haupt- 
parallelkreis 9, deutet an, dass, wie bekannt, das Bild dieses Hauptparallels 
von den sämmtlichen Meridianbildern genau senkrecht geschnitten wird. 
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Tabelle 1. 
Bonne’sche Projektion; Halbmesser der 10‘-Parallelkreise und 
der Centriwinkel für 10° Abweitung. 


ar.-Krei log Halbmesser r Centriwinkel ?ıo- im 
Seal | (mm) des Diff. gemeinschftl. Mittelpunkt Diff. 
v2 Parallelkreisbildes der Parallelkreisbilder 
470 10° 4. 46 2477 00 7° 29,26 
— il 2 | ) 
20 46 1087 ER 7 29,28 5 En 
30 45 9693 iaos 7 2931 
40 45 8295 ae 7 29,33 “ ee 
50 45 6893 in 7 29,35 # un 
480 0° 45 5485 3 7 29,36 i 
E- 1412 E +0,00 
10 45 4073 7 29,37 
20 45 2656 4 7 29,37 aa. 
Se Fe AI es a. 22 225000 
9=48'30' 4. 45 1235 09 7 29,37; 
zeig, O6 mmerTomEE Frage DO 
40 44 9809 u 7 29,37 St 
50 44 8378 ae 7 29,37 BR 
490 0 44 6943 | a 7 29,36 N. 
10 44 5502 on 7 29,34 en 
20 44 4057 25 En 7 29,33 a 
30 44 2607 1A55 7 2931 0.03 
40 44 1152 ar? 7 29,28 
1460 ® -—— 0:03 
7 29325 


50 43 9692 


b) Azimutale Abbildungen. Zum Vergleich mit der vorstehen- 
den Projeetion sind nun im Folgenden zwei „Doppelprojeetionen“ gewählt: 
das abzubildende Ellipsoidlächenstück ist auf ein Kugelflächenstück über- 
tragen und dieses sodann auf die Ebene abgebildet. 

Die Uebertragung des Ellipsoids auf die Kugel kann winkeltreu 
(nach Gauss) oder flächentreu oder endlich vermittelnd geschehen. Für 
alle drei Möglichkeiten sind in meiner bereits eitirten Schrift von 1891 
Rechnungsvorschriften und Hilfstabellen angegeben. 

Die Gauss’sche (winkeltreue) Uebertragung des Ellipsoids auf die 
Kugel ist, mit der vom Verfasser vorgeschlagenen Einschaltung der „Normal- 
kugel“ als eines ein für allemal berechneten Zwischengliedes, die folgende: 
Der Ellipsoidbreite 9 entspreche auf der Normalkugel die Breite ® (wobei 
v, wie angedeutet, ein für allemal für jeden kartographischen Zweck 
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genügend genau tabulirt ist [für die Bessel’schen Dimensionen] in Tab. I, 
S. 15—18 der angeführten Schrift) und auf der definitiven Kugel X die 
Breite „. Dann besteht zunächst zwischen den Längendifferenzen 2 auf 
dem Ellipsoid und den Längendifferenzen 7 auf der Kugel X die Beziehung 
(4) Kugellänge — « mal Ellipsoidlänge 2, 
wobei « nach (6) zu bestimmen ist. Sodann ist mit 
= MM —y und “= M—u: 


‘ un 
(5) log tg - — a. log tg Z — log k. 


Die Grössen « und 7% sind zu bestimmen aus 


) 1% 
Be 2 0; sin 4 = — Sin 9 
(6) / i 
| log tg na . log tg log k. 


In den letzten Gleichungen ist 9, die Mittelbreite der zu über- 
tragenden Ellipsoidzone, “, die ihr entsprechende Kugelbreite auf X. Zu- 
sammengehörige Werthe von & 9, %. log % liefert für das Bessel' sche 
Ellipsoid die Tab. III a. a. O., S.28—29. Die Uebertragung ist als winkel- 
treu zunächst vom Halbmesser der Kugel X unabhängig; für die weitere 
Rechnung ist aber als Halbmesser 4 dieser Kugel zu wählen: 


« aA 
(7) 4A = wm = SEE) 
1— e? sin ?, 
d.h. der mittlere Krümmungshalbmesser in der Mittelbreite 9.. 
Die einzige nennenswerthe Arbeit bei dieser winkeltreuen Ueber- 
tragung des Ellipsoids auf die Kugel X, die auf dem hier angegebenen 


Weg bei der Wahl einer ganz beliebigen Mittelbreite 9, (statt der 


‘ 


Gauss’schen 52° 40‘) entsteht, ist die Bildung der Beträge « log tg = 
in (5). Da nun aber das Längenverhältniss (Gauss’ Vergrösserungs- 
verhältniss) sich mit der Veränderung von 9 ausserordentlich langsam ver- 
ändert (worin eben der Hauptwerth dieser Gauss’schen Abbildung beruht), 
so kann man für jeden praktischen Fall für « eine Zahl [und damit für 9, 
eine Mittelbreite nach (6)] wählen, die für « (von 1,00... abgesehen) nur 
eine oder höchstens zwei Ziffern bringt, so dass die direkte Ausführung 
der Multiplication mit « in Gleichung (5) keine nennenswerthe Mühe vor- 
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stellt. Es kommt nämlich, eben wegen der sehr langsamen Veränderung 
des Längenverhältnisses, keineswegs darauf an, eine bestimmte Mittelbreite 
scharf festzuhalten; z. B. ist bei dem hier vorliegenden Fall, Ellipsoidzone 
zwischen 47° 10° und 49° 50° als Mittelbreite der Zone nicht 48° 30‘, sondern 


9, = 48° 27' 0,49 
angenommen, weil dieses 9, nach der Tabelle a. a. ©. S. 28 «= 1,0006500 
macht, also (abgesehen von 1,000) zur nur zweiziffrigen Zahl. 

Für das angeschriebene g, und « wird nach derselben Tabelle 

u, = 48° 24' 29", 37, 
ferner log k=0. 001 4203, log A=6. 804 8158, und dem Längenunter- 
schied 1° 0° 0“, 00 auf dem Ellipsoid entspricht auf der Kugel X die 
Längendifferenz 1° 0° 2“, 34. Mit diesen Annahmen steht nunmehr dureh 
die Gleichungen (4) und (5) die ganze Uebertragung der Ellipsoidzone auf 
die Kugel X fest. Die Frgebnisse sind (nur mit der Schärfe angegeben, 
die für den Maassstab der Abbildung mehr als genügt): 


Tabelle 3. 


Winkeltreue Uebertragung der Ellipsoidzone auf die Kugel X 
(Halbmesser log A= 6. 804 816). 


Längen Breiten 


Ellipsoid 4 Kugel I Ellipsoid g Kugel u | Ellipsoid Kugel u 
l | 
09% 10° 0“ | 00100," 4 | 470 10' 0“ | 4707'36,“2 480 30° 0“ 148027'28,'6 
0 20 0 0 20 0,8 || 47 20 0 |471735,2, 48 40 0 |48 37 27,8 
0 30 0 0 30 12 | 47 30 0 4727342 48 50 0 48 47 26,9 
0 40 0 OFAOT. 62847081000 PAS 123 3> 21 re Eee 
? | 0 ‘ u 5 Ri 
0: 50:0: | 0:50,19. 47.5000, ar an aaa 0 00 12,5728 


10 0° 0“ 10 0° 2,3 


480 0° 0% aroszizı “a 49 10 0 |49 7252 
Eee 49 20 0 49 17 244 
1 1 10 27 | 48 10 0 |48 730,4 49 30 0 |49 27 23,7 
1 1 20 3,1 | 48 20 0 |4817295 | 49 40 0 |49 37 22,9 
1 300 130 35 | 48 30 0 |482728,6 49 50 0 |49 47 22,1 
1 1 40 | 
1 1 


40 3,9 
50 43 | 
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Betrachtet man nun die Längenverhältnisse m dieser winkel- 
treuen «-Abbildung der Ellipsoidzone von 2° 40° Breite auf eine ent- 
sprechende, 2’ 39 45,9 breite Zone der Kugel X mit dem Halbmesser A, 
so nimmt der Werth von m» von dem Parallelkre’s g,, “, aus, wo er 1 ist, 
gegen Norden und Süden hin zu, aber wie schon erwähnt sehr langsam; 
man überzeugt sich leicht, dass dieses Entfernen von 1 langsam genug ist, 
um für den Maassstab 1:200000 (bekanntlich sogar für viel grössere 
Maassstäbe, ja für die gewöhnlich verlangte Genauigkeit selbst für den 
Maassstab 1 : 1) die Annahme zu rechtfertigen, die Uebertragung der 
Ellipsoidzone auf die Kugelzone sei in den kleinsten Theilen kongruent 
(im wirklichen, nieht im Jordan’schen Sinn), d. h. winkeltreu und flächen- 
treu zugleich. Eine solche Abbildung der Ellipsoidoberfläche auf die 
Kugeloberfläche ist mathematisch unmöglich, praktisch genau aber bei 
der geringen Excentricität der Meridianellipse auf dem angegebenen Wege 
sehr einfach zu erhalten, wobei die Breite der Zone, für die die Annahme 
zulässig ist, selbstverständlich mit den Anforderungen an die Rechnungs- 
schärfe wechselt: während man selbst für die feinsten Rechnungen im Maass- 
stab 1:1 die Annahme machen kann für eine Zone von 1° Breitenunterschied, 
kann man für sechsstellige Rechnung die Zone selbst über 5° und mehr aus- 
dehnen und jene Annahme immer noch als zutreffend voraussetzen. Für 
die uns hier beschäftigende Abbildung einer Zone von nieht ganz 3° Breiten- 
unterschied im Maassstab 1: 200000 ist die Annahme, die „-Abbildung sei 
in den kleinsten T'heilen kongruent, winkeltreu und flächentreu zugleich, 
unbedingt zulässig, und es ist ganz überflüssig, neben der durch die Tab. 3 
gegebenen winkeltreuen Uebertragung noch eine besondre flächen- 
treue zu betrachten oder eine vermittelnde; übrigens wären auch die 
Rechnungen für diese Uebertragungen rasch zu erledigen (Anleitung dazu 
ist a.a. O. S. 32—37 gegeben, wobei zu bemerken ist, dass sich die Be- 
stimmung von ; auf naheliegenden Weg vereinfachen lässt, wenn man einer 
mir von Herrn Prof. Frischauf gemachten Bemerkung folgend, auf die 
Bestimmung von („—g) ausgeht; man erhält dafür: 


1 Sr 
1-9—-ze[1 + 0) sin 2 + 360 e!sn4p—... 
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Unsere Annahme ist also: die wirkliche abzubildende Originalfläche 
(Ellipsoid) ist ersetzt (und zwar in den kleinsten Theilen kongruent, 
winkeltreu und flächentreu zugleich) durch eine Kugelfläche, und diese ist 
nunmehr auf die Ebene abzubilden. 

Die Form des abzubildenden Gebiets kann Veranlassung zur Wahl 
einer azimutalen Abbildung geben. Es sind denn auch im Folgenden 
die zwei extremen Fälle (winkeltreu und flächentreu) dieser Gruppe weiter 
behandelt. Vermittelnde Abbildungen würden zwischen beiden stehen, 
brauchen aber nicht weiter getrennt zu werden, da jene beiden Extreme 
hier selbst, wie sich zeigen wird, praktisch genau zusammenfallen. Es ist 
nach dem eben Gesagten keine Inconsequenz, wenn die Uebertragung des 
Ellipsoids auf die Kugel, die zunächst streng nur winkeltreu ist, nun 
weiter von der Kugel auf die Ebene ausser winkeltreu auch flächentreu 
projieirt wird. 

Die zwei folgenden Tabellen geben nun also die Resultate für die 
flächentreue azimutale (Lambert’sche zenitale) und für die winkel- 
treue azimutale (sog. stereographische) Abbildung eines Stücks jener 
Kugelzone. Um die Coordinaten der Netzpunkte bequem berechnen zu 
können, ist erforderlich, die geographischen Kugeleoordinaten (4, «) nach 
Tabelle 3 in sphärische Polareoordinaten («, d) zu verwandeln. Als 
Hauptpunkt ist dabei selbstverständlich, der Annahme bei a) entsprechend, 
der Punkt (0; 47° 57° 31”, 4) angenommen. Die Azimute « der sphärischen 
Entfernungen ö der einzelnen Punkte von diesem Hauptpunkt werden in 
ihm von Norden gezählt; ich sehe mit Rücksicht auf den Raum davon ab, 
hier die Tabelle der («, 6) anzuschreiben. Ihre Rechnung ist die einzige 
wirkliche Mehrarbeit der Methoden b) gegen a); man kann bei den vorhan- 
denen kleinen ö sich nieht der sonst bequemsten Formeln: 

| cos d = sin x, sin w + cos u, cos u cos / 


} eos u sin / 
Bine — no 


sin d 

bedienen, muss vielmehr für die kleinen d Reihenentwicklung (d. h. Rech- 
nung der sphärischen Distanz als Hypotenuse eines ebenen rechtwink- 
ligen Dreiecks mit bestimmten Katheten) oder für die grössern d die 
Delambre’schen Formeln anwenden. Jedenfalls ist aber auch hier die 
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technung der sämmtlichen (a, 6) aus den (l, „) auf der Kugel X eine in 
wenigen Stunden zu erledigende Sache, die der Gesammtarbeit an der 
Karte, sogar nur der für die mathematische Grundlage der Karte, gegenüber 
gar nicht in Betracht kommt. 

Nach Berechnung der («, 6) erhält man den gewünschten azimutalen 
Entwurf, wenn man diese sphärischen Polarcoordinaten als ebene Polar- 
coordinaten nach «= «a, r—f (6) aufträgt. Je nach der Wahl von f kann 
man der Abbildung eine gewünschte Eigenschaft, z. B. Flächentreue oder 
Winkeltreue ertheilen. Die Abbildung wird, wenn nun in » wieder sogleich 
Kugelhalbmesser 4 und Maassstab 1: 7 der Abbildung mit aufgenommen 
werden, 

ir | flächentreu mit r— = sin 
(8) a 
| winkeltreu mit = 7, f 5; 


4 a 


mit diesen r sind die (@, 9) in der Kartenebene sehr einfach vollends nach 


j | © —=r cos «a 
(9) ERE 
| UI SINE0: 


d. h. durch Verwandlung der ebenen Polarcoordinaten («, r) in ebene recht- 
winklige Coordinaten (x, „) mit demselben Nullpunkt und derselben Axe zu 
erhalten. 

Die folgenden zwei Tabellen geben die Rechnungsresultate; für 
beide ist selbstverständlich dasselbe Coordinatensystem in der Bildebene 
wie oben für a) angenommen, nämlich Nullpunkt im Bild des Ellipsoid- 
punktes (0°, 48° 30‘), »-Axe Meridianbild des Nullpunkts (+ nach Norden.) 
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556.0) — |556.1| 60.4 
648.7) — 1648.8| 60.2 


556.3 120.7 | 556.6\181.1 [557.1 |241.4 557.7301.8 | 558.4,362.2 | 559. 3422.5 | 560.2)482.9 | 561.4 543.2 | 562.6 603.6 | 564.0) 663.9 
648.9 120.3 | 649.3|180.5 [649.8 |240.6 | 650.3300.8 | 651.1/360.9 | 651.9/421.1 | 652.9481.3 | 654.0 541.4 1 655.3 601.5 | 656.7 661.7 


= Tabelle 5. 
z— Rechtwinklige Coordinaten der wiukeltreuen azimutalen Abbildung in der Bildebene für den Maassstab 
1: 200000; Nullpunkt (0; 48° 30%. Die Maasse der Coordinaten sind Millimeter. 
33 00 0° 09 10° | 09 20° | 09 30° 09 40° 00 50° | 100! 10 10‘ | 10 20° | 10 30° | 19 40° 10 50° 
p 
E Y © |. Y | 2|\y , Bg | A Y 2\y | © | Y = a Y | 2 ® Y 
| | | | 
| | | / 
Bi El ie | = 
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4. Vergleiehung. Die Vergleiehung der Tabellen 2, 4 und 5 
ist nun in mehr als Einer Beziehung von grossem Interesse. Es zeigt 
sich, dass die beiden im Prineip ganz verschiedenen flächentreuen Ab- 
bildungen 2 und 4 bei dem Umfang und dem Maasstab des abzubildenden 
Gebiets praktisch genau auf dasselbe Bild führen: nirgends ist für den 
Maassstab 1 : 200000 ein Unterschied von mehr als 0,1 mm in den Coor- 
dinaten vorhanden. Aber selbst die winkeltreue Abbildung 5 gibt in diesem 
Maassstab nichts für die Zeiehnung merklich Verschiedenes. Damit ist zu- 
gleich gezeigt, dass auch vermittelnde azimutale Abbildungen dasselbe Bild 
liefern würden, sowie dass noch andere Abbildungen abermals keine be- 
trächtlichen Abweichungen herbeiführen würden. Dass z. B. normale konische 
Abbildungen, seien sie nun winkeltreu, flächentreu oder vermittelnd (wie 
z. B. die mit längentreuen Meridianbildern oder die Tissot’sche compensative 
konische Projektion) ebenfalls kein praktisch nennenswerth abweichendes 
Bild liefern würden, geht schon daraus hervor, dass bei der obigen Bonne- 
schen Abbildung die Meridianbilder innerhalb der möglichen Zeichnungs- 
genauigkeit noch Gerade sind (wie aus den Coordinatenzahlen leicht direkt 
abzulesen ist). Auch die transversal-eylindrischen Abbildungen würden 
nichts. wirklich Abweichendes liefern, ebensowenig die gewöhnliche poly- 
konische (amerikanische) oder die rechtwinklige polykonische (englische) 
Abbildung u. s. f. Von diesen Abbildungen wird in der Regel als am be- 
quemsten zu berechnen angesehen die Bonne’sche, die zur Abbildung des 
Ellipsoidstücks gar keine Vorbereitung erfordert; genau dasselbe gilt aber 
z. B. für die gewöhnliche polykonische Abbildung, für die konische Ab- 
bildung mit längentreuen Meridianbildern, ja man darf sagen, dass sich 
alle konischen Abbildungen in Beziehung auf Bequemlichkeit der Berech- 
nung kaum hinter die Bonne’sche zu stellen brauchen, da die Uebertragung 
der (4, 9) des Ellipsoids auf die (), «) der Kugel eine kaum nennenswerthe 
Arbeit vorstellt. Dazu hat die Bonne’sche Abbildung ausser der angeführten 
bequemen Rechnung (die sie mit andern Abbildungen theilt) und ausser der 
Eigenschaft der Flächentreue (— die auszeichnend nur für grosse abgebil- 
dete Ellipsoidstücke in Betracht kommt, da auf so kleinen Stücken wie den 
hier betrachteten mit Rücksicht auf den Maasstab der Darstellung selbst 
die Ungleichheiten der Papiercontraction, von dieser selbst zu schweigen, 
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grösser sind als die Flächenverzerrungen auf den nicht flächentreuen unter 
den oben genannten Abbildungen —) keine besondere Empfehlung für sich, 
wie sich des Näheren aus der folgenden Betrachtung ergeben wird. 
5. Fortsetzung; Berechnung der Verzerrungen für die zwei 
flächentreuen unter den drei oben benutzten Abbildungen. 
10° 00° 100° 


4500’ «el: 


4800‘ Wr i 


100° 0‘ 100° 


Fig. 1. 


Zur Vergleichung flächentreuer Abbildungen unter einander wird man 
sich besonders an die Werthe der Maximalschnittwinkelverzerrung 2 zu 
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halten haben. Sowohl für die Bonne’sche wie für die flächentreue azimu- 
tale Abbildung ist bekanntlich die Berechnung der Werthe der Hauptlängen- 
verhältnisse (@, b) in einem bestimmten Punkt der Abbildung und damit des 
Werths von 2» in diesem Punkt sehr einfach. Es bedarf hier ferner nicht 


1°0° oo‘ 120, . 


490° > £ eR ü Su i \ ° 4900° 


Fesmpsssteen 


4800° «el! 


100° 000’ 10° 


Fig. 2. 
mehr des nähern Nachweises, dass man mit Rücksicht auf den geringen Um- 
fang des dargestellten Gebiets nach den sphärischen Formeln rechnen kann. 


Auf den zwei obenstehenden Figuren 1 und 2 sind nun Linien gleicher 
61 
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2© gezogen. Wäre nur das 10'-Netz darzustellen gewesen, so. hätte für 
die beiden Projeetionen (Fig. 1 Bonne’sche, Fig. 2 flächentreue azimutale 
Abbildung) dieselbe Figur genügt, denn selbst im Maassstab 1: 200000, 
für den die obigen Zahlen der Tabellen 2 und 4 berechnet sind, unter- 
scheiden sich innerhalb der Zeichnungsschärfe die beiden Abbildungen nicht 
von einander, umso weniger also in dem Maassstab von etwa 1: 2020000 
der beiden vorstehenden Figuren (die Originale dieser zwei Figuren sind 
im Maassstab 1: 400000 aufgetragen und hier zinkographisch verkleinert). 
Mit Rücksicht auf die Linien gleicher 2© sind aber die Figuren völlig 
getrennt. Die stark gestrichten Linien geben die Eintheilung in die sechs 
Blätter der württembergischen Karte, deren Nummern (mit römischen Ziffern) 
eingeschrieben sind. Die Linien gleicher 2» sind für 5%, 10%, 20%,... ge- 
zogen; auf der Fig. 1 (Bonne) wird im Maximum 91 (Südecken der ganzen 
Karte) und 95‘ (Nordecken) erreicht, auf Fig. 2 (Hächentreu azimutal) aber 
nur etwa 46° und 48°. Diese Zahlen zeigen, dass theoretisch auch hier 
die flächentreue azimutale Abbildung gegen die Bonne’sche im Vortheil ist; 
die für eine azimutale Abbildung natürliche runde Begrenzung des abge- 
bildeten Gebietes, die aber hier für die mehrblättrige Karte nicht angeht, 
würde die Zahlen noch wesentlich stärker kontrastiren. 

Obgleich ich es früher, bei der Abbildung eines grössern Stückes 
des Erdellipsoids bereits gethan habe (vgl. „Ueber Projectionen der Karte 
von Afrika“, Zeitschrift der Ges. f. Erdkunde Berlin 1889, Heft 4), möchte 
ich hier nochmals darauf hinweisen, dass man bei Vergleichungen, statt sich 
mit Tissot an die in gewissen Randpunkten auftretenden extremen Werthe 
der Verzerrungen zu halten, besser die Mittelwerthe der Verzerrungen auf 
der ganzen Karte zu Grund legen sollte. Die extremen Werthe sind durch 
ganz geringe Aenderungen der Grundannahmen für eine Karte so stark 
veränderlich, dass sie in der That nur unbefriedigende Werthmesser sein 
können; z. B. würde bei der Bonne’schen Projeetion (Fig. 1) die Verschiebung 
des Mittelparalles um nur wenige Minuten nach Norden den Maximalwerth 
von 2.» bereits nicht “unwesentlich herabdrücken (vgl. für eine grössere 
Fläche auch die Bemerkung von Tissot über die „Carte de France“, Tissot- 
Hammer, Netzentwürfe geographischer Karten, Stuttgart 1887, 8.37), während 
doch eine solche kleine Verschiebung nichts wesentliches an dem Urtheil 
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über eine Karte sollte ändern können. Die von mir empfohlenen dureh- 
schnittlichen 2», scheinen mir zuverlässigere und empfindlichere Werth- 
messer zu sein als die 2o,.,.; die Einwände, die gegen ihre Einführung 
erhoben worden sind, glaube ich genügend widerlegt zu haben (vgl. Bludau, 
Zeitschr. Ges. Erdkunde, Berlin 1891, Nr. 2, Hammer, ebend. 1892, S. 69). 

Auf den zwei Zeiehnungen in 1:400000, die als Originale der Fig. 1 
und 2 aufgetragen worden sind, sind denn auch durch Planimeter-Quadratur 
der Flächenstreifen zwischen den Aequideformaten innerhalb des Karten- 
rahmens die Mittelwerthe 2®, der (Maximal-)Schnittwinkelverzerrung in 
einem Punkt gebildet. Dabei ist auf der Bonne’schen Abbildung als mittlere 
2o-Verzerrung innerhalb des innersten, durch die 5*“-Linie abgegrenzten 
Raumes nach Ueberschlag 1,5 angenommen, für jeden der weiter nach 
aussen liegenden Streifen aber immer das Mittel der Grenz-2» dieser 


[2 


Streifen (für die auf der Karte dargestellten Kreise von 5“ aus also fol- 
Seweise: non one für die kleinen Eeken im Norden 94°); auf 
der tlächentreuen azimutalen Abbildung dagegen sind innerhalb der Linie 
5" auf dem Original noch gezogen die 20-Linien 1“ (Durchschnitt innerhalb 
dieses Kreises zu 0”, 3 angenommen) und 2“ (Durchschnitt zwischen 1° und 2° 
zu 1“, 4 angenommen), sodann sind weiter nach aussen in jedem Streifen 
wieder die Mittel der Grenzlinien-Zahlen festgehalten, wobei jedoch in dem 
Streifen zwischen 20°“ und 30, der nur theilweise der Karte angehört, 
Rücksicht auf die durch den Rahmen der Karte gebildeten Abschnitte 
genommen ist (vgl. auch oben über die der azimutalen Abbildung naturgemässe 
Begrenzung der Karte). Man erhält auf diese Art für die Werthe der 2», auf der 


* 


Bonne’schen Karte 23°, 6 | flächentreuen azimutalen Karte 15,9 
und diese Werthigkeitszahlen verhalten sich nun für die beiden tlächen- 
treuen Abbildungen des kleinen Eliipsoidstücks fast genau wie 2:5. 
Obgleich also die Anwendung der Bonne’schen Abbildung hier bei 
der Kleinheit des abzubildenden Gebietes und dem Maasstab 1: 200000 
der Karte nicht zu beanstanden ist, zeigen die Zahlen doch, dass es un- 
richtig ist, der Abbildung besondere Vorzüge vor andern flächentreuen 
Abbildungen zuzuschreiben, dass man mit jenem Maassstab und jener Aus- 
dehnung des Gebietes bereits an der Grenze steht, an der die linearen und 


Winkelverzerrungen der Bonne’schen Abbildung rasch und ungünstiger als 
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bei andern Abbildungen steigend fühlbar würden, und dass das Bestreben, 
die Bonne’sche Abbildung von der Anwendung sowohl auf grosse als auch 
auf kleine Stücke der Ellipsoidoberfläche auszuschliessen, ganz wohl be- 
gründet ist. Wo der Maassstab der Abbildung so klein ist, dass man mit 
Construetion des Netzes (dureh Zeichnung) ausreicht, sind z. B. echt- 
konische Abbildungen mindestens ebenso einfach zu construiren; wo man 
das Netz punktweise berechnen muss, hat die Bonne’sche Abbildung eben- 
falls kaum den Vorzug der Einfachheit. Der neuerdings von verschiedenen 
Seiten gemachte Versuch, diese Abbildungsart wieder als ganz besonders 
empfehlenswerth hinzustellen, wofür sie früher galt, und jene Zurück- 
weisung der Bonne’schen Abbildung als missverständlich zu kennzeichnen, 


. 


ist in keiner Weise zu billigen. 


5. Sehluss. Zu der Art der Vergleichung, wie sie zwischen den 
beiden flächentreuen Abbildungen angewandt worden ist, mag noch bemerkt 


sein, dass auf flächentreuen Karten, auf denen in jedem Punkt das 


. 2 STE : > a—b 
Produkt der beiden Hauptlängenverhältnisse gleich 1, also sin © = et 


hier ist, die Linien gleicher 2» zugleich als Linien gleicher «* oder 


a—l 
Ba 
gleicher @ (und dann also hier selbstverständlich auch gleicher d) an- 
zusehen sind; (die Aequideformaten auf den winkeltreuen Karten, auf 
denen in jedem Punkt der Quotient der Längenverhältnisse gleich 1 ist, 
sind Linien gleichen Flächenverhältnisses S oder gleicher Flächenverzerrung 
18, wo S=ab, also hier —a«? ist, demnach ebenfalls Linien gleicher «a? 
oder gleicher « Für die beiden Hauptarten der Abbildungen, flächentreu 
und winkeltreu, sind somit die Aequideformaten Linien gleicher «). 

Um nun bequem auf flächentreuen Karten zusammengehörige 
Werthe von a |von =, und von 2» übersehen zu können, ist hier noch 
die folgende Tabelle 6 angefügt. Eine ähnliche, aber für Abbildungen 
grosser Ellipsoidstücke bestimmte Tabelle habe ich schon in dem eitirten 
Aufsatz, Zeitschr. Ges. Erdk. Berlin 1889, Heft 4 mitgetheilt; die folgende 
nach runden a geordnete Tabelle ist für kleine Abbildungsgebiete be- 
stimmt. Ihre Benutzung bei gegebenem 2» und gesuchtem «a ist bei den 
kleinen Intervallen ebenfalls genügend bequem; z. B. liest man auf einen 
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Blick ab, dass dem oben berechneten 2®4 der beiden flächentreuen Ab- 
bildungen entsprechen: für die Bonne’sche Abbildung (23, 6) «a = 1,000057 
(b1 = 0,999943), für die flächentreue azimutale Abbildung (15%, 9) aa = 
1,000039 (ba = 0,999961), d. h. durehsehnittliehe elementare Maximal- 
Längenverzerrungen von 6 und 4 Hunderttausendsteln nach beiden Seiten 


von der Einheit. 


Zusammengehörige Werthe von a, | 
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Tabelle 6. 


flächentreue Abbildungen. 
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1 
—,| und 2 für beliebige 


a | b 2m, 

1,00 000 1,00000 0 

1 | 0,99999 441 

2  0,99998 8,3 

3 | 0,99997 12,4 

4 | 0,99996 16,5 

1,00005 0,9995 | 20,6 

‚ 6 | 099994 | 248 

7. 0,99993 28,9 

8 | 0,99992 33,0 

9 , 0,99991 371 

1,00010 | 0,99990 | 413 
1,00000 | 1,00000 00 
5. [9099085] 21 
1,00010 | 0,99990 41 
15 | 0,99985 a 

20 | 0,99980 1 22 
1,00025 | 0,99975 | 17 43% 
30 | 0,99970 2 4 

35 | 0,99965 2.024 

40 | 0,99960 | 2 45 

45 | 0,99 955 32 16 
1,00050 | 0,99950 3 26“ 
55  0,99945 SAT, 

60 0,99 940 4 7 

65 0,99 935 4 28 

70 0,99930 4 49 
1,00075 | 0,99925 | 5° 9% 
80 | 0,99920 ii 5 30 

85 0,99915 | 3 al 

90 0.99910 6 11 

95 | 0,99'905 | 6 32 
1,00100 | 0,99900 | 6 52% 


2 | b 20 
a SLIDE 1.000007 EEE 
49 50 0,99950 | 3° 26” 
41 1,00 100 0,99900- | 6 52 
A 150 0,99850 10 18 
41 200 y 0,99800- I 13 a 
en 0.997511 REED: 
41 300 0,99701 20 36 
41 350 0,99651 24 1 
} 400 0,99 602 27 27 
R 450 0,99552 E 30 52 
1,00500 0,99503 34'-17° 
550 0,99453 | 37 45 
600 0,99 404 41 8 
650 0,99354 44 33 
700 | 0,99305 47 58 
a ) er] se 
800 0,99206 54 47 
= 850 | 0,99157 58 12 
90 900 00 SZ EI ZEIZSGE 
a BE Da Ne 
5 1.01000 | 0,99010 | 10 8 25% 
20 | 
21 | 
21 | 
20 _ — en 
2 1,00000 | 1,00000- | 09.504408 
90 1,01000 | 0,99010 | 1° 8 25 
2000 | 0,98039 |2 16 9 
a 3000 | 0,97087 |3 23 12 
oo |, +000 | 096154 |4 29 35 
21 k 1,05 000 0,95 238 50 ‚35° 19% 
” 6000 | 0,94340 |6 40 24 
90 7000 0,93458 |7 44 50 
91 8000 0,92593 | 8 48 37 
9000 0.917413 957 
2° | 1,10000 | 0,90909 |100 54° 19" 


Folgende von der Akademie herausgegebene Bände der NOVA ACTA 
durch die Buchhandlung von Wilh. Engelmann in Leipzig zu beziehen: 
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PR 1 1 1 GR a N on an R 5 1893. „ 
1 GE a 2 
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a Virus ee oe ee re ; 189147 
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0 A DE 0 en Eee erie + 1886. „ 
5 RTV TO AN NE Er R 1S832, 
5 SERVER a ee A 1884. „ 
u RN en ges Te r 1884. „ 
5 KERTIIVAEEN 1 BR N, er X 1883. „ 
ERS .& BI I RFRBRRET 0 > EL Son Pre BEER 5 Sy Fr = 2 © 18827 7, 
5 RE En I ER Eee et EN R 188.7 
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OR ERCLUT P Tr A VE ET a ke 18792 5 
Blr.. 12 2 a On ae wel, a = de, Lim. ae VRSBREEER n 1878. „ 
1100:0.0.0 Be a NEE DER 2 Be ER ae re een OT. 
ERERSRRÄV DEE: 1. SE N ee A pr 1876... 7, 
ER 1 ee RE, N R 1875. 5 
EG ESRESR TE RE ee et = 1873.°% 
NT ee eo re SR: ” 1870:% = 
RKRTV 2 a a RT B & 1868. „ 
»„ XXXIU NH TWEERSOD E an. 200 ee # 1867. 5 
XXXU P. II — FERNEN EN N 1 O2) ee Er f 1867.27; 
n BAR PREN = An ERRUV- FAULh, 1): +... Das n 1865. ,„ 
n SARKI ee Be 2 OS LUD Dh 5 1864. „ 
IR Re LT DR a . 1864.65 
„ ZIR —e Fe 02:08 Ve lo. le 
„ AXVII Re RR er 2 ee E 1805, 
„ XXVI =... 51 2,9:4 D. 9) SE 2, n 1860. „ 
„ XXVI XVII Abth. 2) . . Breslau und Bonn 1858. „ 
nERRVI — TEN Er 5 P = 8572, 
3 gAXYV ne ss VL PADEh. O2) ” n e 18564 =. 
RRV =, „u AWILF Ather. ap n = a; 1899. = 
»„ AXIV Zen. „. VI Spl.) >y52 ” „ „ 1854. „ 
„ XXIV „mwAVI 2/Abth.)2)77 .25 a; n = 1854. „ 
„ KKIV —ı »ERNd SAD A & x 1854. „ 
„ XXMU — er RV Spl.) I: 5 5 = 1856. „ 
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» ZA — SERNV Abtk: 1): ©, .: » » " 1851... 
„ XXU a  ASDL:) da > . e; 1852. 
„ AXU . ee 1850. 
„ERRXU nr sl Wesr  Abth; 1) 0 = = r 1847. - , 
sr KT a RUE ESPI) in 2-0 See : . “ 1846. „ 
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XII Abtis 19, 2.2. P h a 1843. „ 
= RU BPINL2) UT 2 ” = ISA), 
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